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在 为 本 书 准备 新 版 时 ,非常 遗 皇 的 是 我 的 合作 者 和 朋友 Е. М. ЖЕ 
于 1985 年 辞世 了 . 于 是 ,我 不 得 不 独自 完成 此 项 工作 . 虽然 , 近 些 年 来 物质 凝聚 
态 理论 取得 许多 重要 进展 . 我 并 不 认为 需要 从 根本 上 改写 本 书 . 书 中 讲 到 的 理 
论 基础 及 对 其 阐述 ,似乎 是 经 住 了 时 间 的 考验 . 另 一 方面 也 要 做 些 增补 和 修改 . 

增补 $35" 是 讲 超 流 膜 的 B. Л. Березинский (1970), 1. М. Комейиг, 
D. Thouless(1972) 相 变 理论 的 . 此 理论 为 二 维系 统 中 的 过 程 建立 了 现代 概念 基 
础 ， 它 极 大 丰富 了 我 们 对 相 变 本 质 的 认识 . 

讲述 磁性 的 第 七 章 做 了 重大 修改 . 特别 是 增补 $74" ,其 中 用 Т. Holstein， 
Н. Primakoff( 1940) 方 法 研究 反 铁 磁 性 . 此 方法 对 磁性 微观 理论 有 重要 意义 . Н 
此 , 书 中 含 此 方法 显得 至 关 重 要 . 

近年 来 ,物理 学 领域 最 重要 的 成 就 之 一 便 是 发 现 高 温 超 导体 ， 然 而 ,实验 物 
理学 家 和 理论 物理 学 家 虽然 加 们 努力 ,这 个 有 趣 现象 的 本 质 仍 有 许多 不 明之 处 . 
甚至 何 种 相互 作用 造成 向 超 导 态 的 转变 也 不 清楚 . 在 这 种 情况 下 ,对 此 问题 我 
只 好 做 些 简短 评论 . 


Л.П. 皮 塔 联 夫 斯 基 
2000 年 6 月 
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简单 说 来 ,提供 给 读者 的 这 本 《理论 物理 学 教程 》 第 九 卷 是 讨论 物质 凝聚 态 
的 量子 理论 的 . 本 卷 开 始 于 对 量子 液体 一 一 息 色 液体 和 费 米 液 体 理论 的 详细 叙 
Ж. ИЕ КЖЛ.Д. ИЖЕ П.Л. 卡 皮 查 的 实验 发 现 之 后 创建 起 来 的 ,是 当今 理 
论 物理 学 的 一 个 独立 分 支 . 这 个 理论 的 重要 性 ,与 其 归 因 于 在 液态 氨 同 位 素 中 
发 生 的 那些 有 趣 现象 ,不 如 说 由 于 量子 液体 及 其 谱 的 概念 实质 上 是 宏观 物体 量 
子 描述 的 基础 . 

例如 ,为 了 深入 理解 金属 的 性 质 ,必须 把 金属 中 的 电子 看 作 费 米 液体 . 但 是 
电子 液体 的 性 质 因 晶 格 的 存在 而 复杂 化 ,因而 对 均匀 且 各 向 同性 液体 这 种 较 简 
单 的 情况 进行 预备 性 研究 , 乃 是 建立 理论 的 必需 步骤 . 金属 的 超 导 性 也 是 一 样 ， 
如 不 预先 了 解 较 简 单 的 玻 色 液体 超 流 理论 , 便 难 于 清楚 地 把 金属 的 超 导 性 理解 
为 电子 液体 的 超 流 性 . 

格林 函 数 方法 ,是 现代 统计 物理 学 数学 工具 不 可 缺少 的 部 分 . 这 绝 不 仅仅 
由 于 计算 格林 函数 的 图 技术 所 带 来 的 计算 上 的 方便 .问题 首先 在 于 ,格林 函数 
能 直接 确定 出 物体 的 元 激发 谱 , 因 此 , 它 是 最 自然 地 描述 这 些 激发 性 质 的 语言 . 
所 以 ,对 于 方法 问题 , 即 宏 观 物体 的 格林 函数 理论 ,本 卷 相 当 注意 ,虽然 ,方法 的 
基本 思想 对 所 有 的 系统 都 一 样 , 但 在 不 同 的 情况 ,图 技术 的 具体 形式 是 有 区 别 
的 . 因此 ,自然 要 以 各 向 同性 的 量子 液体 为 例 来 发 展 这 些 方法 ,这 里 ,方法 的 实 
质 以 纯正 的 形式 表露 出 来 ,没有 空间 非 均匀 性 和 存在 几 种 粒子 等 等 引起 的 复杂 
情况 . 

根据 同样 的 原因 ,我 们 用 简单 的 .具有 微弱 相互 作用 的 、 各 向 同性 的 费 米 气 
体 模型 ,来 闻 述 超 导 性 的 宏观 理论 ,而 避 开 由 于 存在 库仑 相互 作用 品格 所 引起 的 
复杂 情况 . 

关于 本 书 讲述 晶 格 中 的 电子 和 磁性 理论 的 各 章节 ,我们 再 一 次 强调 ,本 书 是 
理论 物理 学 教程 的 一 部 分 ,而 绝 无 代 亚 固 体 理论 教程 的 使 命 ， 按照 这 个 原则 ,这 
里 只 研究 最 一 般 性 的 问题 , 既 不 要 求 具体 实验 数据 的 利用 ,也 不 涉及 没有 明确 理 
论 基础 的 计算 方法 . 我 们 也 提醒 一 下 ,有 关 固 体 的 动 理学 性 质 的 内 容 与 本 卷 无 
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关 ,该 部 分 拟 在 本 教程 的 下 一 卷 即 最 末 一 卷 中 研究 . 

最 后 ,在 本 书 中 也 叙述 了 实物 介质 中 的 电磁 涨 落 理 论 和 流体 动力 学 涨 落 理 
论 . 前 者 , 原 已 包含 在 第 八 卷 中 . 现在 把 它 移 到 本 郊 里 ,是 出 于 需要 运用 格林 函 
数 ,以 使 整个 理论 具有 简单 的 和 便于 应 用 的 形式 . 此 外 ,将 电磁 涨 落 和 流体 动力 
学 涨 落 放 在 同一 卷 里 研究 ,也 显得 自然 . 

Л.Д. 朗 道 不 在 本 书 的 实际 作者 之 列 . 但 是 ,读者 容易 看 出 ,在 本 书 的 正文 
中 多 么 频繁 地 过 到 他 的 名 字 ， 因 为 这 里 所 讲述 的 大 部 分 成 果 是 属于 他 个 人 的 或 
同 他 的 学 生 们 合作 取得 的 , 同 他 共事 多 年 ,我 们 有 理由 相信 ,我 们 做 到 了 忠实 地 
反映 出 他 对 这 些 问题 的 观点 一 一 当然 ,也 顾及 到 从 悲惨 地 中 断 他 的 事业 那天 以 
来 的 十 五 年 间 所 增添 的 新 间 题 . 

我 们 诚恳 地 向 A. 中 . 安 德 列 耶 夫 (A. Ф. Андреев) И. Е. 0% # (И. Е. 
Дзялошинский ) 和 И.М. Ж # Ж # (И. М. Лифшиц) ЖЖЖ, ПЖ Ф 
所 研究 的 问题 经 常 进行 讨论 . 我 们 也 从 著名 的 A. A. 阿布 里 科 索 夫 (A, A. 
Абрикосов) ‚Л. П. % Е # Ж (Л. П. Горьков) 和 И. Е. рж + # Ж (И. Е. 
Дзялошинский) 的 书 中 得 到 许多 益处 ,他 们 的 书 外 是 物理 学 文献 中 讲述 统计 物 
理学 新 方法 的 首 批 著作 之 一 ЖЕ, АПАЛ. П. 3 Е # Ж (Л. П. Горьков) 和 
Ю.Л. ЧЖЕЯЯ ( Ю. Л. KmaMonroaxd ) 致 以 谢意 ,他 们 阅读 了 本 书 的 原稿 ， 
并 提出 了 许多 意见 . 


Е.М. ЖЬЖЖ, Л.П. АЖЖАМА 
1977 +4 Л 


Ф лл. 阿布 里 科 索 夫 , Л.П. ЖННХ, И.Е. 加 洛 辛 斯 基 . 统计 物理 学 中 的 量子 场 论 方法 . 北京 : 
科学 出 版 社 ,1963， 英 译本 :A，A，Abrikosov，L. Р. Gorkor, І. Е. Dzyaloshinski. Methods of Quantum Field 
Theon іл Statistical Physics，Prentice-Hall，Englewood cliffs, N.J., 1963. 
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矢量 的 下 标 , 用 拉丁 字母 i,k，,… 标 记 ， 自 旋 的 下 标 ,用 希腊 字母 a,B，… 标 
32. 所 有 两 次 重复 出 现 的 下 标 , 是 指 求 和 . 

“4 维 矢 量 "( 见 46 页 的 注解 ) , 标 以 大 写字 母 闵 ,P，…. 

体积 元 为 dV Ф. 

量 值 从 上 或 从 下 趋 近 于 零 时 的 极限 , 标 以 +0 或 -0. 

算 符 用 带 尖 角 * 的 字母 标记 . 

哈密 颁 量 (哈密 顿 算 符 ) 为 应 , 记 ' = 应 -pV ЖАЯ Ў. 

ЖАБР СОНЕТИ ИНЕ Т.И 


(Мазиђага) ^ Фу Я 9 фр. 

格林 函数 为 C,D. ЕЖЕЖаЖЯ 7,9 

热力 学 量 的 标记 同 第 五 卷 一 样 ,其 中 有 :温度 为 了 ,体积 是 V, 压 强 是 ,化 学 
势 为 内 . 

磁场 强度 和 磁 感 强度 分 别 为 吾 和 已 ;外 磁场 是 名 . 

引用 本 教程 其 它 各 卷 的 节 和 公式 ,以 罗马 数字 按 卷 别 表 为 : 1 一 一 《力学 》， 
1988; 了 一 一 《 场 论 》,1989; 了 一 一 《量子 力学 》,1989; 人 一 一 《量子 电动 力学 》， 
1989;V 一 一 《统计 物理 学 1 》,1995; VI 一 一 《流体 力学 》,1986; 刀 一 一 《连续 介 
质 电动 力学 》,1982. 
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正常 费 米 液体 





$1 费 米 型 量子 液体 的 元 激发 


当 温 度 低 到 使 液体 原子 热 运 动 的 德 布 罗 意 波长 达到 与 原子 之 间 的 距离 可 比 
拟 时 ,液体 的 宏观 性 质 就 由 量子 效应 决定 . 这 类 量子 液体 的 理论 具有 重大 的 原 
则 性 意义 ,虽然 自然 界 中 只 有 两 种 这 样 的 客体 ,但 它们 才 真正 堪 称 为 液体 ;这 就 
是 在 温度 约 为 1 ~2 К 时 液体 氨 的 两 种 同位 素 (" He ЖИНе). 一 切 其 它 物质 , 当 
量子 效应 在 其 中 成 为 重要 效应 之 前 ,就 早已 凝 成 固体 了 . 在 这 方面 我 们 记得 , 根 
据 经 典 力学 理论 ,一 切 物体 在 绝对 零度 时 都 应 当成 为 固体 ( 见 第 五 卷 8 64); 而 
氨 , 由 于 它 的 原子 间 相 互 作用 极其 微弱 ,直到 量子 现象 起 作用 的 温度 时 仍 保持 为 
液态 ,并且 在 这 温度 以 下 也 不 再 凝固 . 

计算 宏观 物体 的 各 个 热力 学 量 ,需要 知道 物体 的 能 谱 ， 当然 ,量子 液体 是 粒 
子 间 相互 作用 很 强 的 一 种 系统 ,所 指 的 能 级 应 该 相应 于 整个 液体 的 量子 力学 定 
态 , 而 绝 非 那 些 单个 原子 的 状态 .在 足够 低 的 温度 范围 内 计算 配 分 函数 时 ,只 应 
考虑 液体 的 弱 激 发 能 级 一 一 离 基态 不 太 高 的 能 级 . 

下 述 情况 ,对 于 全 部 理论 具有 原则 性 的 意义 .宏观 物体 的 任 一 弱 激 发 态 ,在 
量子 力学 中 可 以 看 做 是 单个 元 激发 的 集合 .这 些 元 激发 的 行为 ,类 似 于 在 物体 
所 占 体积 中 运动 并 具有 确定 的 能 量 es 和 动量 p 的 一 些 准 粒子 . a(p) 关 系 的 形式 
(或 所 谓 元 激发 的 色散 律 ) 是 物体 能 谱 的 重要 特征 . 我 们 再 一 次 强调 指出 ,元 激 
发 的 概念 是 来 自 对 物体 中 原子 集体 运动 的 量子 力学 描述 方法 ,而 绝 不 能 把 准 粒 
子 与 单个 原子 或 分 子 等 同 起 来 . 

量子 液体 原则 上 可 以 具有 不 同类 型 的 能 谱 . 根据 能 谱 的 不 同类 型 ,液体 将 
具有 完全 不 同 的 宏观 性 质 ， 我们 首先 研究 具有 称 之 为 费 米 型 能 谱 的 液体 ， 这 种 
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费 米 液体 的 理论 是 由 л. д. 朗 道 (1956 一 1958 ) 创建 的 . 在 $1 一 849 中 叙述 的 
就 是 他 的 成 果 . 

费 米 型 量子 液体 能 谱 的 结构 ,在 某 种 意义 上 类 似 于 理想 费 米 气体 (由 自 旋 
为 1/2 的 粒子 组 成 ) 的 能 谱 . 后 者 的 基态 ,相当 于 费 米 球 内 的 全 部 状态 都 被 粒子 
填 满 , 费 米 球 是 动量 空间 中 半径 为 p; 的 球 ,而 pi 与 气体 密度 N/V( 单位 体积 内 
的 粒子 数 ) 的 关系 由 下 式 决定 : 

М. 41 рі 
у 2 отн т 

(Ж У 857). 当 有 粒子 从 已 填 满 的 球 内 的 一 些 态 跃迁 到 p >p; 的 某 些 态 时 ,就 出 
现 了 气体 的 激发 态 . 

当然 ,液体 中 不 存在 单个 粒子 的 量子 态 . 但 是 ,作为 费 米 液 体能 谱 结构 的 出 
发 点 ,在 于 如 下 的 论断 : 当 逐 渐 “ 增 大 "原子 间 的 相互 作用 , 即 由 气体 变 成 液体 
时 ,能 级 的 分 类 保持 不 变 ， 在 这 种 分 类 中 ,气体 粒子 所 起 的 作用 转 给 了 各 元 激发 
( 准 粒 子 ) ,后 者 的 数目 等 于 原子 的 数目 ,并 遵守 费 米 统 计 . 

还 应 立即 指出 ,显然 只 有 由 自 旋 为 半 整 数 的 粒子 所 组 成 的 液体 才 可 能 有 这 
一 类 型 的 能 谱 , 而 玻 色 子 ( 自 旋 为 整数 的 粒子 ) 系 统 的 状态 不 能 用 遵从 费 米 统计 
法 的 准 粒子 术语 来 描述 同时 应 当 强调 ,这 种 类 型 的 能 谱 不 可 能 成 为 所 有 这 些 
液体 的 普 适 性 质 ， 能 谱 的 类 型 也 依赖 于 原子 间 相 互 作用 的 具体 性 质 ， 这 种 情 
况 , 用 简单 的 论证 即 可 明了 :如 果 相 互 作用 的 结果 使 原子 结合 成 对 ,那么 在 极限 
的 情况 下 ,我 们 就 会 得 到 由 自 旋 为 整数 的 粒子 (分 子 ) 所 组 成 的 分 子 液体 .对 于 
后 者 ,显然 不 可 能 有 上 面 所 讨论 的 能 谱 . 

每 一 个 准 粒子 都 有 确定 的 动量 p( 我 们 还 将 回来 讨论 这 种 说 法 何以 正确 的 
НМ). 设 n(p) 是 准 粒 子 按 动量 的 分 布 函 数 ,其 归 一 化 条 件 为 

N Ф 
[97 =, акт 

(这 个 条 件 以 后 还 将 确切 说 明 ) .上面 提 到 的 分 类 原则 ,在 于 假设 给 出 这 个 分 布 
函数 便 单 值 地 确定 了 液体 的 能 量 ,并 且 基 态 对 应 于 半径 为 p; 的 费 米 球 内 所 有 的 
态 都 被 占 满 的 分 布 函 数 ,而 半径 рь 与 液体 密度 的 关系 与 理想 气体 情况 时 一 样 ， 
是 同一 个 公式 (1. 1). 

必须 强调 ,液体 的 总 能 量 Е 绝 不 可 以 归结 为 准 粒 子 的 能 量 之 和 . 换 句 话说 ， 


尼 是 分 布 函数 的 泛 函 ,不 能 归结 为 积分 | nedr( 对 于 理想 气体 正 是 如 此 ,其 中 准 


(1.1) 





Ф ”为 了 和 避免 误解 ,我 们 提前 说 明 所 讲 的 是 非 超 流 的 (或 所 谓 正常 的 ) ЖЖ. 液 氨 同 位 案 ? He 就 
是 这 样 的 液体 (附加 条 件 , 见 210 页 的 附注 ). 
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粒子 与 真实 粒子 一 样 ,彼此 间 没 有 相互 作用 ). 由 于 第 一 位 的 概念 是 已 ,因此 就 
出 现 了 在 考虑 准 粒子 相互 作用 时 如 何 确 定 它们 的 能 量 的 问题 . 

为 此 ,我 们 研究 分 布 函数 作 无 限 小 改变 时 的 变化 . 显然 , 它 应 当 由 变 分 
5n 的 线性 表达 式 的 积分 来 决定 , 即 有 如 下 形式 : 
ЕЯ = ep)andar 

量 是 能 量 E 对 分 布 函 数 n 的 变 分 微 商 . 它 相 当 于 增加 一 个 动量 为 p 的 准 
粒子 时 系统 能 量 的 改变 ;也 正 是 这 个 量 , 起 着 准 粒 子 在 其 它 粒 子 的 场 中 哈密 顿 函 
数 的 作用 . 它 同样 是 分 布 函数 的 泛 函 ,就 是 说 函数 e(P) 的 形式 依赖 于 液体 中 全 
部 粒子 的 分 布 . 

因此 我 们 指出 :在 所 讨论 的 类 型 的 能 谱 中 ,元 激发 在 某 种 意义 上 可 以 看 成 
是 在 其 它 原子 的 自治 场 中 的 一 个 原子 . 但 是 ,这 种 自治 性 不 能 以 通常 的 量子 
力学 中 的 意义 来 理解 ,在 这 里 它 具 有 更 深刻 的 性 质 ,因为 在 原子 的 哈密 顿 量 
中 ,要 考虑 到 周围 粒子 不 仅 影响 到 势能 ,而且 也 改变 了 动能 算 符 与 动量 算 符 的 
关系 . 

至 今 ,我 们 撤 开 了 准 粒子 是 否 存 在 自 旋 的 问题 因为 自 旋 是 量子 力学 的 量 ， 
对 它 不 能 作 经 典 性 讨论 ,因此 我 们 应 该 把 分 布 函数 当 作 是 关于 自 旋 的 统计 和 矩阵 . 
而 元 激发 的 能 量 ,在 一 般 情况 下 不 仅 是 动量 的 函数 ,而 且 也 是 与 自 旋 变 量 有 关 
的 算 符 ,后 者 可 用 准 粒子 自 旋 算 符 # 标记 ， 对 于 均匀 并 各 向 同性 的 液体 (不 处 在 
磁场 中 ,本 身 也 不 是 铁 磁性 的 ) , 算 符 Яир ”的 形式 含 于 标量 
函数 s 中 ;但 乘积 # ' 忆 的 一 次 寡 是 不 允许 的 ,因为 自 旋 矢 量具 有 轴 向 性 ,所 以 这 


个 乘积 是 一 个 厢 标 量 . 平方 外 =s(s+1) ,对 于 自 旋 s= 方 的 情形 ,归结 为 与 $ 无 


关 的 常数 ,而 标量 ($ р)? = PP/4 也 是 如 此 .因而 ,在 这 种 情况 下 准 粒子 的 能 量 
完全 与 自 施 算 符 无 关 , 即 准 粒子 的 一 切 能 级 都 是 二 重 简 并 的 . 

实质 上 ,说 准 粒子 有 自 旋 , 即 表明 存在 这 种 简 并 的 事实 ， 就 此 意义 可 以 断 
言 :在 这 种 类 型 的 能 谱 中 , 准 粒子 的 自 旋 恒 等 于 1/2 ,而 与 液体 中 真实 粒子 的 自 
旋 的 大 小 无 关 . 事实 上 ,对 于 任何 不 等 于 1/2 的 自 旋 。 来 讲 , 形 如 ($ р) Вор 
将 使 (2; +1) 重 简 并 的 能 级 分 裂 成 (2 +1)/2 个 二 重 简 并 的 能 级 . 换 句 话说 , 本 
数 e(p) 将 出 现 (2s +1)/2 个 不 同 的 支 ,每 一 支 都 对 应 于 “ 自 施 为 1/2 的 准 粒 
子 ". 

前 已 指出 ,在 考虑 准 粒 子 的 自 族 时 ,分布 函数 变 成 一 个 关于 自 旋 变量 的 年 阵 
或 算 符 i(P)。 把 这 个 算 符 写成 显 形式 ,就 是 厄 米 统计 垂 阵 ns(p) ,其 中 au 为 
ЗОВ +1/2 两 个 值 的 自 旋 矩 阵 的 下 标 .对 角 矩阵 元 决定 一 定 自 旋 态 中 的 准 粒子 
数 .因此 , 准 粒子 分 布 函数 的 归 一 化 条 件 , 现 在 应 写成 
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М Фр 
hi .dr= [а бте, а= СР 1.2 
та ат Ја у Е (1.2) 


(符号 Tr 代表 矩阵 按 自 旋 的 下 标 取 迹 )@. 
在 一 般 情 况 下 , 准 粒子 的 能 量 8 也 是 算 符 , 即 以 自 旋 为 变量 的 矩阵 , 它 的 定 
义 应 写成 


ЧЕ ть | asiar= [2бт т. (1.3) 
如 果 分 布 函数 和 能 量 与 自 旋 无 关 时 ,就 是 说 ne 和 su 归结 为 单位 矩阵 
Пр = пб, Є. 288, (1.4) 
ЯВ АЛЕ (1.2 及 1.3) 式 中 取 迹 便 简 单 地 归结 为 乘 以 因子 2: 
2 [лае =, 8 =2 | eandr (1.5) 


容易 看 出 :在 统计 平衡 中 , 准 粒子 的 分 布 函 数 具 有 费 米 分 布 的 形式 ,并 且 根 
据 (1.3) 式 定义 的 量 # 起 着 能 量 的 作用 . 实际 上 ,由 于 量子 液体 和 理想 费 米 气体 
的 能 级 分 类 特性 相同 ,液体 的 炉 5 与 气体 的 情况 一 样 ( 见 第 五 卷 $ 55 ) ,同样 定 


义 成 如 下 组 合 型 的 表达 式 : 
ф-т {ma and A) 4", (1.6) 
在 总 粒子 数 和 总 能 量 都 恒定 的 附加 条 件 下 ， 
= | 8adr =0, Tr | овла =0, 
对 (1.6) 式 取 变 分 ,我 们 得 到 所 求 的 分 布 : 
в = [ec 171, (1.7) 
р УЖЕ. 
当 准 粒子 能 量 与 自 旋 无 关 时 ,(1.7) 式 表明 ”和 e 两 个 量 之 间 有 同样 关系 : 
n=[e 0/7 три. (1.8) 
当 温度 了 =0 时 ,化 学 势 与 费 米 球面 的 边界 能 量 相等 : 
№ [то == =(рь). (1.9) 


我 们 强调 指出 ,虽然 (1.8) 式 与 通常 的 费 米 分 布 在 形式 上 相似 ,但 它们 并 不 相 
同 , 因 为 s 本 身 是 n 的 泛 函 ,严格 说 来 ,(1.8) 式 是 的 一 个 复杂 的 隐 函 数 定 
义 式 . 

现在 我 们 回 到 原先 的 假设 :对 每 个 准 粒子 都 可 用 确定 的 动量 描述 . 这 个 假 
设 成 立 的 条 件 要 求 :动量 的 不 确定 度 (与 准 粒子 自由 程 的 有 限 性 有 关 ) 不仅 小 于 
动量 本 身 , 同 时 也 小 于 分 布 的 “弥散 区 ”宽度 Ap, 在 这 个 区 域内 ,分 布 明显 地 偏 








Ф 此 后 ,下 标 重复 两 次 照 惯例 理解 为 求 和 . 
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离 “ 阶 路 函数 "中 ; 

ө(р) =0(p) a (1.10) 
不 难看 出 ,如 果 分 布 函 数 na(p) 只 在 费 米 球面 附近 很 小 的 范围 内 有 别 于 (1. 10) 
式 , 这 个 条 件 便 得 到 满足 . 事实 上 ,由 于 泡 利 原理 , 准 粒 子 只 在 分 布 函 数 的 “弥散 
区 ”内 方 能 相互 散射 ,并 且 由 于 散射 的 结果 ,它们 应 跃迁 到 同一 区 域 的 自由 态 
上 . 所 以 ,碰撞 概率 正比 于 该 区 域 宽度 的 平方 . 相应 地 , 准 粒子 能 量 以 及 动量 的 
不 确定 度 都 正比 于 (Ap)*. 因此, 当 Ap 足够 小 时 ,动量 的 不 确定 度 不 仅 小 于 疡 ， 
也 小 于 Др. 

可 见 , 这 里 叙述 的 方法 只 适用 于 准 粒子 分 布 函数 所 描述 的 液体 激发 态 ,这 个 
分 布 函 数 仅 在 临近 费 米面 的 窑 域 内 才 区 别 于 “ 阶 牙 ”函数 . 特别 是 ,对 于 热力 学 
平衡 分 布 ,只 在 足够 低 的 温度 时 才能 适用 . 平衡 分 布 的 弥散 区 (能 量 ) 宽 度 与 7 
是 同一 数量 级 .而 与 碰撞 有 关 的 准 粒子 能 量 的 量子 不 确定 度 与 数值 Лит 是 同一 
数量 级 ,其 中 т 为 准 粒子 的 自由 飞行 时 间 , 因此 ,理论 适用 的 条 件 为 

Мт << Т. (1.11) 
同时 ,如 前 所 述 , 时 间 т 与 弥散 区 宽度 的 平方 成 反比 , 即 

p> 
所 以 , 当 7—0 时 显然 (1.11) 式 是 满足 的 . 对 于 粒子 间 相互 作用 并 不 微弱 的 液 
体 , 所 有 的 能 量 参数 与 边界 能 量 a; 同 一 数量 级 ;在 此 意义 上 说 ,条 件 (1. 11) 与 条 
ФЕТ << ler1@ 是 等 价 的 . 

对 于 接近 在 T=0 时 “ 阶 路 "函数 的 分 布 ,在 一 级 近似 下 , 泛 函 e 可 用 其 在 
п(р) =9(p) 时 的 计算 值 去 代替 .于 是 s 成 为 动量 的 确定 函数 ,而 公式 (1.7) 便 
成 为 通常 的 费 米 分 布 . 

此 时 ,在 费 米 球面 附近 [ 函数 s(P) 在 此 处 才 有 直接 的 物理 意义 ] ,可 将 s(p) 
#25 р-р. 我 们 有 

















s~er~v(p -pr), (1.12) 

дё 
:中 о, = 26 1.13 
其 中 нар |, ( ) 


是 费 米面 上 准 粒子 的 “速度 "在 理想 费 米 气体 中 , 准 粒子 同 真实 粒子 一 样 ,有 


Ф 为 了 后 文 需 要 指出 , 微 商 
Ө'(р) = -8(p-pe), 
事实 上 , 当 对 包含 p=pr 的 p 的 任意 区 间 进 行 积分 时 ,这 个 等 式 的 两 边 给 出 相同 的 结果 (等 于 1). 
© 但 是 ,对 于 液态 'He, 实 验 指出 理论 的 定量 适用 范围 实际 上 被 限制 在 温度 7<0.1K 的 范围 (此 时 
lerl~2.5 К). 
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< = 所 ,因此 v= 侍 ， 与 此 闫 似 ,对 筑 米 液体 可 引信 一 个 量 


т" =pe/ve, (1.14) 
称 它 为 准 粒子 的 有 效 质 量 ;并 且 这 个 量 是 正 的 ( 见 $2 Ж). 

用 这 样 引入 的 物理 量 的 术语 ,可 以 将 理论 的 适用 条 件 写成 了 <<vips ,并 且 只 
有 动量 为 p 且 1p -ps1 <<p; 的 准 粒子 才 有 实际 意义 . 我 们 再 一 次 强调 上 述 情 况 ， 
并 应 指出 ,这 种 情况 特别 赋予 ps 和 液体 密度 之 间 的 关系 式 (1.1) 以 非 平凡 的 特 
性 ,因为 它 ( 对 于 费 米 气体 ) 的 明显 结论 是 基于 这 样 的 概念 :粒子 占 满 整个 费 米 
球 的 各 态 ,而 不 仅 占 满 它 表面 的 邻近 区 域 D. 

特别 是 ,有 效 质量 可 以 用 来 确定 低温 下 液体 的 炉 У 和 热 容 量 C. 对 这 两 个 
物理 量 可 给 出 与 理想 气体 公式 相同 的 形式 (第 五 卷 $58) ,在 这 里 只 需 以 有 效 质 
量 т 代替 粒子 质量 mm: 

тр, РА 
8=С= Т, у= = = (1) "= (т) (1.15) 
(S 和 C 两 个 量 , 由 于 与 了 成 线性 关系 而 相等 ). 33: Е, НА В ОА Е 
达 式 (1.6) 对 于 液体 和 气体 都 是 一 样 的 ,而 在 计算 这 个 积分 时 ,仅仅 ps 附近 的 动 
量 区域 起 主要 作用 ,在 这 个 区 域内 液体 中 准 粒子 的 分 布 函数 和 气体 中 粒子 的 分 
布 函数 由 同一 个 (1.8) 式 给 出 @ 

在 将 理论 展开 之 前 ,我 们 先 作 如 下 的 说 明 . 在 费 米 液体 中 引进 与 气体 粒子 
完全 类 似 的 准 粒子 概念 ,虽然 这 种 表述 方法 对 于 建立 系统 的 理论 最 为 方便 ,但 与 
此 相连 的 物理 图 像 却 有 缺陷 , 即 在 这 个 图 像 中 出 现 了 一 个 观察 不 到 的 被 准 粒子 
占 满 的 费 米 球 . 如 果 用 只 在 7 关 0 时 才 出 现 元 激发 来 表述 , 便 可 能 消除 这 个 缺 
陷 . 在 这 种 图 像 中 , 费 米 球 外 的 准 粒子 和 球 内 的 “ 空 穴 "都 起 着 元 激发 的 作用 ,对 
于 前 者 [与 公式 (1.12) 的 近似 相对 应 ] 应 将 能 量 写成 =v(p -p;) ,而 对 于 后 者 
能 量 应 写成 e =w(pr -p). 其 中 任何 一 种 情况 的 统计 分 布 ,都 由 化 学 势 等 于 零 
的 费 米 分 布 公式 给 出 (此 时 元 激发 的 数目 不 是 常数 ,而 是 决定 于 温度 的 量 @) : 

n=[e“+1l]…. (1.16) 
在 这 种 图 像 中 ,元 激发 只 能 成 对 地 出 现 或 消失 ,因此 动量 为 p >ps 和 p<ps 的 元 
激发 的 总 数 恒 相等 . 























Ф (1.1) 式 的 证 明 需 要 运用 较 复杂 的 数学 方法 ,以 后 将 在 §20 中 给 出 . 

Ф ”对 于 波 态 He( 在 零 压 时 ) :рь/ћ =0.8 х10* ст"! ;m”=3.1m(?He) ;pe 根据 液体 密度 决定 ;m* 根 
据 热 容量 决定 . 

© ”我们 记得 (参看 第 五 卷 $ 63) ,在 这 种 条 件 下 , 准 粒子 数 Na 决定 于 热力 学 平衡 条 件 一 一 在 给 定 
温度 和 体积 下 ,作为 Ng 的 函数 的 自由 能 FF 取 最 小 值 : (3F/3Nw )rv =0; 但 这 个 微 商 是 " 准 粒子 的 化 学 
势 "( 不 要 把 它 同 液体 的 化 学 势 相 混 淆 ,py 定义 为 对 真实 粒子 数 У 的 微 商 ). 
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还 要 指出 ,这样 定义 的 元 激发 ,其 能 量 一 定 是 正 的 , 因 激发 能 级 总 是 超 
过 系统 基态 能 级 . 而 根据 (1.3) 式 定义 的 准 粒 子 能 量 则 可 以 是 正 值 ,也 可 以 
是 负 值 . 

尤其 是 ,对 于 温度 和 压强 均 为 零 的 量子 液体 ,se; =4 的 值 显然 是 负 的 , 因 
此 接近 于 er 的 e 值 也 是 负 的 . 这 一 点 ,根据 7=0 和 p=0 时 -的 值 等 于 一 
个 正 值 便 可 以 明显 地 看 出 来 ,这 个 正 值 是 液体 汽化 一 个 粒子 所 需 热量 的 极 
限 值 . 
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由 于 能 量 是 准 粒子 分 布 函数 的 一 个 泛 函 , 故 准 粒子 的 能 量 随 分 布 函数 的 变 
化 而 变化 ， 当 分 布 函 数 对 “ 阶 跃 函 数 " (1.10) 有 微小 偏离 in 时 ,能 量 改变 应 取 
形式 





ёе,,(р) = [fanpop') dns,(p')dr’, (2.1) 
或 写成 更 符号 化 的 形式 : 
88(р) =Tr [flpsp')8n(p')dr’, 
式 中 ТИНЫ В рН М — Е НЕТТО. В] ЖЕН 


相互 作用 函数 ( 在 费 米 气体 中 六 = 0). 按 函 数 广 本 身 的 定义 , 它 是 量子 液体 总 能 
量 书 的 二 阶 变 分 徽 商 , 因 此 对 于 变量 六 ,及 其 相应 的 各 对 自 旋 下 标 是 对 称 的 : 


вв (PsP') =Л„в(Р’,Р). (2.2) 
考虑 到 (2.1) 的 变化 , 费 米 球面 附近 的 准 粒子 能 量 可 用 如 下 的 和 式 表 征 : 
В(р) -er =0r(p -Pr) +Tr {fpsp')8A(p') ar’. (2.3) 


特别 是 ,对 热力 学 平衡 分 布 ,公式 (2.3) 中 的 第 二 项 决定 准 粒子 的 能 量 与 温度 的 
ЖЖ. 偏离 值 8 久 仅 在 接近 费 米 球 面 的 p' 值 的 薄 层 中 才 明 显 不 为 零 ,而 实际 准 粒 
子 的 动量 p 的 值 也 在 同样 的 薄 层 中 ， 因 此 ,实际 上 公式 (2. 1) 和 (2.3) 中 的 函数 
f(p,p') 能 够 用 这 个 费 米 球 页 上 的 值 来 代 闪 , 即 假定 p =p' =p;, 所 以 广 仅 决定 于 
矢量 p 和 p' 的 方向 . 

函数 广 的 自 旋 关系 既 与 相对 论 效应 ( 自 旋 - 自 旋 和 自 旋 - 轨道 的 相互 作 
用 ) 有 关 , 也 与 交换 相互 作用 有 关 . 而 后 者 最 为 重要 .考虑 到 交换 相互 作用 , 准 
粒子 的 相互 作用 函数 (在 费 米 面 上 ) 取 下 列 形式 





全 CPP) =Р(9) +00'6(9), (2.4) 


其 中 oo 为 作用 在 相应 的 ( 即 对 应 于 变量 p,p' 的 ) 自 旋 下 标的 泡 利和 矩阵 ,而 Е 
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ЖСК р 和 p' 夹 角 必 的 两 个 函数 D， 这 个 表达 式 的 形式 同 交换 相互 作用 的 
特性 有 关 ; 它 与 系统 在 空间 的 总 角 动 量 的 取向 无 关 ; 所 以 两 个 自 旋 算 符 只 能 以 标 
积 形式 出 现在 式 中 . 根据 (2.4) 式 定义 的 函数 和 G 是 量 纲 为 1 的 . 在 (2.4) 式 
左 方 为 此 引入 的 因子 是 费 米 面 上 单位 能 量 间隔 内 的 准 粒 子 的 状态 数 : 
247 _2 х4трь /dp 
Че 1... (211) (=) 
Pe орт” 
或 Wa 
因为 泡 利和 矩阵 的 迹 等 于 零 , 所 以 取 迹 Tr' 之 后 (2. 4) 式 中 的 第 二 项 就 消失 
了 ,因此 Tr 已 经 不 依赖 于 o. 实际 上 , 当 考 虑 到 自 旋 -轨道 相互 作用 和 自 旋 - 


自 旋 相互 作用 时 ,也 同样 没有 这 样 的 依赖 关系 ， 问 题 在 于 ,标量 函数 Try 若 包 含 
自 旋 算 符 ,只 能 以 两 个 轴 矢 量 $ 和 p xp' 的 乘积 $. р xp'] 的 形式 出 现 ($ 分 量 
平方 的 表达 式 , 可 以 不 去 研究 , 因 自 旋 为 1/2, 表 达 式 归结 为 $ 的 线性 项 和 完全 
不 含 $ 的 项 ). 但 是 ,这 个 乘积 对 时 间 的 反 演 不 是 不 变 的 ,因此 不 能 包含 在 不 变 





z(er) = 





“(2.5) 





Те 中. 
今后 引入 使 用 更 方便 的 记号 
ЛР?) =8/ рор"), Јуле. (2.6) 
由 (2.4) 式 ,我 们 有 
РС 8) =2Е(9), (2.7) 
тй 


准 粒子 的 相互 作用 函数 ,满足 于 由 伽利略 相对 性 原理 而 得 的 确定 的 积分 关 
Ж. 这 个 原理 的 直接 结果 是 :单位 体积 液体 的 动量 同 其 质量 通 量 密度 相等 ， 准 
粒子 的 速度 是 ae/ap ,因此 准 粒子 通 量 用 如 下 积分 给 出 : 
Tr {192gr. 
ЭР 
因为 液体 中 的 准 粒 子 数 与 真实 粒子 数 相 同 ,所 以 准 粒子 引起 的 总 质量 迁移 显然 
可 由 准 粒 子 数 通 量 与 真实 粒子 质量 m 的 乘积 得 出 ,因此 ,我 们 得 到 如 下 等 式 : 
те padr = Tr f п бат. (2.8) 
假定 roe = n664 ,sog = a664 ,对 (2.8) 式 两 端 取 变 分 . 利用 (2.1) 式 和 (2.6) 式 


Ф 用 明显 的 矩阵 形式 表 为 





ррт" 
he = Popdys + бодо (2.4a) 
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的 符号 了, 我们 得 到 
[ропе =m | S28ndr +m | EA 9р зр?) ,8ndrdr’ = 


=" {98ndr —m ] р, эа 


К п’ =п(р’) (在 第 二 个 积分 中 交换 变量 的 标记 并 进行 分 部 积分 )， 因 为 bn 
是 任意 的 ,由 此 得 到 待 求 的 关系 








9 Е = [Ир атр), 2а. (2.9) 
ХРИ 
п(р') =6(р’) 
微 商 9n'/6p' 归 结 为 6 函数 : 
90(p) р, 2.10 
ар pi рғ). (2.10) 


ЖЕСТ. 12) М е (р) КЛ. (2.9) 2, ЛАБАК ЕЖ ЕИН р, =рьп 
代 换 动量 p =pn, 并 用 p; 除 等 式 两 端 , 便 可 得 到 真实 粒子 质量 m 与 准 粒子 有 效 质 
量 之 间 的 如 下 关系 : 
О. Ш. 
一 = 一 上 
тт 7955 
其 中 do' 是 p' 方 向 上 的 立体 角 元 ,如 果 将 由 (2.7) 式 得 出 的 (如 ) 代 入 上 式 , 则 这 
个 等 式 取 如 下 形式 : 





 [ 9) cos Эдо’ (2.11) 


=1+Р( 9) соз 9, (2.12) 


式 中 横 线 表示 按 方向 平均 ( 即 按 do'/4m = віп 949/2 积分 ). 
我 们 再 来 计算 绝对 零度 时 费 米 液体 的 压缩 系数 , 即 算出 и" = 9P/ap@ 的 值 . 
液体 的 密度 p =mN/AV, 所 以 





为 了 便于 算出 这 个 微 商 ,最 好 用 化 学 势 的 微 商 将 它 表 达 出 来 . 注意 到 化 学 势 只 
以 比值 NV 的 形式 依赖 于 N 和 ,同样 ,在 了 = 常数 =0 时 ,微分 du = VdP/N， 
则 有 





Ф 当 7=0 时 ,同样 S=0, 因 此 无 需 区 别 等 温 压缩 系数 和 绝热 压缩 系数 ，v 的 值 用 已 知 的 液体 中 声 
速 的 表达 式 来 确定 但 应 注意 ,在 了 =0 时 ,实际 上 费 米 液体 中 根本 不 能 传播 普通 的 声音 一 - 见 54 的 
开头 . 
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№ др 
因此 = т BON 2-13) 
由 于 T=0 时 ,p=er, 所 以 当 粒 子 数 改变 SN 时 , 变 分 8w 为 
д. 
би = [Aprsp ) внат + 018 рь. (2.14) 


表达 式 中 的 第 一 项 ,是 由 于 分 布 函数 的 变化 而 引起 的 能 量 &(p; ) 值 的 改变 . 该 

式 的 第 二 项 则 是 由 于 总 粒子 数 的 变化 改变 了 边界 动量 的 值 :由 (1. 1) 式 ,我 们 有 

SN = Vpr8 ps/m 入， 因为 8 只 在 驻 = 产 时 才 明显 地 不 等 于 零 , 所 以 在 积分 中 把 
函数 用 它 在 费 米面 上 的 值 代替 之 后 ,我 们 可 写成 

Гота = ло [2 ат 14 477 

将 此 式 代 入 (2.14) 式 ,并 根据 aer/apr = а ая ,我 们 得 出 

7, 








Эм 2 т 1 й 
最 后 ,由 (2.11) 式 取 1/т” ,再 考虑 (1.1) 式 ,最 终 可 得 : 
2 
2_Ppr 1 
(35) "еа — соз 9) до’. (2.16) 


借助 于 得 自 (2.7) 式 的 函数 ЛС) ЗЕЯ (2. 12) 5 ЖАНА м 


а= РА (1+7(9)). (2.17) 
Зтт 


函数 /应 该 满足 一 定 的 条 件 ,这 个 条 件 是 出 于 量子 液体 的 基态 具有 稳定 性 
МЕЖ. 液体 的 基态 对 应 于 准 粒子 占 满 费 米 球 内 的 全 部 状态 ,该 状态 的 能 量 对 
于 球体 任 一 微小 的 形变 都 应 是 最 小 的 . 这 里 ,我们 不 进行 全 部 的 计算 ,而 只 指出 
计算 的 最 终结 果 D， 为 了 方便 地 表达 出 这 个 结果 ,将 (2.4) 式 中 的 函数 (9) 和 
G( 如 ) 按 勒 让 德 多 项 式 展开 , 即 给 ЕО) С(9) 以 如 下 形式 : 

Е(9) = У (2+1)FPi(eos 9), 6(9) = У (21+1)GP(cos 9) (2.18) 


(这 样 定义 系数 F, 和 С, 时 ;它们 与 乘积 FP, 和 СР, 的 平均 值 相同 ). 这 时 ,稳定 
性 条 件 可 写成 不 等 式 的 形式 : 





Р, +1>0, (2.19) 
С, +1>0. (2.20) 

将 1=1 时 的 条 件 (2.19) 同 有 效 质量 的 表达 式 (2. 12) 相 比较 ,使 我 们 确信 有 效 

质量 的 正定 性 . 1=0 时 的 条 件 (2.19) 也 保证 了 (2.17) 式 的 正定 性 . 


Ф 参阅 .有 Tomepanuyx, 冻 9T@,35,524(1958)， 英 译本 :Pomeranchuk І. Уа. Soviet Physics JETP 
8,361, (1959). 
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$3 费 米 液体 的 磁化 率 


自 旋 不 等 于 零 的 准 粒子 ,一般 说 来 也 具有 磁 矩 . 自 旋 为 1/2 的 磁 矩 的 算 符 
是 Be( 磁 矩 的 z 轴 投影 等 于 +B)， 准 粒子 的 磁 矩 与 机 械 矩 (ji/2) 之 比 即 常数 
2B/i, 同 真实 粒子 的 这 一 常数 值 相 等 :显然 ,用 任何 方法 将 粒子 的 自 旋 合 成 为 准 
粒子 的 自 旋 时 ,这 个 比值 都 不 会 改变 . 
准 粒 子 具 有 自 旋 ,同样 会 导致 液体 具有 顺 磁性 .现在 我 们 来 计算 相应 的 磁 
化 率 . 
对 于 “自由 ” 准 粒 子 来 说 , 它 在 磁场 Н 中 获得 的 附加 能 量 的 算 符 是 -Bo . Н. 
但 是 ,在 费 米 液体 中 必须 考虑 这 样 一 个 事实 , 即 由 于 准 粒 子 的 相互 作用 ,其 中 每 
个 准 粒 子 的 能 量 还 因 在 磁场 中 分 布 函 数 的 变化 而 再 生变 化 .因此 ,在 计算 磁化 
率 时 ,应 将 准 粒子 能 量变 化 算 符 写成 
88= -Bo H+Tr | оаа", (3.1) 


而 分 布 函数 变化 本 身 ,是 通过 82 按 式 Я = (9n/9s)380 表达 出 来 的 ;因此 ,对 
于 82 我 们 得 到 方程 


88(p) = -Bo H+Tr [pp ) (рат. (3.2) 
下 面 我 们 仅 在 费 米 球面 上 寻求 这 个 方程 的 解 . 设 解 的 形式 为 
88 = -Eee H, (3.3) 
式 中 为 常数 .对 于 阶 跃 函数 n(p') =0(p') 我 们 有 
ап' , 
те -8(e' -er), 
le 


因此 ,对 dp' = de'/mr 求 积分 归结 为 被 积 式 在 费 米面 上 取 值 .将 (2. 4) 式 中 的 函 
数 广 代 入 后 ,并 注意 对 于 泡 利 矩 阵 有 
То =0，Tro .ao')e = отно" а’ =20, 
我 们 求 出 g =2 -g G(3) ,或 
к= 2, 
1+6(9) 
这 里 的 横 线 [ 与 (2. 12) 式 一 样 ] 仍 表示 按 方向 求 平均 . 





(3.4) 


Ф 在 计算 与 场 有 关 的 增 晤 in 时 ,可 以 不 考虑 化 学 势 的 变化 .在 各 向 同性 的 液体 中 ,宏观 量 几 的 变 


化 只 能 是 场 及 的 平方 (在 计算 磁化 率 时 , 它 是 很 小 的 量 ) ,而 32 是 场 的 一 级 小 量 ， 还 要 指出 。 由 于 液体 的 
磁化 率 是 个 小 基 ,所 以 在 这 里 可 以 不 区 分 液体 中 的 磁场 强度 和 磁感应 强度 . 
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磁化 率 x 由 单位 体积 液体 的 磁 矩 表示 式 确定 : 
ХН =В1 | аёаа =BTr | 088 атат, 
РН ТЕК А n(p) 的 被 积 式 求 积分 后 得 ， 
xH= -6 站 WTroda(p). 


最 后 ,将 (3.3 一 3.4) 式 代入 上 式 并 注意 Tr(gH)o =2 有 ,我 们 得 到 
Bpm Зв? 
ml+6) т?(1+6)’ 
式 中 v 为 热 容量 线 性 定律 (1.15) 中 的 系数 . Xx =3vpB*/™ Е В 的 粒子 所 组 
成 的 简 并 费 米 气体 的 磁化 率 [ 见 第 五 卷 (59.5) ]. 因子 (1 + CG) 代表 费 米 气体 
与 费 米 液体 的 区 别 D. 
我 们 指出 ,! =0 的 稳定 性 条 件 (2.20) 与 条 件 xXx >0 是 一 致 的 . 


$4 ЖЖ 


费 米 液体 的 非 平衡 态 可 用 准 粒 子 的 分 布 函 数 来 描写 ,这 个 分 布 函 数 不 仅 与 
动量 有 关 而 且 也 与 坐标 和 时 间 有 关 . 函数 i(p ,r,t) 遵 从 如 下 的 动 理学 方程 : 


а с. 
Чи, (4.1) 


其 中 Sth 称 为 碰撞 积分 , 它 决定 在 给 定 的 相 体积 元 中 准 粒子 数 的 变化 ,这 种 变化 
是 因 准 粒子 的 相互 碰撞 造成 的 @. 

(4.1) 式 中 的 对 时 间 的 全 微 商 , 既 顾及 到 亢 对 上 的 显 函 数 关系 ,也 考虑 到 准 
粒子 的 坐标 ,动量 和 自 旋 变 量 按 它 的 运动 方程 变化 的 隐 范 数 关系 ， 费 米 液体 的 
特性 在 于 准 粒子 的 能 量 是 分 布 函数 的 泛 函 ,所 以 在 非 均匀 液体 中 交 和 8 都 依赖 
于 坐标 . 

对 于 跟 平衡 的 分 布 函数 m 偏 离 很 小 的 分 布 名 ,我 们 可 写 出 

fi(p,r,t) =п (р) + A(p,r,t). (4.2) 
此 时 , 准 粒子 的 能 量 8 == + 38, 其 中 so。 相应 于 平衡 分 布 的 能 量 ,而 52 由 (2.1) 
式 给 出 ,所 以 





х= (3.5) 


Te | (род, (4.3) 


Ф 对 于 ?He:C=~ -2/3. 

@ 这 一 节 假 定 读者 已 熟悉 动 理学 方程 ( xmeruseckoe уравнение) 的 概念 ,就 此 意义 来 说 ,本 不 属于 
本 卷 的 应 有 内 容 . 但 是 ,没有 动 理学 方程 (以 及 在 此 后 诸 节 中 的 应 用 ) 费 米 液体 理论 的 描述 将 是 不 充分 
№. 在 这 里 我 们 只 需要 无 磁 擅 积 分 的 方程 ,与 碰撞 积分 的 具体 形式 有 关 的 问题 将 在 本 教程 专 讲 物理 动 理 
学 的 另 一 卷 中 研究 . 
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当 不 存在 外 磁场 时 ,so 和 m 都 与 自 旋 无 关 . 
元 对 时 间 :的 显 函 数 关 系 ,在 di/dt 中 给 出 一 项 
ot ot 
用 六 与 坐标 及 动量 的 关系 给 出 两 项 


准 粒子 的 能 量 8 起 着 它 的 哈密 顿 函 数 的 作用 . 根据 哈密 顿 方 程 ,我 们 有 


因此 , 取 精 确 到 57 的 一 级 项 , 则 有 
98й деу дп, 952 


最 后 ,函数 说 作为 自 旋 变 量 算 符 随时 间 的 变化 ,可 按 量 子 力学 的 普通 规则 由 下 面 
的 对 易 子 给 出 : 
а). (4.4) 
但 是 , 当 ro 和 eo 与 自 旋 无 关 时 ,在 此 对 易 子 中 不 存在 5 的 一 级 近似 项 . 
集中 上 述 各 项 ,我 们 得 出 方程 
958 020 а5й _ 088 ono 
at op дг or др 
在 开始 应 用 动 理学 方程 之 前 ,我 们 先 讨论 一 下 它 的 适用 条 件 . 利用 (坐标 和 
动量 的 ) 经 典 方程 时 ,我们 就 假定 了 准 粒 子 的 运动 是 准 经 典 性 运动 . 这 个 假定 ， 
实质 上 正 是 用 分 布 函数 来 描述 液体 的 基础 ,该 函数 同时 依赖 于 准 粒子 的 坐标 和 
动量 . 准 经 典 条 件 是 : 准 粒子 的 德 布 罗 意 波长 h/ps 小 于 函数 n 有 显著 变化 的 特 
征 长 度 Г. 用 非 均匀 性 * 波 矢量 "大 ~ 1 人 代替 了 ,我 们 可 以 把 这 个 条 件 写 成 
hk << py. (4.6) 
由 给 定 的 上 所 确定 的 分 布 函数 的 变化 频率 w, 其 数量 级 为 o~vek, 因 而 自然 满足 
条 件 


= 814. (4.5) 


ћо << es. (4.7) 

hw 与 温度 了 的 比值 可 以 是 任意 的 . 如 果 hw >> 7, 那 么 fiw 这 个 量 就 相当 于 分 布 

函数 弥散 区 的 宽度 ;于 是 (4.7) 式 便 是 整个 理论 适用 的 必需 条 件 , 它 保证 了 准 粒 
子 能 量 (与 它们 的 碰撞 有 关 ) 的 量子 不 确定 性 小 于 hw. 
现在 我 们 运用 动 理学 方程 来 研究 费 米 液体 的 振动 . 


Ф 根据 定义 (1.1) ,ji/pr 具 有 原子 间距 的 数量 级 ,因此 条 件 (4.6) 是 很 弱 的 . 
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在 低温 但 不 等 于 零 温 的 情况 下 , 费 米 液体 中 准 粒 子 发 生 相 互 碰撞 ,并 且 它 们 
的 自由 飞行 时 间 тос 7 ?在 液体 中 传播 的 波 ,其 性 质 主要 决定 于 乘积 or 的 
大 小 . 

在 wr <<1( 实 际 上 等 价 于 准 粒子 行程 1 其 小 于 波长 A 这 一 条 件 ) 时 ,在 每 个 
( 线 度 小 于 A 的 ) 液体 体积 元 中 ,碰撞 来 得 及 建立 起 热力 学 平衡 . 这 就 是 说 ,我 
们 过 到 的 是 以 速度 w= V3P/6p 传 播 的 通常 的 流体 力学 声波 .在 wr <<1 的 情况 
下 ,声波 的 吸收 很 小 ,但 or 增 大 时 吸收 也 随 之 增 大 ,而 且 当 wr ~ 1 时 吸收 变 得 
很 强烈 ,以致 声波 的 传播 成 为 不 可 能 @. 

使 or 继续 增加 并 达到 wr >> 1 时 ,在 费 米 液体 中 波 的 传播 重新 变 为 可 能 ， 
但 是 这 种 波 具 有 另外 的 物理 特性 . 在 这 些 振动 中 准 粒子 的 碰撞 不 起 作用 ,并 在 
每 个 体积 元 中 来 不 及 建立 热力 学 平衡 . 这 个 过 程 ,可 以 看 作 是 在 绝对 零度 时 发 
生 的 . 因而 将 这 些 波 称 为 零 声 . 

如 上 所 述 , 当 wr >>1 时 ,在 动 理学 方程 中 可 以 略 去 碰撞 积分 ,于 是 


д5й 95й дп, 52 
901 yA 0по 002 4. 
a *° ағ op or (4:8) 


式 中 v =де/др 为 按 非 微 扰 能 量 e 计算 的 准 粒 子 速度 (v =vin, 其 中 是 p 方向 
上 的 单位 矢量 ) ;此 后 ,我 们 略 去 s 的 下 标 О. 

在 7=0 时 ,平衡 分 布 函数 mn 是 一 个 阶 路 函数 9(p) , 它 在 边界 动量 р =p; 处 
中 断 ，mo 的 微 商 








Ono 
р = -nd(p-pr)= -v8(e -er). 
假设 波 中 的 57 与 时 间 和 坐标 的 关系 由 因子 exp[ i(k.r - wt) ] 给 出 ,我 们 
将 得 出 动 理学 方程 的 如 下 形式 的 解 : 
51 =5(=-5,) Dn)e т". (4.9) 
这 时 ,根据 (4.3) 式 的 38s/9r, 方 程 (4. бтз: 
(о -оп · Ҝ)ё(п) =п + ус у ЗТ" Ју, п'’)5(п') 40’ (4.10) 
式 中 于 和 严 为 六 和 已 方向 的 单位 矢量 ,而 积分 是 按 方向 改进 行 的 . 
现在 我 们 来 研究 不 涉及 液体 自 旋 特性 的 振动 ( 零 声 )， 就 是 说 ,不 仅 平衡 分 
布 函数 ,还 有 它 的 “ 微 扰 ”5n, 都 与 自 旋 变量 无 关 . 振动 时 ,分 布 函数 在 这 种 波 中 
的 变化 归结 为 边界 费 米 面 ( 非 微 扰 分 布 中 的 球面 ) 的 形变 ,这 时 费 米面 仍然 是 被 


Ф Нот <<1 时 , 声 的 吸收 系数 y~w?n/pw ,其 中 忆 为 液体 的 粘 洲 系 数 ， 按 数量 级 , 则 有 w ~ or， 
TMP ~ trl~vtT, 这 里 w 为 准 粒子 速度 (与 温度 无 关 ) ,因此 то ТИ. Я. Померанчук, 1950). ЗВ уш/ь 


~wrxw/T. 


384 я 515. 





准 粒 子 占 满 的 和 未 被 占 满 的 状态 之 间 明 显 的 边界 ， 函数 v(n) 是 这 个 表面 在 给 
定 的 n 方 向 上 的 位 移 值 (以 能 量 为 单位 ). 


因为 v(m') 与 自 旋 变量 无 关 , 所 以 (4. 10) 式 中 的 Tr' 运 算 只 应 用 在 函数 


Е. 把 广 写成 (2.4) 的 形式 ,将 有 Trf = (2те рът") Е(9). Р, ЙЕ о 从 方 
程 中 完全 消除 ,现在 方程 取 如 下 形式 : 
до’ 


(ө = о )р(т) = о FV) vn’) 49. (4.1) 


我 们 选择 О ТАТЕ ‚Е 0,ф 确定 n 的 方向 ,再 引入 波 传播 的 速 
ВЕ w=w/k 和 符号 s=uo/ve, 则 可 写 出 最 终 得 到 的 方程 


(s — соз b)z(g,p) = воз 0 | Е(9),(0',67)40. (4.12) 


这 个 积分 方程 ,原则 上 能 够 确定 波 的 传播 速度 和 波 中 的 函数 и ( п’). ЖП 
可 立即 看 出 ,对 于 非 阻尼 振动 (这 里 ,我 们 仅 对 这 种 情况 感 兴趣 )s 的 数值 应 大 于 
1, 即 应 有 
wo > vr. (4.13) 
把 (4.12) 式 重 写 为 如 下 形式 , 便 能 了 解 这 个 不 等 式 的 来 源 : 
Db(0,9) = сов 0 | есө)2 (0207) 40. 


$ - соз 0' 4т' 

Л ЖА р = ($ - cos 9)v ЖКЖ v. ФЕ з = о/о, <1 的 情况 
下 ,被 积 式 在 cos 9' = з 处 有 极点 ,为 了 使 积分 有 意义 ,应 在 复 变 量 cos 9' 的 平面 
上 , 按 一 定 规则 绕 过 该 极点 ， 这 种 环绕 给 积分 添 进 了 虚 部 ,因而 也 使 频率 w( 在 
给 定 实数 的 情况 下 ) 得 到 虚 部 ,而 这 表示 波 的 衰减 . 对 应 于 极点 的 等 式 cos Ө = 
uo/v ,其 物理 意义 是 准 粒 子 零 声波 的 切 连 科 夫 ( Черенков) 辐射 条 件 @. 

作为 一 个 例子 ,我 们 研究 函数 (如) 变 成 常数 (用 FF 表示) 的 情况 . 方程 
(4. 12) 右 边 的 积分 这 时 不 依赖 于 角 g,p, 所 以 待 求 的 函数 > 具有 如 下 形式 : 


Ыт 
因此 , 费 米 面 获得 了 沿 波 传播 方向 向 前 伸 长 和 沿 相反 方向 被 压 扁 这 种 旋转 面 的 
形式 . 这 种 各 向 异性 是 每 一 体积 元 中 液体 状态 的 非 平 衡 性 的 表现 ,因为 在 平衡 


条 件 下 ,液体 的 一 切 性 质 应 是 各 向 同性 的 ,因而 费 米面 应 当 是 球面 . 为 比较 起 
见 , 我 们 指出 :普通 声波 对 应 于 半径 振动 的 球形 费 米面 (边界 动量 ps 随 液 体 的 密 





(4.14) 





Ф 这样 的 误 减 机 制 称 为 朗 道 阻尼 ,将 在 第 十 卷 有 关 等 离 体 振 划 问题 中 作 详细 研究 ,在 积分 中 环绕 
极点 的 规则 ,是 用 +io 代 换 w( 即 :一 * +io) ,这 种 代 换 的 意义 在 于 对 过 去 全 部 时 刻 (包括 :一 - wm ) 都 保 
证 了 扰动 的 有 限 性 - 
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度 一 起 振动 ) ,并 且 费 米面 作为 整体 而 移动 ,移动 的 大 小 与 波 内 液体 的 运动 速度 
有 关 ; 而 相应 的 函数 "的 形式 为 >= бр, + 常数 x соз 6. 
为 了 确定 零 声 波 的 传播 速度 u ,将 (4.14) 式 代入 (4.12) 式 ,我 们 求 得 


__соз Ө 2Tsin 010 
Я т 5-80 4т 


积分 结果 ,我 们 便 得 到 一 个 把 速度 ие АН F, 的 隐 函 数 形式 的 方程 : 


$41 1 
НЯ Раза 4. 15 
21951 1 Еу (4.15) 


当 s 由 1 变 到 % 时 ,方程 左边 的 函数 由 w 降 到 0 ,总 保持 正 值 . 由 此 可 以 得 出 ,上 
述 的 波 仅 在 Р, >0 时 才能 存在 . 所 以 我 们 强调 , 零 声 传播 的 可 能 性 与 费 米 液体 
中 准 粒子 的 相互 作用 特性 有 关 . 

当下 一 0 时 ,由 (4.15) 式 得 出 ,s 按 如 下 规律 趋 于 1: 

s-l~2e 7 je. (4.16) 

这 种 情况 , 比 公式 (4.15) (假设 = 常数 =F) 更 具 普 遍 意 义 : 它 相 当 于 在 任意 
形式 的 函数 Р(9) 时 近 理想 费 米 气体 中 的 零 声 .实际 上 ,绝对 值 很 小 的 函数 
(8) 对 应 于 近 理想 气体 . 由 方程 (4. 12) 可 以 看 出 ,这 时 * 将 接近 1 ,而 函数 > 仅 
在 角 9 很 小 的 情况 下 才 明 显 地 不 为 零 , 根据 这 一 点 , 当 只 研究 小 角 范 围 时 ， 
(4. 12) 式 右边 的 积分 中 可 以 用 函数 РСЯ) Е 9 =0 时 的 值 去 代替 ЕО) (М 0=0 
和 46 =0 时 ,同样 有 全 =0). 归根 到 底 , 我 们 又 重新 回 到 公式 (4.14) 和 (4. 16) 
[其 中 常数 ЕК2 Р(0)]Ф. 我 们 要 指出 ,在 弱 非 理想 气体 中 零 声 的 速度 是 普 
通 声 速 的 /3 倍 . 事实 上 ,对 于 零 声 有 u。 ~ ,而 对 于 普通 声 , 我 们 由 (2. 17) 式 
(其 中 忽略 了 下 并 设 m ет) 18 и р/т"? = 如 /3. 

在 (如 ) 为 任意 函数 关系 的 一 般 情 况 下 ,方程 (4. 12) 的 解 不 是 单 值 的 . 原 
则 上 ,这 个 解 允 许 有 不 同类 型 的 零 声 存在 ,它们 的 区 别 在 于 零 声 的 幅 >(g,p) 具 
有 不 同 的 与 角度 的 函数 关系 以 及 不 同 的 传播 速度 . 这 时 ,除了 轴 对 称 解 v(0) 
外 ,还 可 以 存在 非 对 称 解 ,其 中 v 包含 方位 角 因子 e*, 这 里 m 为 整数 (见习 


题 ). 我 们 指出 ,对 于 所 有 这 些 解 ,积分 ] vdo =0, 即 费 米面 包围 的 体积 保持 不 


变 . 这 意味 着 振动 是 在 液体 密度 不 变 的 情况 下 进行 的 . 

在 绝对 零度 , 波 能 够 在 费 米 液 体 中 传播 ,就 是 说 , 费 米 液体 的 能 谱 可 能 包含 
相应 于 动量 为 p = ВК 和 能 量 为 a = hw = wp 的 元 激发 的 分 支 一 一 “ 截 声 量子 ”. 
零 声 (具有 任意 给 定 的 上 ) 可 以 有 任意 (小 ) 的 强度 ,这 一 事实 ,用 元 激发 的 术语 


=1. 


Ф 相当 于 弱 非 理想 费 米 气体 中 零 声 的 振动 ,这 个 问题 首先 是 由 克利 蒙 托 维 奇 (10. л. 
Климонтович) 和 西林 В. П. Силин ( 1952 ) Е #9. 
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来 说 ,表明 它们 能 够 以 任意 的 数目 填充 自己 的 量子 态 ; 换 句 话 说 ,它们 遵从 玻 色 
统计 ,并 构成 费 米 液体 能 谱 的 所 谓 玻 色 支 . 但 是 应 强调 指出 ,在 朗 道 理论 的 范围 
内 ,把 对 应 于 这 一 分 支 的 改正 量 引入 费 米 液体 的 热力 学 量 那 可 就 错 了 ,因为 这 些 
热力 学 量 含 有 温度 的 更 高 次 冠 (如 热 容 量 中 的 Т?) ,而 不 只 是 上 述 近 似 理论 中 的 
前 儿 级 改正 量 . | 

关于 零 声 的 吸收 问题 ,需要 研究 准 粒子 的 碰 擅 ,这 已 不 属于 本 卷 的 内 容 . 


习 题 
在 已 =Fo+Ficos 纺 的 情况 下 , 试 求 零 声 的 非 对 称 波 的 传播 速度 . 
ЖЕД Е-Е, + Е, [ соз gcos 9'+sin gsin 0'соѕ(ф -gp')] 的 情况 下 ,可 存在 具 


有 vxe*" 形 式 的 解 . 实际 上 , 设 y=/(0)e*, 代 入 (4.12) 式 并 对 dp' 求 积分 ,我 
们 得 到 
(8-5 0)f= о Gsin of sin’0'/( 0') ав’, 
因而 ， = 常数 xsin 6605 0 
5 соз 0 

将 这 个 表示 式 代 回 原 方程 , 便 得 到 关系 式 

Г sin’ cos 040 = 本 

о s-cos0 Е, 
此 式 确定 了 传播 速度 与 书 的 关系 ,等 式 左边 的 积分 ,是 8 的 单调 下 降 函 数 . 因 
此 , 当 s=1 时 它 达 到 最 大 值 . 算出 s=1 时 的 积分 后 ,我 们 发 现 上 述 形式 的 非 对 
称 波 可 以 在 >6 的 条 件 下 传播 0. 


$5 费 米 液体 中 的 自 旋 波 


除了 上 节 研 究 过 的 与 自 旋 无 关 的 解 v(n) 之 外 ,方程 (4. 10) 还 有 如 下 形式 的 解 : 
b=o*p(n) (5.1) 
在 此 公式 中 , 准 粒子 分 布 函数 的 变化 依赖 于 它们 的 自 旋 投影 , 这样 的 波 可 称 为 
自 旋 波 . 
将 (5.1) 式 代入 (4.10) 式 ,再 取 (2.4) 式 中 的 函数 广 并 注意 到 Tr'o'(ou') =20， 
约 去 er 后 可 得 : 


(3060 9) (6,6) =н 0 | ссд)", е'), (5.2) 


Ф ЯЖ? Не, ЧАРА (2. 12) 和 (2. 17) ,根据 已 知 的 m* 入 的 值 可 以 算出 :Fo = 10.8,P = И 
6.3( 在 零 压 下 ). 
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这 样 ,对 于 矢量 的 每 一 分 量 , 我 们 都 得 到 一 个 方程 , 它 不 同 于 (4.12) 式 的 只 是 
жЕ С. 因此 ,在 8$4 中 所 做 的 一 切 进一步 的 计算 ,都 能 应 用 于 自 旋 波 下. 
在 有 磁场 时 , 费 米 液体 中 能 够 传播 另 一 种 类 型 的 自 旋 波 (B. П. Силин, 
1958). 这 里 ,我 们 仅 限于 研究 k=0 的 振动 ,这 时 8t 不 依赖 于 坐标 . 
当 存 在 磁场 吾 时 “未 被 振动 微 扰 "的 准 粒子 的 能 量 及 其 分 布 函数 都 与 自 旋 
жж. 这 些 相互 间 的 依赖 关系 可 用 下 列 公式 表达 ( 见 83) : 
2, =во(р) -В,о°Н, В, =В/(1 +6), (5.3) 


а 
й =ло(р) чево > Н пор) +802 -е0)В "Н. (5.4) 


式 中 eo(p) 是 无 磁场 时 的 能 量 ; 下 标 0 再 次 提醒 这 些 表述 项 与 平衡 液体 有 关 . 
我 们 再 来 寻求 以 波 的 形式 表示 的 分 布 函数 的 微小 变化 部 分 ,其 形式 为 
ёй =5(&-=;) 9 p(n)e “ 
与 此 对 应 的 准 粒子 能 量 的 变化 : 
52-0. [ш(и/)6( 94. есе 
现在 ,在 动 理学 方程 中 应 当 考虑 带 有 对 易 子 1&,| 的 项 (4.4) ;对 与 坐标 无 
关 的 分 布 函 数 ,方程 取 如 下 形式 : 
8+ 工 13; 让 =0. (5.5) 
精确 到 57 的 线性 项 , 则 有 
12,1} = -Blo:H,di} +В,5(2-е) 152,0: Н, 
这 里 的 几 个 对 易 子 由 下 式 定义 : 
[о а,о | =2iog: [ахь], 


其 中 a,b 为 任意 矢量 [ 见 第 三 卷 (55. 10) 式 ] ;结果 动 理学 方程 变 为 如 下 形式 : 


28, 
iop (n) = 0н хр(н), (5.6) 





式 中 符号 的 意义 为 
р(п) м (п) + Гап) сө) 4. (5.7) 


在 一 般 情 况 下 ,方程 (5.6) 的 解 可 以 展开 为 球 函数 Y,, (9,9)( 极 轴 沿 Н) 的 
级 数 ， 展 开 式 的 每 一 项 是 具有 固有 频率 wm 的 一 定 类 型 的 振动 . 

其 中 的 第 一 个 频率 wm 是 对 应 于 人 = 常数 的 振动 ;并 且 p =p(1+5) ,于 是 方 
程 (5.6) 归结 为 


Ф 在 液体 ?He 中 ,Co =6(9) <0( 见 12 页 上 的 注释 四 ). 因此 ,在 这 种 液体 中 不 可 能 传播 这 样 的 波 . 
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їо и. =28н хи, 


ЖЕФ А Р (р тн). 将 方程 分 别 写成 分 量 形式 (在 垂直 于 Н 的 平面 
内 ) ,并 列 出 这 个 方程 组 的 行列 式 ,我 们 求 得 频率 : 

wo =2BH/. (5.8) 
应 注意 ,B 是 液体 真实 粒子 的 磁 矩 . 因此 ,频率 wm 完全 与 液体 的 特性 无 关 ， 而 所 
有 其 它 频率 wm 的 值 均 与 函数 С(9) 的 具体 形式 有 关 . 


$6 粒子 间 有 斥 力 的 简 并 化 近 理想 费 米 气体 


本 节 我 们 将 研究 简 并 化 近 理想 竟 米 气体 的 性 质 . 这 个 问题 具有 重要 的 研究 
方法 上 的 意义 . 虽然 ,作为 平衡 系 ,自然 界 中 并 不 存在 这 样 的 气体 . 因为 温度 为 
绝对 零度 时 ,一 切 气体 都 要 凝聚 . 但 是 ,作为 寿命 足够 长 的 介 稳 物 体 , 可 以 存在 
稀薄 费 米 气 体 ， 下 面 讲 的 理论 中 用 到 的 近似 ,其 特点 是 在 远 小 于 寿命 的 时 间 内 
该 系统 不 会 形成 凝聚 . 

弱 非 理 想 气体 的 条 件 是 分 子 力 的 作用 半径 mm 小 于 粒子 间 的 平均 距离 1 ~ 
(VAN) .对 于 粒子 动量 为 p 的 情况 ,条 件 r。<<1 及 不 等 式 

рто/й << 1 (6.1) 
均 成 立 . 实际 上 ,对 于 简 并 化 费 米 气体 可 按 公 式 (1.1) 估 算 边 界 动量 p; ,根据 该 
式 ,pe/h~ (М/И)! << 1/r. ы 

在 此 ,我 们 只 讨论 粒子 对 的 相互 作用 ,并 且 为 了 简单 起 见 , 认 为 这 种 相互 作 
Я U(7) 与 粒子 的 自 旋 无 关 . 我 们 的 目的 是 应 用 量子 力学 的 微 扰 论 计算 热力 学 
量 按 roAl 的 短 展 开 的 前 几 项 .这 里 出 现 的 困难 是 ,粒子 间 的 相互 作用 能 在 小 距 
离 上 增加 过 快 , 微 扰 论 (所 谓 玻 因 近似) 对 于 粒子 的 碰撞 实际 上 是 不 适用 的 . 然 
而 ,这 个 困难 可 用 下 述 方法 避 开 . 

在 “ 慢 "[ 满 足 条 件 (6.1) 即 谓 慢 ] 磁 撞 的 极限 情况 下 ,质量 为 m 的 粒子 的 相 
互 散射 幅 趋 于 固定 极限 -a, 这 个 极限 在 玻 恩 近似 下 由 下 列表 达 式 给 出 [ 见 第 三 
卷 (126.13) 式 ] : 





Sa ан, 0, = fv a, (6.2) 


并 且 这 个 极限 符合 于 ( 自 旋 为 1/2 的 ) 粒 子 对 的 : 态 ;常数 a 称 为 散射 长 度 @. 因 
为 这 个 量 完全 决定 碰撞 的 性 质 ,所 以 它 同样 也 决定 气体 的 热力 学 性 质 . 


Ф 表达 式 (6.2) 没 考虑 量子 力学 的 粒子 全 同性 . 自 施 为 1/2 的 全 同 粒子 ,在 慢 磁 挤 的 极限 情况 下 ， 
散射 只 在 自 旋 反 平行 时 发 生 ,并 且 在 立体 角 do 内 ( 质心 系 内 ) 的 散射 微分 截面 是 do =4a?do; 沿 半球 对 do 
求 积分 得 到 总 截面 :oc = Вта (6 8137). 
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我 们 因此 有 可 能 运用 下 述 所 谓 重 整 化 方法 . 在 形式 上 将 真实 能 最 U(r) 用 
另 一 个 有 同一 а 值 但 允许 应 用 微 扰 论 的 函数 来 代 蔡 ， 计算 一 直 进行 到 ( 即 近似 
到 ) 最 终结 果 只 在 散射 辐 中 含 U 时 为 止 ,这 个 结果 总 会 与 真实 的 相互 作用 导致 
的 结果 一 致 

一 般 说 来 ,真实 的 相互 作用 半径 ,其 数量 级 与 散射 长 度 。 相同 ， 对 于 作为 畏 
助 概念 而 引入 的 虚构 的 场 U(r) , 玻 恩 近似 的 适用 条 件 就 是 e «сто. 理论 展开 的 
真实 的 小 参量 ,当然 是 ape/ 有 i 

以 下 我 们 不 仅 要 用 到 ИБ e 之 间 的 一 级 玻 恩 近似 关系 [公式 (6.2) ] ,而 且 
也 要 用 到 二 级 玻 思 近似 关系 .为 了 找到 这 个 关系 ,我 们 提醒 一 下 ,如 果 在 恒定 微 
扰 产 的 作用 下 ,系统 的 某 一 跃迁 概 率 在 一 级 近似 中 用 答 阵 元 Vs 确定 ,那么 在 二 
级 近似 中 Vw 将 代 之 以 








ДААЛ 
Wt 2 
这 里 是 按 无 微 扰 系 统 nzx0 的 各 量子 态 进行 求 和 的 ( 见 第 三 卷 543). 在 这 种 情 
况 下 ,我 们 所 讨论 的 是 双 粒 子 碰撞 的 系统 ,粒子 的 相互 作用 U(7) 就 是 微 扰 。、 对 
于 粒子 动量 变化 为 p, р, эр! „р, (ЗН р, +ps=p' +p;) 的 跃迁 过 程 ,其 微 扰 
РЕЖ 


(р; ом „ро, Ulpia „ра, = т] U(r) e-em gx, (6.3) 


式 中 p=p; -р, = -(Pi -Pi); 由 于 相互 作用 与 自 旋 无 关 , 粒 子 自 旋 投 影 ( 用 下 
о, ,a 表 征 ) 在 碰撞 时 不 变 . 动量 为 零 时 ,yw 起 着 矩阵 元 U,VV 的 作用 . 因此 ， 
由 一 级 近似 过 渡 到 二 级 近似 时 ,UV 应 以 下 式 来 代替 : 

пуу ИЯ | ие | 
(И НЯЕ р, „рН „3% р! р,,р. ЖЖ). 因为 在 这 种 情况 下 ,假设 粒子 的 动量 很 
小 ,所 以 可 用 动量 p =0 时 的 矩阵 元 的 值 代 替 求 和 式 中 一 切 主要 项 中 的 矩阵 元 . 
做 完 这 一 步 后 , 便 得 到 下 列 散 射 长 度 的 表达 式 : 














m Uo 2m 
= 以 А \ 
ТН К. 
因此 ,在 同样 精度 下 则 有 
_4т?а 4т?а 2т 
ЕТ и 


Ф 在 所 有 中 间 公式 中 ,我 们 写 出 的 是 按 粒子 动量 的 离散 谱 求 和 ,这 些 粒 子 都 包含 在 有 限 的 体积 了 
中 ;最 终 计算 时 , 按 局 例 是 用 对 Vd?p/(255)? 的 积分 代替 求 和 . 
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(6.4) 式 中 求 和 式 的 发 散 性 ( 当 ру ,ps 很 大 时 ) 与 以 常数 值 的 矩阵 元 代替 一 切 矩 
阵 元 有 关 , 但 这 个 发 散 并 不 要 紧 , 因 为 进一步 利用 这 个 表达 式 计算 系统 的 能 量 
时 ,反正 会 得 到 大 动量 不 起 作用 的 收敛 的 表达 式 . 我 们 知道 , 慢 粒 子 的 散射 长 度 
4 与 粒子 能 量 无 关 ， 公式 (6.4) 乍 一 看 来 与 动量 巴 ,> 有关. 但 事实 上 这 种 依赖 
关系 只 包含 在 散射 幅 的 虚 部 [适当 规定 求 和 方法 便 会 出 现 这 种 情况 一 一 比较 第 
三 卷 (130.9) 式 ]. 对 这 一 虚 部 可 以 不 必 理 眼 , 因 为 我 们 早 就 知道 ,最 终结 果 总 
是 实 的 ;这 个 问题 ,我 们 还 将 在 $ 21 中 讨论 . 

在 这 一 节 里 ,我们 将 研究 粒子 间 具 有 斥 力 相互 作用 特性 的 费 米 气体 模型 ;对 
于 这 种 相互 作用 ,a >0. 气体 正 是 在 这 种 情况 下 才 具 有 $1, $2 中 所 描述 的 那 
种 费 米 型 的 能 谱 . 

系统 由 具有 成 对 相互 作用 的 粒子 ( 自 旋 为 1/2 的 ) 所 组 成 其 哈密 顿 量 用 二 
次 量子 化 方法 可 写成 如 下 形式 : 


з 
Я = 之 ара + У) (рта, „рза, рта, Рза) ад а... .й, (6.6) 


( 见 第 三 卷 $64). хта та, р АЛЕ В а (а= +1) 的 自由 粒 
ЗАДЕ АЗЕ. (6.6) 5+8 — НИГ БНО Е, ПИНК 


粒子 的 势能 ;在 第 二 项 里 ,是 按 粒 子 的 全 部 动量 值 和 自 旋 投 影 值 求 和 ,并 遵从 在 


碰撞 时 的 动量 守恒 定律 

根据 粒子 具有 微小 动量 的 假设 ,我 们 再 次 用 矩阵 元 在 动量 为 零 时 的 值 : 
(0а, „0а, 11а „ба,> = Us/V 代 将 (6.6) 中 的 矩阵 元 . 其 次 我 们 注意 到 ,在 费 米 
统计 中 由 于 算 符 6,,。,,6,,, 的 反对 易 性 , 算 符 乘积 对 下 标的 置换 是 反对 称 的 ; 乘 
积 名 .也 有 同样 的 性 质 .结果 ,(6.6) 式 的 第 二 个 求 和 式 中 所 有 含 相同 成 对 
下 标的 a ,as 项 都 相互 抵消 了 (在 物理 上 ,这 与 已 指出 过 的 情况 有 关 , 即 在 慢 磁 
撞 的 极限 情况 下 ,只 有 自 施 相反 的 粒子 才能 相互 散射 ). 

因此 ,系统 的 哈密 顿 量 取 如 下 形式 ， 


育 = 





р Раа, Эр 人 
Аа, =4,,, 41, = 所, ,等 等 ,而 下 标 + 和 -此 后 将 分 别 代替 +1/2 和 
-1/2. 

这 个 哈密 顿 量 的 本 征 值 可 用 通常 的 微 扰 论 算出 来 ,并 且 (6.6) 式 中 的 第 二 


项 可 以 看 作 是 对 第 一 项 的 小 修正 . 第 一 项 已 有 对 角形 式 , 它 的 本 征 值 等 于 


2 
Е® = 5 Р, (6.8) 
> 2m * 





ай,» (6.7) 
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这 里 mw。 为 状态 P,a ИЕН ЖФ. 
相互 作用 能 的 对 角 和 矩阵 元 给 出 上 式 的 一 级 修正 : 





(1 Uo 
Е = У п.п, (6.9) 
式 中 心 , =, 
为 了 找 出 二 级 修正 ,我 们 利用 微 扰 论 的 熟知 公式 
А И 
ВЕ, 


其 中 下 标 n,m 标志 非 微 扰 系统 的 状态 . 
经 简单 的 计算 (运用 算 符 2 ,6 已 知 的 矩阵 元 ) 得 出 如 下 结果 : 
Us ҳо тп (1-,) (1-1; _) 
И и (рі +p2 -pp2)/2m ° 
此 式 的 结构 是 十 分 明显 的 :路 迁 р, „рр! ,的 矩阵 元 的 平方 与 状态 p,,p， 
的 占有 数 及 状态 p1,p; 的 空位 数 成 正比 . 
(6.9 一 6. 10) 式 中 的 积分 U。 应 当 用 真实 的 物理 量 ( 即 散射 辐 )a 表示 出 来 . 
在 二 级 项 中 U。 可 按 (6.2) 式 计算 ,而 在 一 级 项 中 则 需要 用 更 精确 的 公式 (6. 5). 
将 计算 值 代入 ,我们 得 到 对 a 的 一 级 修正 





(6.10) 





Е = У n,n (6.11) 
тА 
和 二 级 修正 : 
во 2те ұу тув Оа ) (1 -ns ) 1] 
Vn pit+p2 -PP 


(为 简单 起 见 ,我 们 在 中 间 的 公式 里 引入 了 气体 粒子 的 “而 合 常数 "@& = 
чт"). 将 分 于 中 的 表示 式 展开 ,我 们 会 看 出 分 子 中 四 个 乘积 的 项 可 以 相 


消 , 因 为 这 些 项 的 分 子 对 于 p,,p, 和 p',p5 的 置换 是 对 称 的 ,而 分 母 是 反对 称 的 ; 
但 对 这 些 变量 求 和 却 是 按 对 称 方式 进行 的 ， 所 以 ,最 后 我 们 得 到 : 
2тр? mm (пу, +п; _) (6.12) 
И бн р-р -pa 
这 个 求 和 式 已 经 收敛 (其 中 当 p 一 wm 时 ,所 有 的 n,。 一 0). 

运用 已 得 的 公式 ,首先 可 以 计算 基态 的 能 量 . 对 此 ,应 当 假设 : 费 米 球 内 


ЕЗ = _ 


Ф 假设 粒子 具有 确定 的 自 旋 投 影 值 ,我 们 即 假定 统计 矩阵 ns) 也 获得 对 角形 式 ; 这 时 ， 
а= + 二 的 函数 netw) 就 是 它 的 对 角 元 素 - 
о ”散射 辐 重 整 化 后 ,这 个 量 就 绝 不 与 公式 (6.2) 中 的 常数 U6 相同 了 ! 
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[р <рь =ji(3mNVY)  ] 所 有 的 me 都 等 于 1, 而 费 米 球 外 的 me 都 等 于 零 . 因此 
我 们 指出 :虽然 在 起 初 的 哈密 顿 量 中 算 符 乘积 are 的 本 征 值 给 出 了 气体 粒子 
本 身 状 态 的 占有 数 , 但 借助 微 扰 论 将 哈密 顿 量 对 角 化 之 后 , 就 与 准 粒子 的 分 布 
函数 ( 同 以 前 各 节 , 仍 用 п, ЕЕ) Г. 
注意 到 > n,, = У п,. =M2, 由 (6.11) 式 得 到 一 级 修正 
Е) = МУАУ. 





在 公式 (6.12) 中 ， т 


эВ (р: +Р, -р! –р;) Фр, 4р:4°р! р: 


(2т 5 
取 积分 代替 求 满足 条 件 p, +р, = я = 个 动量 之 和 出 使 得 
ED 2 _ 4mg 了 了 3p, +р.- р Фр’ 
= 1 29 


0 


(2тћ)? 2 р +р - 
而 且 是 对 р, рор «рН В. 算出 积分 9 便 得 到 如 下 的 基态 能 重 
的 最 终结 果 





м3" ‚а 11: ға 
е оне 
А ВОО ОЖИВЕО Ч ,1957). 

绝对 零度 时 气体 的 化 学 势 ,可 定义 为 微 商 := (36/9N),; 用 边界 动量 p; 表 
示 的 化 学 势 具 有 如 下 形式 : 

Я 4 рка 4(11 -2ln2) рна > 

- Е М: + 151° АЕ ) ]. 

根据 朗 道 理论 的 一 般 原理 ,元 激发 谱 е (р) 和 准 粒子 的 相互 作用 函数 
fe (P,Pp')@ 可 以 用 总 能 量 对 准 粒 子 的 分 布 函数 的 一 级 和 二 级 变 分 来 确定 .如 果 
Wie Е 则 根据 定义 有 


ЗЕ = 之 е,(р)ёп,, у >, (р.п. вп, (6.15) 


(对 能 量 取 变 分 后 ,m 应 当 用 下 述 数值 米 代 蔡 :在 费 米 球 内 等 于 1 ,在 球 外 等 于 
零 )， 然 而 不 必用 这 种 方法 去 计算 准 粒子 的 有 效 质 量 m* ,因为 它 可 以 用 更 简便 
的 方法 求 出 来 ( 见 下 ). 

为 了 计算 函数 /.。(p,p')( 在 费 米面 上 ) ,我 们 对 (6. 11 一 6. 12) 的 求 和 式 进 
行 两 次 微分 ,然后 令 p =р’=р. 进行 这 一 简单 的 计算 后 ,并 将 求 和 变 成 积分 ， 
可 得 


(6.13) 





(6.14) 

















Ф ”实际 上 , 按 另 一 种 顺序 进行 计算 , 即 首先 计算 函数 /是 比较 简单 的 ( 见 下 文 )， 
© 本 节 中 的 矩阵 /。。(p,p') 是 两 对 下 标 (a,B 和 7y,5) 的 对 角 矩 阵 太 ,mm(P,P') 元 素 的 集合 - 
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: 4mg” $(р +р'-р, -Р;) 
=6-——2— ае 
Р. (PP ) =в (2а)? { 22-р - 
-р’- 5(р’+р, -р- 
+ 8(Р +Р: -р Ра): + Cp 4 Po gy dp ， 
2(P -р2) 


Л... (pp') =. (р.р) = 
__2тд? 58(P+P -已 一 pa) +%(р'+р, -р-р) 
Отн)" р-р 
这 两 个 公式 中 的 积分 ,由 于 积分 重 数 少 而 比较 简单 . 
最 终 的 结果 应 当 是 (2. 4) 的 形式 , 它 与 自 旋 量子 化 轴 的 选择 无 关 . 


(2.4) 的 最 后 形式 由 下 列 公式 给 出 : 


аш. 
2 2aps У 
| 25 сов ® 2 


зар Е. + 
А 
хад, -| +20701 -3sin 8—2. от. (6.16) 





р.р, 

















1 - віп >- 
2 


Кф 9 1 р, 5 р; |8] У Е (А. А. Абрикосов,И. М. Халатников, 1957 ) Ф. 
因而 对 公式 (2. 0 它 等 于 
т“ ар» 
та Е }: (6.17) 
由 公式 (2.17) 可 以 求 出 气体 中 的 声速 : 
2 _ Pr 2 ар, ,8(11 -2In 2) /opr \* 
eb Ћ 15? я) 1 
然后 将 wm/N( 这 里 以 N/V 代替 p; 的 表达 ) 对 dN 求 积 分 ,根据 (2. 13) 式 我 
们 可 求 得 气体 的 化 学 势 ,这 时 对 dN 再 积分 一 次 便 得 到 基态 能 量 的 表达 式 
(6.13). 
公式 (6.13) 是 气体 能 量 按 * 气 体 特 征 参量 "7 = рга/ в - а( МУ) "ЕЕ 
的 前 几 项 . 采用 类 似 的 即使 是 非常 繁琐 的 计算 ,还 能 得 到 一 些 随 后 的 展开 项 . 
因为 在 费 米 气体 的 情况 下 ,三重 碰 撞 对 能 量 的 贡献 是 比较 高 级 的 近似 ,在 三 重 
碰撞 的 粒子 中 ,至 少 有 两 个 粒子 具有 相同 的 自 旋 投 影 ; 这 时 对 于 这 两 个 粒子 系统 
的 坐标 波 函 数 应 当 是 反对 称 的 . 这 就 是 说 ,这 些 粒子 相对 运动 的 轨道 角 动量 至 





(6.18) 








Ф 函数 (6.16) = таах И. ЖЕНИЯ НЕВЕ НИНОЙ, ВА 
绊 = 王 的 值 确实 是 函数 的 奇 点 ,但 函数 在 这 一 点 不 趋向 无 穷 大 而 趋 于 堆 ( 见 210 页 的 注解 )、 公式 (6. 16) 
在 间 =m 附 近 不 适用 ,这 对 今后 的 应 用 是 无 关 紧 要 的 ,因为 在 应 用 中 出 现 的 积分 在 该 点 是 收 化 的 . 
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少 等 于 1(p - 态 ). 相应 的 波 函 数 与 * 态 的 波 函 数 相 比 ,包含 多 余 的 p/ 堪 的 一 次 
短 ( 见 第 三 卷 $33) ,因此 ,这 种 碰撞 的 概率 应 该 包含 多 余 的 pr ,也 就 是 说 与 不 遵 
从 泡 利 原理 的 粒子 “ 正 " 碰 撞 的 概率 相 比 ,要 减弱 到 (pa/j ”~ 六 倍 . 因此 ,三 重 
碰撞 对 能 量 的 贡献 只 在 含有 体积 的 VV“ 的 那些 项 中 . 换 句 话说 ,能 量 展开 
式 至 数量 级 


р; 
мт 
为 止 的 所 有 的 项 [ 即 在 (6. 13) 式 中 已 写 出 的 项 之 后 再 加 三 项 ] , 均 可 单 赁 一 些 粒 


子 对 的 碰撞 特征 量 表达 出 来 . 但 是 ,在 粒子 对 的 碰撞 特征 量 中 不 仅 有 慢 碰 撞 [ 如 
(6.13)] 的 :散射 辐 , 而 且 也 有 它 对 能 量 的 微 商 以 及 p ЖАН. 
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上 一 节 所 用 的 方法 显得 烦琐 ,在 微 扰 论 的 高 级 近似 中 实际 上 已 不 再 适用 . 由 
于 在 实际 的 物理 问题 中 ,粒子 之 间 的 相互 作用 绝 不 是 微弱 的 ,因而 这 种 方法 的 缺陷 
就 更 加 突出 . 于 是 ,为 了 阐明 宏观 系统 的 各 种 普遍 性 质 , 需 要 研究 徽 扰 论 级 数 的 无 
穷 项 的 集合 ， 有 一 种 类 似 量 子 场 论 中 所 采用 的 数学 技术 可 以 克服 这 类 困难 . 

这 种 数学 工具 的 具体 形式 与 需要 运用 它 的 宏观 系统 的 性 质 有 重要 关系 . 本 
章 的 以 下 几 节 ,将 谓 述 绝对 零度 时 费 米 液体 的 数学 工具 的 发 展 D， 在 这 里 讲述 
的 目的 ,不 仅 在 于 把 方法 实际 应 用 到 给 定 的 客体 上 ,而 且 也 要 表明 这 个 工具 大 体 
是 怎样 建立 的 . 

作为 这 个 工具 的 原始 资料 ,是 二 次 量子 化 的 算 符 ,它们 的 性 质 在 量子 力 
学 中 已 经 讲 过 ( 见 第 三 着 564,§ 65)， 现在 我 们 要 用 到 作为 时 间 显 函数 的 海 森 
伯 绘 景 中 的 算 符 ， 所 以 ,将 阐述 这 种 绘 景 中 少 算 符 的 某 些 性 质 . 

我 们 研究 由 自 旋 为 1/2 的 粒子 所 构成 的 系统 . 根据 这 种 情况 ,应 给 р У 
加 上 表明 自 旋 投影 值 的 下 标 . 此 下 标 取 遍 +1/2. 按 以 前 的 做 法 ,我 们 将 用 希腊 
字母 表示 自 旋 下 标 , 而 列 出 两 个 重复 下 标 表示 求 和 . 

根据 一 般 规则 ( 见 第 三 卷 $ 13) , 海 森 伯 绘 景 中 的 任何 物理 量 算 符 太 (i) ,都 可 
以 按照 如 下 形式 用 ( 薛 定 谓 绘 景 中 ) 与 时 间 无 关 的 该 物理 量 算 符 f 表示 出 来 @: 














Ф В. М. Галицкий 和 A. Б. Muran(1958) 系 统 地 建立 了 这 种 数学 工具 . 

© 为 了 把 公式 写 得 简单 ,我 们 将 广泛 地 采用 量子 常数 =1 的 单位 制 (因此 动量 具有 cm А, 
而 能 量具 有 $ ”的 量 纲 )， 要 从 这 种 单位 制 变 到 通常 的 单位 制 ,公式 中 所 有 动量 p 和 能 量 都 应 代 之 以 
p/h 和 Е/й. 在 这 一 章 里 就 特别 要 采用 这 种 单位 . 


$7 宏观 系统 的 格林 函数 527. 





Ў) ебет 

Еа а 

但 是 ,此 处 将 对 这 个 定义 作 些 适当 的 修改 . 因为 ,在 不 给 定 系统 的 粒子 数 N 
而 给 定 化 学 势 的 情况 ,用 量子 统计 学 研究 系统 的 状态 比较 方便 . 这 时 ,系统 处 
于 7=0 时 的 基态 可 定义 为 算 符 入 具有 最 小 本 征 值 的 状态 . 

Я’ = 应 -AN (7.1) 

(而 不 是 给 定 № 的 那 种 广 ). 实际 上 ,系统 ( 当 给 定义 值 时 ) 处 于 能 量 为 E, 和 粒子 
数 为 N, 的 状态 的 概率 是 : 


Е, - ИМ, Е, 
БЕБЕ 
[ 见 第 五 卷 (35.1) 式 ] ;这 里 已 ' 为 算 符 应 的 本 征 值 ,我 们 看 到 , 当 T=0 时 ,只 是 
已 为 最 小 值 的 状态 @. 
所 以 ,可 用 公式 
$. (1,2) ей, (г)е-й", 
Е ба К (7.2) 
WI (Ur) ер (r)e "и" $ 
来 定义 海 森 伯 绘 景 中 的 少 算 符 . 我 们 将 用 大 写字 母 多 来 表征 海 森 伯 绘 景 中 的 少 
算 符 , 而 用 小 写字 母 少 表征 薛 定 刘 绘 景 中 的 少 算 符 . 
薛 定 坦 绘 景 中 的 少 算 符 满足 熟知 的 对 易 规 则 ， 而 对 于 取 不 同时 刻 上 和 六 的 
海 森 伯 算 符 的 对 易 子 , 却 不 能 以 普遍 形式 算出 来 . 但 是 当 : =z 时 , 海 森 伯 算 符 的 
对 易 规则 与 薛 定 谓 算 符 的 对 易 规 则 是 相同 的 . 例如 ,根据 规则 
PTE О) + Ср (Р) 6480тг"), 
可 以 得 到 类 似 的 规则 : 
$. Сел) е) + $; (а) (оғ) = 





ооф Стб + )e = 

=5..8(г-г’), (7.3) 
所 以 : 

ГАСЛО) +9, (ву) (вог) =0, 


А А А 2 (7.4) 
PP) + Чу (гот) (а,г’) =0, 


Ф 如 同方 一 样 ,我 们 将 称 算 作为 哈密 顿 晤 . 
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将 定义 式 (7.2) 对 时 间 取 微 商 ,我 们 求 得 海 森 伯 算 符 满足 的 方程 : 

12 (р) =’. (1,7) - (оог) й" (7.5) 
[ 见 第 三 卷 (13.7) 式 ]. 

对 于 任何 守恒 量 算 符 ( 即 同 哈密 顿 量 可 对 易 的 算 符 ) НЧ ЖИ Е р 
绘 景 是 等 同 的 . 例如 ,哈密 顿 量 本 身 、 粒 子 数 算 符 (当然 粒子 数 也 是 守恒 量 ) 都 是 
这 类 算 符 . 这 些 算 符 用 醉 定 记 算 符 或 用 海 森 伯 算 符 表达 都 一 样 . 于 是 ,粒子 数 
算 符 


№ р фх= | Сп) оа (7.6) 
相互 作用 粒子 系统 的 哈密 顿 量 为 
Й о + +. 
A ий, 
Йе = Фи (нк), (7.7) 
ўе = [о а-я оту A 


这 里 应 "为 自由 粒子 系统 的 哈密 顿 量 ; 六 ”为 自由 粒子 与 外 场 U4 (r) 相 


互 作用 算 符 ;六 ”是 粒子 对 的 相互 作用 算 符 , 其 中 U(r -r') 是 两 个 粒子 的 相互 
作用 能 ;省 略 的 各 项 是 三 重 及 三 重 以 上 的 相互 作用 [ 见 第 三 卷 (64. 25) 式 ]. 为 
简单 起 见 ,假定 所 有 的 相互 作用 都 与 粒子 的 自 旋 无 关 . 


(7.5) 式 中 他 与 多 的 对 易 子 ,可 以 用 规则 (7. 3 一 7. 4) 算 出 ;其 间 出 现 的 8 
函数 被 积分 消除 了 . 结果 得 到 了 如 下 形式 的 关于 Ч, (tr) ЕЕ", 
2 (р) = ( А -и+ (р) 8. (г) + 





2т 

+ б 0 ету, т) - $. (#,г) +=. (7.8) 

在 所 讲述 的 方法 中 ,宏观 系统 的 格林 函数 概念 起 着 基本 作用 . 它 由 下 式 定义 ®: 
6.(Х,,Х,) = -КТФ,(Х,) $; (Х,)). (7.9) 


为 简略 起 见 , 今 后 用 天 表征 时 刻 上 和 点 的 径 矢 r 的 总 体 . 角 括 号 (…》 表 征 按 系 
统 基态 的 平均 值 (代替 较 烦 琐 的 对 角 和 矩阵 元 记号 (01…10》 ). 记号 了 是 编 时 乘 
积 的 标志 :7 后 的 算 符 应 按时 间 5 ,ts 增 长 的 次 序 从 右 向 左 排列 .同时 ,在 费 米 子 





Ф 这 个 定义 类 似 于 量子 电动 力学 中 精确 的 格林 函数 (传播 子 ) 的 定义 ( 见 第 四 卷 § 103, $105). 
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的 情况 下 ,置换 一 对 y 算 符 应 随 之 改变 乘积 的 符号 (与 原先 书写 乘积 时 的 排列 
相 比 较 ). 用 显 形式 表达 , 即 为 
в...) = ни >15 (9.10) 
КУ (Х,) Р, (Х,)), ае. 
现在 我 们 来 指出 格林 函数 某 些 明显 的 性 质 ， 如果 系统 不 是 铁 磁 的 ,也 不 处 
于 外 场 中 , 则 格林 函数 的 自 旋 关 系 归结 为 单位 矩阵 ， 
С(Х,,Х,) =6..6(Х,,Х,) (7.11) 
(任何 其 他 形式 的 依赖 关系 均 需 标 出 空间 中 的 选 定 方向 自 旋 量子 化 的 z 
轴 )@. 由 于 时 间 的 均匀 性 ,时 刻 4 和 如 仅 以 差 的 形式 :=4 -已 出 现在 格林 函数 
中 . 此 外 ,如 果 宏 观 系统 在 空间 是 均匀 的 ,那么 两 点 的 坐标 也 仅 以 差 的 形式 
гет, -Ty 出 现在 格林 函数 中 . 换言之 ,在 这 种 情况 下 
С.(Х,,Х,) =5..С(Х), ХЕХ, -Х,. (7.12) 
我 们 强调 一 下 ,微观 均匀 性 的 意思 是 :假定 物体 不 仅 本 身 的 (宏观 ) 平 均 密度 是 
均匀 的 ,而且 物体 的 粒子 在 空间 不 同 的 (微观 ) 位 置 的 概率 密度 也 是 均匀 的 . 这 
种 物体 正 是 液体 和 气体 (但 不 是 固态 晶体 ). 由 于 它们 是 各 向 同性 的 ,所 以 
С(а,г) = C(t, -г). 说 到 这 里 我 们 再 一 次 强调 ,这 时 函数 C(t,r) , 按 其 本 身 的 定义 
绝 不 是 1 的 偶 函 数 . 就 这 个 意义 上 说 ,t, 和 4 在 差 +=t, -所 中 的 次 序 是 很 重要 的 . 
系统 中 粒子 坐标 的 密度 矩阵 ,定义 为 平均 值 : 


рав( "1 „г. = ол) (л). (7.13) 





知道 了 这 个 矩阵 ,就 能 求 出 关于 单个 粒子 的 任何 量 的 平均 值 . 实际 上 , 令 РЖ 
某 个 “ 单 粒子 " 算 符 , 即 形 为 


下 (7.14) 
的 算 符 , 式 中 /2 是 只 作用 在 一 个 (第 “个 ) 粒 子 的 坐标 和 自 旋 的 算 符 , 而 求 和 是 


遍及 系统 的 全 部 粒子 . 用 二 次 量子 化 的 工具 可 以 把 这 个 算 符 ( 在 海 森 伯 绘 景 中 ) 
写成 


FD) = {Bi о ,tr) dx (7.15) 


[ 见 第 三 卷 (64.23) 式 ]. 由 此 可 见 ,F 的 平均 值 可 用 密度 矩阵 的 术语 表示 成 如 下 
形式 : 


Ф 这 个 说 法 需要 解释 ， 自 旋 分 量 多 .是 一 阶 逆 变 族 量 ( 在 这 个 意义 上 说 , 若 采用 带 有 上 标的 记号 
如 更 为 合适 ) МАЕ; 是 协 变 放量 .所 以 Gs 是 二 阶 混合 施 量 ， 二 阶 单位 混合 放量 就 是 5 
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(Р) =N) =N орт) (7.16) 


式 中 /为 作用 在 坐标 7, 的 算 符 ( 应 当 在 算 符 作 用 之 后 ,而 在 积分 之 前 取 7, = 
г). 
根据 (7. 10) 式 ,密度 矩阵 可 用 格林 函数 表达 为 
Рав (7.7) = -Gal „позы +0,7,). (7.17) 
今后 凡 取 +0 形 的 函数 宗 量 记号 , 均 指 宗 量 有 从 大 于 方面 趋 于 4 值 的 极限 取 
这 个 极限 可 以 保证 少 算 符 的 正确 次 序 , 它 与 (7. 13 ) 式 乘积 中 算 符 的 次 序 相同 . 
对 于 微观 均匀 系统 ,密度 矩阵 只 依赖 于 差 r=r, -7,, 当 与 自 旋 无 关 时 ,pe = 
бир, В. 
р(г) = -C(t= -0,г). (7.18) 
这 里 ,根据 (7.12) 式 ,引用 函数 G(X, -Х,) =6(Х) КЖ С,(Х,,Х,). 当 =, 


时 ,并 按 自 旋 变量 取 迹 之 后 ,(7. 13) 式 中 的 算 符 的 乘积 变 成 $, (系统 中 粒子 
数 密度 算 符 )， 所 以 ,物体 的 平均 密度 


У =2Np(0) = -2iG(1= -0,r=0) (7.19) 


(从 小 于 方面 趋 于 零 )， 这 个 等 式 把 T=0 时 的 化 学 势 &(C 同 j 的 关系 是 将 后 
者 作为 参量 ) 与 粒子 数 密度 NAV 联系 起 来 了 . 
РАК (л ,rm ) 的 傅 里 叶 展 开 ,确定 了 粒子 按 动 量 的 分 布 了 


Мр) =N [рте (а а.) = 





= -if Gn) ет". (7.20) 


这 就 是 单位 体积 内 具有 一 定 的 自 旋 投 影 值 并 且 动 量 在 ари (2л) 区 间 内 的 
粒子 数 . 我 们 强调 ,这 里 所 说 的 是 真实 粒子 ,而 不 是 准 粒子 (后 者 在 所 讲述 的 工 
有 具 中 还 没有 出 现 !1). 这 里 引用 记号 W(P) 以 区 别 于 准 粒子 的 分 布 函数 (р). 

今后 ,我 们 通常 要 和 动量 表象 中 的 格林 函数 打交道 , 它 定义 为 函数 G(t,r) 





Ф ”我们 提醒 一 下 ,( 见 第 三 着 $14) , 单 粒 子 的 密度 矩阵 是 如 下 的 积分 ， 
plnir) = |а Сп Ст ааа, 


式 中 Y( r,9) 为 整个 系统 的 波 函 数 ,其 中 "表示 一 个 粒子 的 径 矢 ,而 4 为 其 余 所 有 粒子 的 坐标 的 总 合 ,因此 
是 对 4 积分 , 密度 矩阵 的 博 里 叶 分 量 与 下 式 相同 : 


истад ва, 
因而 得 到 密度 矩阵 与 粒子 按 动 景 分 布 的 关系 . 
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ег 的 伟 里 叶 展 开 的 分 量 : 


Cir) = Гоби крек она, (7.21) 
б(ш,р) = Јес) е edd. (7.22) 
粒子 按 动 量 的 分 布 ,是 通过 这 个 函数 并 由 公式 
N(p) = іа CCo pe 和 (7.23) 
表达 . 这 个 公式 是 将 (7.21) 式 代入 (7.20) 式 得 到 的 . 它 的 归 一 化 表 成 公式 : 
ee пабор № 
=21 lim | С(ш,р)е У" (7.24) 
这 就 是 在 动量 表象 表述 的 条 件 (7. 19). 因此 ,分布 V(p) 自 然 正确 地 归 一 为 : 
_dP _N 
2 Np =. 


我 们 指出 ,(7.23 一 7.24) 式 的 积分 所 取 的 极限 等 价 于 复 变量 w 平面 内 的 一 
定 绕 行规 则 . 因为 有 +<0 的 因子 e “存在 , 便 能 用 w 上 半 平 面 内 无 限 远 的 半圆 
周 来 封闭 积分 路 线 ( 实 轴 ) ,于 是 积分 便 由 函数 C(w,P) 在 这 个 半 平面 内 的 诸 极 
点 的 留 数 所 决定 . 


$8 依 格林 函数 确定 能 谱 


就 微观 均匀 系统 来 说 ,对 于 具有 一 定 能 量 和 动量 值 的 定 态 ,容易 求 出 海 森 伯 
少 算 符 的 矩阵 元 与 时 间 和 坐标 的 关系 . 

我 们 用 通常 的 指数 因子 给 出 与 时 间 的 关系 : 

(ліў, (1,г) Im) = ем (пі, (г) 1т). (8.1) 
但 是 ,由 于 海 森 伯 少 算 符 是 利用 哈密 顿 量 序 定义 的 ,所 以 
Wm =Е, -E’=E,-E,-u(N,-N.). 
根据 少 算 符 的 一 般 性 质 , 算 符 赣 使 系统 中 的 粒子 数 减少 1( 而 宇 ' 使 粒子 数 增加 
1). 所 以 ,在 矩阵 元 (8. 1) 中 М, = N。 -1, 因 此， 
о, =Е,(№) -Е„(М+1) +ш, (8.2) 
这 里 ,处 于 相应 态 中 的 粒子 数 是 以 宗 量 形式 表示 的 . 

为 了 求 出 对 坐标 的 依赖 关系 ,我 们 指出 :由 于 系统 的 均匀 性 , 当 相 对 于 系统 
移动 任 一 距离 r 时 , 它 的 少 算 符 的 矩阵 元 不 会 改变 . 但 是 ,这 并 不 意味 矩阵 元 根 
本 与 坐标 无 关 . 因为 yo(r) 与 在 一 个 给 定 的 r=0 点 的 值 y,, (0) 的 区 别 涉及 两 
个 原因 :一 是 与 相对 于 系统 本 身 移动 的 距离 r+ 有关 ;其 次 与 观察 点 向 空间 另 一 处 
的 位 移 有 关 , 这 时 也 改变 波 函数 的 相位 . 为 了 消除 波 函 数位 相 的 这 个 变化 ,我 们 








. 32. 第 二 章 7=0 时 费 米 系 统 的 格林 函数 





把 系统 移动 一 矢量 - ", 也 就 是 把 平移 算 符 
г) 0 
作用 到 系统 的 波 函数 上 [ 式 中 五 为 系统 的 总 动量 算 符 ; 见 第 三 卷 (15. 13) 式 ]. 
经 这 些 运 算 之 后 ,观察 点 又 回 到 起 始 的 空间 位 置 ,但 仍然 相对 于 系统 移动 了 矢量 
г. 抑 阵 元 对 于 这 种 变换 的 不 变性 ,可 用 下 列 等 式 表达 : 
(пф, (0) 1т) = (nle™ ry (г)е ”Im). (8.3) 
如 果 系 统 处 于 n 和 m 态 上 具有 确定 的 动量 P, 和 P. ,那么 
(пф, (0) 1т) = ея" (ий, (л) 1т), 
因而 ， 
nl, (tr) Im) еен (пр (0) 1т), (8.4) 
(nl (1,г)1т) = (ml, (tr) 1а)", 
Жеф, ЕР, -Р.. 
用 这 些 公式 可 以 得 到 格林 函数 在 动量 空间 的 重要 展开 式 , 它 使 格林 函数 的 
物理 意义 更 明显 了 . 
由 于 函数 G(1,r) 的 “不 连续 "定义 ,在 计算 G(w,p) 时 应 把 (7.22) 式 中 对 dit 
的 积分 分 为 由 - о 到 0 和 由 0 到 wm 两 个 积分 . 在 第 二 个 积分 里 ( 即 != -1, >0 
时 ) ,根据 矩阵 乘法 规则 将 定义 (7. 10) 展 开 ,我 们 有 : 
(г) = 36. = -4 > (01$, (Х,) т) (т! (Х,) 10) 


( 按 系 统 的 全 部 量子 态 求 和 ). 将 (8.4) 式 代入 此 式 , 并 注意 到 在 基态 时 P, =0, 
我 们 求 得 : 
G(t,r) = - 方 > 10014,00) Im) [еее (8.5) 

式 中 wo, = Е, (М) -E,(N+1) +џ. 

在 (7.22) 式 中 [其 中 G(1,r) 由 (8.5) 式 确定 ] 对 空间 取 积分 ,可 以 在 求 和 式 
的 每 一 项 中 得 到 8 函数 8(р-Р,). 而 对 di(t>0) 积 分 时 ,为 了 保证 收敛 , 需 给 
Е ИЕ ар, 即 以 w +10 代替 оФ. 于 是 得 到 : 

Са 9 ааа = Ол) ЮЭ |014, (0) im) PO 

同样 ,可 以 算出 对 № аи: 当 :<0 时 ,代替 (8.5) 式 ,有 


С(,г) = У lmiy.(0)10) [Ремень , (8.6) 


Ф 这 种 手续 类 似 于 量子 电动 力学 中 计算 格林 函数 的 方法 (对 照 第 四 卷 $75). 
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式 中 ww =Е.(№-1) -Eo(N) +р. 现在 算出 由 -到 0 的 积分 ,并 将 两 个 积分 
加 在 一 起 ,可 得 : 








Clo,p) = (т) У тат 
rE посв" ен 
式 中 的 记号 
А, = 10014,00) 1т) |, В, = | (ті, (0) 10) |*. (8.8) 
а НЕ ЗФ. 
我 们 引 人 激 发 能 的 记号 : 
а) =Е.(№+1) -Е,(№), 257) Е. (№) -ECN-D (8.9) 


它们 由 一 定 粒 子 数 的 系统 的 激发 能 级 与 多 一 个 或 少 一 个 粒子 系统 的 基态 能 
级 之 差 来 确定 . 上 标 ( + ) 和 ( - ) 表 示 这 些 能 量 : 
200 >ш, =) <р. (8.10) 
实际 上 ,只 要 注意 到 Eo(N+1) -Е,(№) = Е. /аМ№ =A(T=0 时 的 化 学 势 ) ,就 可 
以 写 出 ,例如 : 
es’ =E,(N+1) -Е,(№+1) +Е,(М+1) -Е, (М) = 
=[Е„(№+1) -Е,(№+1)] +y. 
但 根据 基态 的 定义 , 方 括号 (其 中 两 个 能 量 都 属于 粒子 数 相同 的 系统 ) 中 的 差 是 
正 的 ,因而 得 出 es。*”>j， 以 后 我 们 还 要 研究 定义 (8.9) 的 意义 . 
在 求 和 式 (作为 w 的 函数 ) 各 项 的 分 母 中 ,用 添加 +i0 来 表示 各 该 项 极点 的 
移动 ,这 等 价 于 按 下 列 规则 @ 出 现 的 8 函数 型 的 虚 部 : 
1 
х=Ю 
把 这 个 规则 应 用 到 (8.7) 式 ,我 们 便 求 出 格林 函数 的 实 部 : 
ReG(w,p) =4т У р |22022.) +8.8(р +Р.) 


=P 工 Fins(z)， (8.11) 


+ (8.12) 
四 + 及 一 En 包 + 从 一 Bm 


以 及 它 的 虚 部 (这 里 应 考虑 到 所 有 的 差 e%” -人 >0 ,而 所 有 的 差 el) -人 <0) : 


Ф 量子 场 论 中 类 似 的 展开 式 , 称 为 Kallen - Lehmann 公式 (对 照 第 四 着 $104, $111). 
@ ”对照 第 三 卷 (43.10) 式 . 记号 表示 当 将 形 如 f(x)/(x+0) 的 表达 式 取 积分 时 ,该 积分 应 理解 
为 主 值 的 意义 : 


Г. 5р Авто 


= ЕЮ 
第 二 项 是 从 上 边 ( 或 从 下 边 ) 沿 半 图 周 环绕 极点 x= -i0( 或 += 训 ) 时 产生 的 . 
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-4m Ap - Р,)8(о + 2170), о > 0; 


ImG(w,p) = 
4m У В,ё(р + Р,)5(о +h - 6170), Чо <.0. 
(8.13) 
由 此 可 见 , 总 有 
signImC(w,P) = -sign о. (8.14) 
现在 我 们 也 要 指出 当 w 一 % 时 函数 G(w,p) 的 渐 近 行 为 . 根据 (8.7) 式 有 


Ce) 人- У [4.3(P -Р,) +В.5(р+Р.)]. 


容易 证 明 ,1/w 的 系数 等 于 按 г, - г, ВЕ 
А. к: (1,г,) +7: (,т, (rn)}=8(r, -ғ) 


的 传 里 叶 分 量 , 即 等 于 1. 因此 
С(о,р) 1/0, 101%. (8.15) 
动量 表象 中 的 格林 函数 的 主要 性 质 是 : 它 的 各 极点 只 能 位 于 w = е, -kh М 
各 点 上 ,这 里 e, 是 用 上 述 方法 确定 的 系统 的 离散 激发 能 ， 其 中 每 一 个 能 量 都 对 
应 于 系统 一 定 的 动量 值 P, ,这 表明 格林 函数 的 每 一 个 极点 项 中 都 存在 相应 的 8 
函数 . 
然而 这 里 使 我 们 感 兴趣 的 是 宏观 物体 的 格林 函数 .就 是 说 , 当 给 定 有 限 的 
比值 WY 时 ,要 研究 体积 Y 和 粒子 数 N 都 趋 于 无 穷 大 时 的 极限 情况 . 在 该 极限 
情况 下 ,系统 能 级 间 的 距离 趋 于 零 ,这 时 函数 C(w,P) 的 极点 将 汇合 在 一 起 ,并 
只 能 断定 :在 系统 激发 能 可 能 值 的 连续 谱 区 域内 取 值 w + 几时 ,该 函数 才 有 虚 
部 . 但 是 有 些 激发 例外 ,在 这 些 激发 中 宏观 系统 的 总 动量 p 可 以 只 用 具有 确定 
色散 规则 e(p) 的 一 个 准 粒子 来 描述 (注意 系统 处 于 基态 时 p =0) ;这 些 能 量 值 
对 应 于 格林 函数 的 各 孤立 极点 . 
如 果 动 量 p 是 由 若干 个 准 粒 子 的 动量 组 成 的 , 则 系统 的 能 量 就 不 能 由 p 单 
值 地 确定 ,因为 系统 给 定 的 动量 可 由 诸 准 粒子 的 动量 以 不 同 的 方式 组 成 ,并 且 这 
些 准 粒子 的 总 能 量 取 遍 一 系列 的 连续 值 ;而 对 所 有 这 些 状态 求 积分 便 消除 极点 . 
所 以 , 准 粒子 的 色散 律 [ В. Л. Бонч - Бруевич,1955 ] ЗЕЕ Е 
С '(е-р,р) =0. (8.16) 
我 们 着 重 指出 ,按照 (8.9) 式 求 激发 能 的 方法 ,正好 相当 于 朗 道理 论 中 准 粒 
子 能 量 的 定义 . 事实 上 ,能 量 差 ae'“ 是 给 系统 增加 一 个 粒子 时 能 量 的 变化 ;我 们 
把 所 有 这 种 变化 都 归属 为 一 个 准 粒子 ,就 可 根据 (1.3) 式 求 出 a. 同样 ,ss 是 
从 体系 中 取出 一 个 粒子 时 能 量 的 变化 ,因此 a 是 被 取出 的 准 粒子 能 量 ， 所 以 
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自然 是 es ”< 人 ,因为 在 朗 道理 论 中 , 准 粒子 只 能 从 费 米 球 内 部 被 去 掉 下 . 
由 于 所 有 列 人 展开 式 (8.7) 中 的 激发 态 ,都 是 从 基态 上 增添 或 去 掉 一 个 粒 


т (дага) 而 得 到 的 ,显然 ,对 于 费 米子 系统 ,格林 函数 的 极点 只 能 确定 


费 米 型 的 元 激发 谱 . 玻 色 支 怎样 确定 ,将 在 下 面 的 $18 中 论述 . 

借助 具有 е 与 p 的 一 定 关 系 的 准 粒 子 概念 来 描写 宏观 体系 的 能 谱 , 只 是 一 
种 近似 的 描写 , 它 的 精确 度 随 le -1 的 增 大 而 下 降 ， 对 独立 的 准 粒子 图 像 的 偏 
离 ,是 格林 函数 的 极点 在 复数 域内 移动 时 出 现 的 ,这 时 s(p) 变 成 复 的 . 根据 量 
子 力学 的 一 般 规则 ( 见 第 三 卷 $ 134) , 复 能 级 表示 系统 激发 态 的 寿命 7 是 有 限 
№ (т- ИП е1). 数值 Im es 本身, 是 描述 准 粒子 能 量 值 的 “弥散 "程度 (能 级 
宽度 ) 的 . 当然 这 种 解释 仅 在 起 部 充分 小 即 1Im e1 << |= -AI 的 条 件 下 才 有 意 
义 . 在 8$1 中 曾 说 过 ,这 个 条 件 实际 上 对 于 系统 的 弱 激 发 态 成 立 , 因 为 1Im е1 ос 
1/те (р-рь)* ,同时 Re(e -jp) оір -р,1. 

Im = 所 需 的 正 负 号 ,由 格林 函数 虚 部 的 符号 规定 来 保证 . 其 实 ,这 个 函数 在 
自己 的 极点 附近 具有 如 下 形式 : 





GC(w,p)~— (8.17) 


ш+и-в(р)' 
并 且 常 数 Z >0, 这 是 由 展开 式 (8.7) 中 系数 4. ,B。 的 正定 性 得 出 的 ;与 量子 电动 
力学 一 样 ,Z 通常 叫做 重 整 化 常数 . 格林 函数 的 虚 部 为 


Im C= 一 21116 т: 
[о +ш-е|? 
注意 ,该 表达 式 与 数值 w~e -人 有 关 , 把 它 的 符号 与 规则 (8. 14) 作 对 比 , 便 得 出 


Ime<0 当 Ree>y, 





8.18 
Ime>0 当 Ree<p. ( ) 


实际 本 应 如 此 ,因为 在 (8.9) 式 中 的 e%… 和 e% "两 种 情况 下 ,Im s 的 这 种 符号 相 
应 于 给 激发 态 能 量 已, 补 加 一 个 正确 的 负 虚 部 . 

关于 格林 函数 的 解析 性 质 ,我们 在 $36 中 还 要 讨论 ,那里 ,一 开始 便 对 任意 
温度 的 一 般 情 况 来 研究 这 个 问题 . 


$9 理想 费 米 气体 的 格林 函数 
为 了 举例 说 明 上 一 节 所 讨论 的 普遍 关系 ,我 们 来 计算 理想 费 米 气体 的 格林 
函数 . 


Ф 应 当 注意 ,在 准 粒 子 能 量 es 的 定义 中 ,系统 激发 能 级 是 带 负 号 的 ， 与 此 相关 还 有 :这 些 准 粒 子 
的 动量 p = -P。, 这 一 点 由 展开 式 (8.7) 的 相应 项 的 6 函数 8(p + Р, ) 中 便 可 看 出 . 
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薛 定 刘 费 米 少 算 符 ,总 可 以 按 函 数 ye(r,c) 的 完全 集合 展 成 如 下 形式 : 
办 (r) = У ау (г, о). (9.1) 


函数 y,。(r,0) 是 动量 为 p, 自 旋 投 影 为 o 的 自由 粒子 的 自 旋 波 函 数 , 即 按 平面 
波 


par,0) =V us(a)ee (9.2) 
的 集合 展开 [w。(o) 是 用 条 件 wu; =1 归 一 化 了 的 自 旋 幅 ] ;这 样 选取 的 函数 
Wb 与 系统 中 粒子 的 真实 相互 作用 无 关 . 


但 是 ,对 于 无 相互 作用 的 粒子 系统 ,也 可 以 把 海 森 伯 少 算 符 写成 显 形式 . 在 
这 种 情况 下 ,由 薛 定 刘 绘 景 过 滤 到 海 森 伯 绘 景 ,可 归结 为 对 (9.1) 中 求 和 式 的 每 
一 项 引入 相应 的 时 间 因子 : 


Ў.б.) = У а, (т.а) exp [ 10-и) а]. (9.3) 
这 一 点 是 不 难 证 实 的 ,只 要 注意 到 海 森 伯 算 符 的 矩阵 元 对 i 的 任何 跃迁 都 应 
包含 因子 exp[ - КЕ! - 忆 ;)4], 这 里 E',E; 分 别 为 初 态 和 末 态 的 能 量 (在 这 种 情 
况 下 ,就 是 哈密 顿 量 所 Я -ИИ ЮЖН). 对 于 在 ра 态 中 粒子 数 减 少 1 的 路 
迁 ,能 量 差 B' - Е, =p*/2m -j, 因 此 上 述 要 求 便 得 到 满足 . 

但 是 ,更 为 方便 的 不 是 按 定义 (7. 10) 并 用 (9.3) 式 来 直接 计算 格林 函数 ,而 

是 首先 将 这 个 定义 归 之 与 其 等 价 的 微分 方程 为 此 ,将 函数 Cw(X - 庆 ) 对 4 微 
商 ,此 时 要 考虑 该 函数 在 4 = 点 是 不 连续 的 . 实际 上 根据 定义 (7. 10) ,函数 的 
跃 变 

Гб = 6. | нахо = ао = 

= КУ, (ут) (in) + i (tr ) $. (в т); 
或 由 于 (7.3) 式 D 


[6] = 18.8 (т, -г,). (9.4) 
在 求 微 商 时 ,由 于 存在 跃 变 将 出 现 [ 6。s]8(t, -4,) 的 项 ， 所 以 
д а), 


Gg= КН, (Х,) ) 166 ( п, =) 80-6). (9.5) 


对 于 自 аи 
99. 1 

га 

[对 照 (7.8) 式 ]. 将 这 个 微 商 代入 (9.5) 式 ,并 再 运用 定义 (7. 10) ,我 们 便 得 到 

















Ф 我们 强调 一 下 ,这 个 跃 变 的 大 小 根本 与 粒子 的 相互 作用 无 关 ! 
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格林 函数 的 方程 : 
(Ани) се ою) 800800). (9.6) 


这 里 已 假定 Cw =6..6° ,而 С 的 上 标 (0) 代 表 粒 子 之 间 不 存在 相互 作用 ， 
现在 我 们 对 此 方程 进行 傅 里 叶 变换 : 


(0-2 +) с" (wp) =1. 
由 此 确定 格林 函数 时 ,应 给 w 增加 一 个 无 限 小 的 虚 部 ,以 使 6 的 虚 部 具有 
正确 的 符号 [适应 于 (8.14) 式 ]: 


2 
С° (азр) = [0-2 +0 +0 5 sign | Я (9.7) 


这 个 表达 式 的 极点 是 在 w + 人 =e(P) =р'/2т 的 附近 ,其 根据 是 :在 理想 气体 中 ， 
准 粒 子 与 真实 粒子 是 一 致 的 理想 费 米 气 体 的 化 学 势 py = р/2т. ХЕ 
态 ,p 近似 于 рь, НИТИ р’ /2т = +0, (р-рь) (其 中 ve =рь/т) ,于 是 对 这 些 
态 可 将 格林 函数 重 写成 如 下 形式 : 
С° (о,р) =[о -0(р-рь) +10 + sign о] `'. (9.8) 
当 函 数 6" 参与 任何 积分 时 ,其 分 母 存 在 无 限 小 的 虚 部 只 当 接 近 极点 [ 即 当 
w~ve(p -pr)] 时 才 重 要 . 在 这 个 意义 上 ,可 以 把 (9.7) 式 中 的 sign о 换 成 
sign(p -Pr) ,并 将 6 写成 如 下 形式 : 
С° (ш,р) = [м -р'/2т+и +10 · sign(p -ps)] ``. (9.9) 
这 种 代 换 的 重要 性 在 于 在 (9.9) 式 中 G6” 是 复 变 数 w 在 整个 平面 内 唯一 解析 的 
函数 ,并 且 可 以 运用 解析 函数 论 方法 去 计算 积分 . 
这 样 ,为 了 计算 积分 (7.23) (粒子 按 动量 的 分 布 ) ,在 不 等 于 零 的 负 上 情况 
下 ,我 们 用 上 半 平 面 内 无 限 远 的 半圆 周 来 封闭 积分 路 线 (w 的 实 轴 ) (之 后 可 以 
取 1=0). 积分 





i ао 
Мр) = 72т [= -р'/2т + +10 + sign(p -Pr) 
现在 可 以 用 被 积 式 在 上 半 平 面 内 极点 的 留 数 来 决定 . 当 p > Pr 时 ,这 种 极点 就 不 
存在 了 ,因此 Мр) =0. 如 果 p <pi, 则 我 们 求 得 N(p) =1 对 于 理想 费 米 气 
体 的 基态 ,本 应 是 这 样 . 
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关于 费 米 液体 的 格林 函数 ,当然 不 能 像 对 费 米 气 体 所 做 的 那样 算出 一 般 形 
ж. 但 是 ,在 $ 1 中 已 断定 费 米 液体 具有 所 描写 的 能 谱 类 型 ,表明 费 米 液体 的 
格林 函数 在 
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© =2(р) –-ш=о,(р-рь), о =рь/т" (10.1) 
附近 有 极点 . 换言之 ,可 以 把 它 表 为 下 列 形式 : 
C(o,p) = +00.р), (10.2) 


о = 0(р рр) +0 по 
式 中 g(w,p) 为 (10.1) 式 那 一 点 的 有 限 函数 . 对 (8. 17) 式 已 指出 ,系数 Z( 函数 
C 在 极点 的 留 数 ) 是正 值 . 

由 表达 式 (10.2) ,能 够 得 出 关于 液体 粒子 (不 是 准 粒 子 !) 按 动量 分 布 性 质 
的 有 趣 的 结论 .这 就 是 我 们 沿 费 米 球面 的 两 侧 算 出 分 布 函 数 N(p) (事实 上 , 它 
只 与 p 的 绝对 值 有 关 ) 的 数值 之 差 , 即 求 出 当 g = +0 时 差 数 

N(pe – 4) - МР, +9) 

的 极限 值 . 

分 布 函数 N(p) 可 以 通过 格林 函数 用 
(7. 23) 式 的 积分 表达 出 来 (图 1). 由 于 函数 
8(w,p) 是 有 限 的 ,可 以 预见 它 的 积分 之 差 当 
9 一 0 时 将 趋 于 零 . 因此 ,只 研究 (10.2) 式 中 各 
极点 项 积分 之 差 也 就 足够 了 . 由 于 在 积分 时 分 
母 中 i0 项 只 在 极点 附近 才 是 重要 的 ,所 以 $9 
中 已 指出 ,可 将 sign о 换 写 成 sign(p -p;)， 于 


Мр) 
1 





是 我 们 有 91 
СГ ИК ЕЕС -7 ld 
Npr 9) - Мрь +9) = -i тат ттеу 


(由 于 此 两 项 差 的 积分 是 收敛 的 ,所 以 := -0 的 因子 e еар МАНЖ). 
现在 用 无 限 远 的 半圆 周 ( 随便 哪个 半 平 面 内 的 半圆 周 ) 来 封闭 积分 路 线 ,我 们 求 
得 整个 积分 等 于 Z 并 与 4 无关. 因此 有 
N(pr -0) – N(pe +0) =2 (10.3) 
ГА. Б. Murnan,1957]. 
上 面 我 们 已 经 指出 ,Z >0. 由 于 N(p) <1, 所 以 根据 (10.3) 式 可 得 
0<Z<1 (10.4) 
(并 且 仅 在 理想 气体 的 极限 情况 下 才能 达到 2 =1 的 值 ) . 
因此 ,7 了 =0 时 费 米 液体 中 粒子 按 动量 的 分 布 ,如 在 气体 中 的 情况 一 样 在 费 
米 球面 处 有 路 变 , 并 且 从 球 内 向 球 外 方向 减 小 . 但 是 ,与 气体 情况 不 同 的 是 ,路 
变 的 值 是 小 于 工 的 ,甚至 当 P>Pr 时 ,函数 W(P) 仍 不 等 于 零 ,如 图 1 中 的 实 线 曲 
线 所 示 ( 虚线 相应 于 气体 ). 


$11 由 格林 函数 计算 热力 学 量 
知道 了 系统 的 格林 函数 ,就 足以 描写 它 的 热力 学 性 质 . Ч Т=0 时 ,这 些 性 
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质 可 以 用 系统 的 能 量 (与 基态 能 量 Bo 相同 ) 与 密度 N/V 的 关系 表达 出 来 . 
解 方程 (8. 16) 之 后 便 确 定 了 准 粒子 的 色散 律 ae(p), 这 种 关系 可 以 利用 
等 式 
e(pr) = 人 (11.1) 
求 出 . 由 于 ps 与 NAV 的 关系 是 已 知 的 ,根据 (1.1) ， 
Pr=(3m)2(MPD 2， (11.2) 
等 式 (11.1) 决 定 了 函数 上 (MY) [尽管 这 是 隐 函 数 形式 ,因为 一 般 说 来 色散 律 
se(p) 含 有 参量 4]. Ч Т=0( НИ $ =0) н, и = (6E。6/9N),; 将 上 述 等 式 
取 积 分 ,我 们 可 得 待 求 的 能 量 


Е, = (у) ам (11.3) 


( 当 N=0 时 ,自然 已 =0). 

描写 7=0 时 热力 学 性 质 的 另 一 种 方法 是 计算 热力 学 势 2. 根据 普遍 的 定 

义 ( 见 第 五 卷 $24) ,热力 学 势 Q2 = 已 -TS -UN = -Py, 它 的 微分 40 = -Sd7- 
Ndu; 当 T=0 时 ,也 有 3S=0, 于 是 这 两 个 表达 式 归结 为 

Q=E-pN, (11.4) 

40 = – Мар. (11.5) 

我 们 记得 ,依据 热力 学 势 2 的 意义 , 它 描写 体积 了 为 常数 时 系统 的 性 质 . 

通过 格林 函数 表示 О 的 一 种 简易 方法 ,是 运用 МУ 与 6 的 (7.24) 式 关系 . 

将 (7.24) 式 的 NN 代入 (11.5) 式 ,并 对 du 进行 积分 ( 当 了 = 常数 时 ) АМ и = 
0 时 仍 有 2 =0 ,我 们 得 到 

AQ(p) = dp «lim Сбор) ео 


тер (11.6) 


$12 相互 作用 绘 景 中 的 算 符 


相互 作用 粒子 系统 的 格林 函数 ,当然 不 能 以 一 般 的 形式 计算 出 来 . 但 是 有 
一 种 数学 方法 (类 似 于 量子 场 论 中 的 图 技术 ) 可 以 按 粒 子 相 互 作用 能 的 寡 级 数 
形式 将 它 算出 来 . 并 且 级 数 的 每 一 项 都 通过 自由 粒子 系统 的 格林 函数 和 相互 作 
用 算 符 表达 出 来 

除了 算 符 的 海 森 伯 绘 景 之 外 ,我 们 还 引入 另 一 种 绘 景 ,在 这 种 绘 景 里 算 符 与 
时 间 的 关系 不 决定 于 系统 的 真实 哈密 顿 量 

应 =Н'® +7 = 9 N+ 
(中 是 相互 作用 算 符 ) ,而 决定 于 自由 粒子 的 哈密 顿 量 Я’, 
$, (,г) = ехр( Ш") (г)ехр( - "1. (12.1) 
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我 们 将 用 下 标 0 来 标记 该 绘 景 ( 即 所 谓 相互 作用 绘 景 ) 中 的 算 符 和 波 函 数 ,以 示 

区 别 . 如 将 格林 函数 通过 算 符 ©, 代替 海 森 伯 算 符 多 ) 表达 出 来 ,我 们 便 做 到 了 

用 Gr 和 广 表达 6 这 一 目的 的 第 一 步 . 

在 这 一 节 里 ,我 们 用 记号 B( 或 p) 代 表 “ 占 有 数 空间 ”中 的 波 函 数 (以 区 别 

于 坐标 波 函 数 浊 或 ) ;二 次 量子 化 算 符 就 作用 在 这 些 波 函数 上 . Фо т 
绘 景 中 的 波 函数 , 它 与 时 间 的 关系 决定 于 波动 方程 

i (A + (12.2) 

在 海 森 伯 绘 景 中 ,所 有 时 间 关 系 都 转 到 算 符 上 ,而 系统 的 波 函 数 则 与 时 间 无 关 : 

Ф =. 在 相互 作用 绘 景 中 , 波 函 数 四 ,依赖 于 时 间 ,但 这 种 依赖 关系 只 与 系统 

中 粒子 的 相互 作用 有 关 , 并 决定 于 方程 
афо) = Bt) (12.3) 








式 中 
Ў, = ехр(іЙ'' 1) Фехр( = Ш" 1). (12.4) 
它 是 这 个 绘 景 中 的 相互 作用 算 符 [ 简单 地 把 多 换 成 9.4848 (7. 6 一 7.7) 形 式 的 
算 符 过 渡 到 这 个 绘 景 中 ]. 注意 ,只 要 根据 (12. 1) 式 变换 算 符 , 即 相应 于 按照 
Ф, = ехр(іЙ' г) ф, (12.5) 
变换 波 函 数 ( 见 第 三 卷 $ 12) , 便 不 难得 到 方程 (12.3). [考虑 到 (12.2) 式 ,并 对 
上 式 取 微 商 则 得 方程 (12.3)@]. 
基于 方程 (12. 3) ,函数 Ф, (1) 在 两 个 无 限 接近 时 刻 的 值 由 下 列 等 式 相 
联系 : 
Ф, (1+5) =[1 -idt: Ў, (0) Ф, (1) =ехр{ ~ іг + Ў, (г) }Ф, (0). 
ЛЕЛЬ, ФЕ] е 的 值 可 以 通过 某 一 初始 时 刻 (1, < 区 的 值 表 达成 
$, (1) =$(1,40) DB, (в), (12.6) 


式 中 $(1,%) = [expf = + Р, (1) }. (12.7) 


并 且 , 此 乘积 中 诸 因 子 显然 是 按时 间 增长 的 次 序 从 右 向 左 排列 的 ;对 5 和 上 之 
间 一 切 无 限 小 区 间 8 的 乘积 是 有 极限 的 . 如 果 V,(1) 是 普通 的 函数 , 则 这 个 极 
限 将 简单 地 归结 为 








Ф 方程 (12.3) 与 第 四 卷 的 方程 (73.5) 是 相同 的 ,在 下 面 求解 方程 的 过 程 中 还 将 重复 第 四 卷 $73 
的 叙述 . 
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eof- уа) 
但 这 种 归结 要 根据 不 同时 刻 因 子 的 可 对 易 性 ,后 者 指 的 是 :由 (12.7) 式 中 的 乘 


积 过 渡 到 指数 中 的 求 和 . 对 于 算 符 负 (i) , 则 没有 这 种 对 易 性 ,因而 不 可 能 归结 
为 通常 的 积分 . 代替 积分 式 可 以 把 (12.7) 式 写成 符号 形式 : 
бее) = Texp{ - Нож} (12.8) 
这 里 7 了 是 与 (12.7) 式 相同 顺序 中 因子 的 编 时 排列 符号 , 即 由 右 向 左 表 示 时 间 增 
长 的 顺序 . 
算 符 $ 是 么 正 的 (§$-' = $* ) ,并 具有 了 明显 的 性 质 : 
8(0,2,) 800,6, ) = 506,4 $e 
бы) 9 (ь,ь) = 57 (вв). (12.9) 
А 我 们 作 一 个 纯 形 式 上 的 假定 (不 反映 在 最 后 结果 
中 ) , 即 相互 作用 (Е) АВТ) += - % 到 有 限 的 时 间 浸 渐 地 “引入 ", 并 在 := 
+ % 时 又 浊 渐 地 “除去 ”这样 , 当 1 一 - w 到 引入 相互 作用 之 前 , 波 函 数 Ф, (+) 
与 海 森 伯 波 函数 Ф 是 一 致 的 . 在 (12.6) 式 中 , 令 1。= -om ,可 得 
Ф,(1) =8(1, -®)Ф. (12.10) 
因此 ,建立 了 两 个 绘 景 波 函数 之 间 的 关系 ,我 们 也 就 确定 了 算 符 的 变换 规律 ,其 
中 包括 光 算 符 的 变换 规律 : 
#=5'(1,-®) S(t, - е). (12.11) 
由 于 5 的 么 正 性 ,所 以 算 符 多 "也 按 同 样 规律 变换 . 
现在 我 们 把 格林 函数 用 相互 作用 绘 景 的 由 算 符 表达 出 来 0. 令 t, > 已 ,于 是 
Ga(Xi, Xs) = -К У, ) (1)) = 
= 1081, о), (6) 800 е) 8 (tb,-%) x 
х Я (1, )5(ь,-®)). 
根据 (12.9) 式 ,我 们 有 
Sn -®) 8 (а, -oa)=Sp)S0 -® 8 (в, -®) = 
=5(,ь), 
Зи, -®) = (в, -%)81(® 4.) 8(® ,4) = 
=9(%,-=)8(® ,4). 


Ф 这 个 推导 重复 了 第 四 着 $ 103 中 的 讨论 . 


- 42. 第 二 章 T=0 时 费 米 系统 的 格林 函数 





将 它们 代 人 前 一 个 表达 式 , 则 得 
Ga (XX) = - КЗ (®,-%)8( в и), (в) 8 (в ль) (Зы, =). 
把 算 符 $ 理解 为 (12.7) 式 的 乘积 时 ,我 们 看 到 ,平均 值 表达 式 中 从 第 二 个 因子 
起 的 所 有 因子 都 是 按 由 := - оо [1 = оо 的 编 时 顺序 从 右 向 左 排列 的 ， 因 此 可 以 

写成 


Ga Kis ks) = -i(§ TD.) Y(t,)§]). (12.12) 
式 中 的 记号 
$ = бс, - =) = Тер - 1 || ўса). (12.13) 


ща <, ВУ ЕЯ ЮК АЕ іа ВО 8), (12. 12 一 
12. 13) ХИА, ЕИО п ВЕН. 

以 上 所 作 的 变换 与 系统 在 什么 状态 上 进行 平均 是 无 关 的 . 但 是 ,如 果 对 基 
态 进行 平均 [如 (12. 12) ] ,变换 还 可 以 继续 推广 对 此 我 们 指出 , 浸 渐 引入 或 浸 
渐 除去 相互 作用 ,如 同 任何 浸 渐 微 扰 一 样 都 不 能 引起 量子 系统 发 生 能 量 改变 的 
跃迁 ( 见 第 三 卷 $41). 因此 ,处 于 非 简 并 态 (基态 也 是 这 样 的 态 ) 的 系统 ,仍旧 
留 在 原来 状态 . 换言之 , 算 符 $ 作用 在 波 函 数 $B = Ф,( - wm ) 上 ,归结 为 对 Ф Ж 
以 (对 状态 无 关 紧要 的 ) 一 个 相 因子 一 一 算 符 $ 在 基态 的 平均 值 :SG = (5) Ф. 
恰好 Ф757 = (S)@ "也 是 如 此 ， 这样 ,我 们 最 终 得 到 了 通过 相互 作用 绘 景 的 算 
符 所 表达 的 如 下 格林 函数 公式 @: 


16..(Х,,Х,) -高 4 各 0 总 (0) 引 ) (12.14) 





按 这 个 绘 景 的 意义 ,(12.14) 式 是 对 自由 粒子 系统 的 基态 进行 平均 的 . 事实 


上 , 算 符 名 的 性 质 与 无 相互 作用 时 海 森 伯 算 符 多 的 性 质 相 同 ， 而 海 森 伯 波 函数 
多 与 时 间 无 关 , 因 此 它 与 += - о (这 时 不 存在 相互 作用 ) 时 的 自身 值 相合 ， 所 
以 ,例如 


(TX) СХ.) > =16® (X,,X,) (12.15) 
就 是 无 相互 作用 粒子 系统 的 格林 函数 
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(12.14) 型 的 符号 表达 式 的 意义 ,在 于 有 可 能 容易 写 出 按 广 的 宕 展开 的 数 


Ф 应 当 指 出 ,(12.14) 式 中 关于 符号 有 一 个 约定 :虽然 符号 7 在 公式 中 出 现 两 次 (一 是 以 最 形式 ,二 
是 包含 在 $ 的 定义 中 ) ,但 实际 上 乘积 中 所 有 因子 都 应 按 统一 的 编 时 顺序 排列 . 
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列 之 各 项 ， 例 如 
ФСФ) = 
а Лу аи ТФ СХ Ф СХ) (в) Й (,)). 
(13.1) 

而 ($) 的 表达 式 不 同 于 上 式 的 地 方 , 仅 在 于 7 了 乘积 记号 后 没有 因子 9,9 8 
们 已 经 指出 过 ,相互 作用 绘 景 中 的 算 符 所 (1) 是 将 (7.7) 式 中 所 有 的 Я А $, 
而 得 出 的 . 因此 ,计算 (13. 1) 展 开 式 数列 的 各 个 项 ,归结 为 计算 自由 粒子 不 同 数 
量 的 少 算 符 的 了 乘积 对 基态 的 平均 值 . 

这 些 计算 ,在 很 大 程度 上 是 借助 图 技术 规则 而 自动 进行 的 ,不 过 这 些 规则 与 
被 研究 的 物理 系统 的 性 质 有 重要 关系 . 这 一 节 所 叙述 的 图 技术 是 关于 非 超 流 费 
米 系 统 的 . 其 中 假定 相互 作用 是 粒子 成 对 式 的 ,并 与 自 旋 无 关 . 相应 的 相互 作 
用 算 符 为 : 


й (в) = [ Фит) Фо (вк, От, е) Bs (гот) $, (вот) Ф.Ф. 


(13.2) 
式 中 U(r, ть) МАНЕ [АПТ РЖ 0 М Е (2) ]. 
借助 维 克 定 理 可 以 算出 少 算 符 乘积 的 平均 值 , 该 定理 的 内 容 是 @; 
任意 数目 成 对 算 符 7 多 + 乘积 的 平均 值 ,等 于 这 些 算 符 一 切 可 能 的 成 对 
平均 值 (收缩 ) 乘 积 之 和 . 每 一 对 算 符 的 先后 次 序 与 原始 乘积 中 的 一 致 . 求 和 式 
中 每 一 项 的 符号 决定 于 因子 ( - 1)”, 这 里 P 是 算 符 的 置换 次 数 ,进行 这 些 置换 
是 使 所 有 被 平均 的 算 符 都 并 排 在 邻接 的 位 置 上 . 
只 有 包含 一 个 算 符 多 和 一 个 算 符 7 的 收缩 才 不 为 零 , 因 为 在 对 角 和 矩阵 元 
中 ,一 切 被 算 符 多 消 灭 的 粒子 应 重新 被 算 符 多 "产生 ， 由 此 可 见 , 在 一 些 少 算 符 
的 乘积 中 如 果 只 包含 相同 数目 的 算 符 РЖ 多 * ,该 乘积 的 平均 值 才能 不 等 于 零 . 
将 维 克 定 理应 用 于 了 乘积 的 平均 值 , 则 该 平均 值 就 能 通过 成 对 的 了 乘积 的 
平均 值 [根据 (12.15) 式 , 即 通过 自由 粒子 格林 函数 ] 表达 出 来 . 下 面 计算 相互 
作用 粒子 系统 格林 函数 的 一 级 修正 . 
我 们 预先 指出 ,按照 维 克 定 理 将 公式 (12. 14) 分 子 中 的 表达 式 展开 时 ,例如 
会 出 现 如 下 形式 的 一 些 项 : 
(TX) СХ.) (8) = (Х,,Х,) (8) (13.3) 











Ф ТЖ, ПЕТЯ НЕК Ж. 
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在 这 些 项 中 ,一 对 (相对 于 $) 的 “外 部 "yy 算 符 之 间 是 收缩 的 ,而 ($) 的 表达 式 
( 它 的 展开 式 的 每 一 项 中 ) 只 含 “内 部 " 算 符 之 间 的 收缩 ,因子 (5) 可 被 (12. 14) 
式 中 的 分 母 完全 约 去 ,因此 所 有 这 些 项 简便 地 给 出 了 “无 微 扰 的 "格林 函数 
16%. 

在 (13. 1) 式 中 保留 展开 式 的 前 两 项 ,将 (13. 2) 式 代入 并 变换 变量 ,我 们 得 
到 

16..(Х,,Х,) =16® +16. 
式 中 
65 = (ТФ. Ф СХ, x 


х [вазад Сот бает) V(r, п) бот), (аль). 
为 了 把 公式 写 得 更 紧凑 一 些 ,我 们 引入 记号 


И(Х, -Х,) =U(rn =) 8-6), (13.4) 
于 是 
ic = 4 ая, 名 Ud 


式 中 d = 44° х. 
为 了 按照 维 克 定理 求 平均 ,我们 分 别 写 出 算 符 ,并 画 出 所 有 需要 收缩 的 方式 ; 


аа. 
(+ 
ON а сайота 





и, Уу, + VV р ро ар р. 
а е 
根据 上 边 所 述 ,含有 几 ' 收缩 的 各 项 已 被 略 去 .成 对 收缩 的 (用 弧 线 联 结 
的 ) 算 符 应 置换 到 彼此 邻接 的 位 置 . 例如 ,所 写 出 的 第 一 项 表示 下 列 乘积 : 
(Т.Ф, (ТФ; $.) (ТФ; $, 
而 最 后 一 项 表示 
= (Тф) СТ Я) (ТФ; 多) 
不 同宗 量 w 算 符 的 收缩 ,可 根据 下 列 式 子 代 换 : 


Ф 此 后 ,为 了 简化 特别 烦琐 的 表达 式 的 书写 ,我 们 约定 略 去 加 的 下 标 ,而 用 数字 下 标 1,2,… ,来 标 
记 宗 量 数值 X 和 自 旋 下 标的 总 体 : 
ФС), ас) 
С =С,305,,), = 00-Х). 
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У, (ТФ) =169,, Уур, = 16%, 4$. 
ЖЕН у У, РЕНН НЕ О по 
记 ) ,该 密度 可 理解 为 化 学 势 的 函数 ®; 
(99) ты = Ола, (13.5) 














所 以 可 得 
1640 =. Гах,е, AN 
п C6 +in® GD], 
这 四 项 两 两 相等 ,它们 的 区 别 仅 在 于 积分 变量 和 XX, 的 记号 不 同 ， 因 之 因子 
1/2 消失 ,所 以 格林 函数 的 一 级 修正 只 包含 两 项 : 





іс = [ото 6 со 6 G8 dd (13.6) 
借助 如 下 的 费 曼 图 可 以 用 图 解法 方便 地 表示 出 这 些 项 的 结构 : 
о 
3 =, (13.7) 
1 4 2 1 了 4 2 


在 这 些 图 中 , 实 线 4—2 ДЕЙ ЧИ, ( 即 函数 ic  ) ;数字 表示 变量 丸和 万 的 
号 码 ,收缩 的 算 符 与 这 些 变量 有 关 ,而 箭头 的 方向 与 收缩 中 从 多 到 灾 的 方向 一 


致 .依赖 于 相同 变量 的 两 个 算 符 的 收缩 更 * 下 ( 即 粒子 数 密度 n0 ) ,相应 地 用 
“自身 封闭 的 " 实 线圈 图 表示 . 虚线 3 --- 4 表示 因子 U,， 图 形 的 各 内 点 ( 线 的 
交点 ) ,是 指 按 它们 标记 的 所 有 变量 取 积分 .图形 “外 端点 "标记 的 变量 (XX, 各 
XX,) 仍 是 自由 的 . 

例如 ,由 (13.3) 式 得 出 的 各 一 级 项 ,将 用 被 分 解 为 两 个 独立 部 分 一 一 直线 
ВОС) 和 实 线 封 闭 圈 图 表示 : 


仔细 考虑 算 符 的 收缩 方式 和 相应 的 图 形 结构 ,就 能 了 解 普遍 规则 的 来 历 ,因为 在 
微 扰 论 的 一 切 级 中 ,(12. 14) 式 中 因子 (S》 的 作用 归结 为 :只 需 考 虑 有 两 个 外 
线 的 “相连 ”图形 ,这 些 图 形 不 包含 “不 相连 的 "无 外 线 的 圈 图 ， 后 者 与 图 形 的 其 


Ф 这 些 收缩 总 是 出 自 于 同一 个 相互 作用 算 符 了 中 的 小 算 符 . 因此 ,在 这 些 项 中 多 * 总 是 排 在 多 的 
左边 . 
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它 部 分 均 不 相连 ( 既 无 实 线 相连 也 无 虚线 相连 ) (对 照 量子 电动 力学 中 类 似 的 情 
я #71 $ 100). 

在 (13.6) 式 中 消去 系数 1/2 反映 了 一 个 通则 :无 须 考虑 出 现在 (13. 1) 展开 
式 中 各 n 级 项 的 因子 1/n!, 也 无 须 考虑 来 自 (13.2) 式 中 系数 1/2 的 因子 2. 
的 确 ,n 级 图 形 每 个 都 包含 着 n 条 虚线 i---k， 消去 因子 1/n! н Рашт 
同 的 项 ,这 些 项 是 沿 所 有 п 条 虚线 置换 一 对 指标 i,k 而 得 到 的 . 消去 因子 2 是 
由 于 在 每 一 条 线 两 端点 之 间 都 有 i,k 的 置换 . 

现在 我 们 来 说 明 在 动量 表象 (不 是 坐标 表象 ) 中 计算 格林 函数 时 既定 的 图 
技术 规则 ,这 在 物理 学 最 为 有 用 . 

借助 伟 里 叶 展开 式 (7.21 一 7.22) 可 以 实现 向 动量 表象 的 过 渡 ,我 们 将 展开 
式 写 成 “4 "РАФ 

G(X) = f cp。 





-wx ФР 

(2m)” 
式 中 “4 维 动量 "已 = (o,P) ,PX = of -р-г. 用 类 似 的 方法 同样 可 以 把 相互 作用 
势 展开 成 : 





G(P)= [содетах, (13.8) 


Е р СГА 
U(X) =8(2)0(ғ) = [ее ТУА (13.9) 
其 中 0 = (q,4); 而 且 U(O) 与 三 维 展开 式 的 分 量 一 致 
000) =0(4) = | (re dx. (13.10) 


由 于 U(r) 是 偶 函 数 ,显然 U( -9) =0(а). 

我 们 对 一 级 修正 G2 = СОХ, -Х 进行 这 种 展开 ， 为 此 ,给 等 式 (13.6) 
乘 以 exp[ iP(X, - Х,) ] 并 将 该 式 对 а(х, -Х,) 4. 

在 第 一 项 内 写 出 


ет) = Ри) РОЗД) 
变换 积分 变量 ,于 是 得 到 
т | GO (xX, (Хх, -Х,) x 


х Јао -Х, ) етт х -Х,) Јо, а 


前 两 个 积分 给 出 СОЎ (Р)С (P) ,第 三 积分 等 于 U(0) = [оков щика 


9=0 的 值 . 
采用 类 似 的 方法 ,在 第 二 项 内 写 出 





加 ”为 了 叙述 和 表达 的 方便 ,我 们 利用 了 4 维 的 术语 ,再 强调 一 次 ,这 里 它 与 相对 论 不 变性 无 任何 关 
系 ! 
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Р-р iP - Ху) 


P(X3 ~ X04) OiP(CX4 - К) 
=е ет, 


е 
转 为 对 六, -Х,,Х, -Х,,Х. - ХПН ‚1 
-GCG (Р) ео Оох) edx 64 (Р). 


ДИИ Е НОИ ДК, СТ И ВОВ 
А ЖФ: 
оов) етех = [лр (Р-Р, Т8 у" (13.11) 
因此 ,对 于 动量 表象 中 格林 函数 的 一 级 修正 ,我 们 最 后 求 得 : 
16% (Р) =in 0(0) С (Р.С (Р) - 
= 99 (Роб (Р,) 68? (Р) 0р -Р jt (13.12) 
ee "(27)" у 
(13.12) рар АНУ РЕН, И] (13. 12) 可 写成 
如 下 形式 ， 


Р-Р 
16° (Р | у (13.13) 
00Р) = рар рр. 


(а) (b) 


各 线 的 交点 称 作 图 形 的 顶点 . 每 个 图 形 都 有 2n 个 项 点 ,此 处 n 为 微 扰 论 的 
级 . 在 每 个 顶点 上 都 汇聚 两 条 实 线 和 一 条 虚线 . 每 条 实 线 在 箭头 指示 的 方向 上 
描述 “4 维 动量 "P( 并 且 , 沿 诸 实 线 的 每 一 连续 序列 ,箭头 的 方向 不 变 ). 每 条 虚 
线 是 用 来 标记 4 维 动量 0 的 ,而 且 对 于 这 些 线 ,箭头 可 以 约定 取 任 何 ( 任 意 ) 方 
向 @. 在 图 形 的 顶点 上 满足 “4 维 动量 守重 定律 ” :顶点 的 人 射线 的 4 维 动量 之 和 等 
于 出 射线 的 4 维 动量 之 和 . 顶点 也 标 出 确定 的 自 旋 下 标 a. 每 个 图 形 都 有 两 条 外 





Ф 为 了 证 明 这 个 公式 ,需要 将 傅 里 叶 展 开 形式 的 函数 所 X) 和 g(X) 代 人 该 公式 的 左边 : 
4 Р,4*Р; 
Јев edx Рур) 9те тд, 
按 下 列 公式 对 由 不 求 积分 : 
ета = (2т)*8® ср), 


其 中 *4 ВО ЖЕ ча -矢量 "P 各 分 量 的 8 2 Д. ВИНИТ 509 (Р-Р, - P,) 被 对 аР, 
的 积分 消 掉 , 于 是 我 们 得 出 了 (13. 11) 式 的 右边 部 分 . 

О 4 维 矢量 0Q=(go,q) 的 时间" 分 量 , 一 般 说 来 不 等 于 零 ,但 函数 U( @) 根 据 定义 (13.10) 与 go 是 
无 关 的 ,虚线 方向 的 约定 ,与 偶 函 数 U( - 0) = U(Q@) 有 关 . 
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线 ( 人 射线 和 出 射线 ) ,外 线 的 4 维 动量 是 待 求 的 格林 函数 С.Р) 的 宗 量 ;出 射 和 
入 射 的 外 线 同时 也 标记 该 函数 的 自 旋 下 标 a 和 BpB. 图 形 其 余 的 线 称 作 内 线 . 

相应 于 每 个 图 形 的 各 项 ,其 解析 表述 法 可 按 下 列 规则 进行 : 

1) 顶点 a 和 Bp 之 间 的 每 条 实 线 对 应 于 因子 i (P) ,每 条 虚线 对 应 于 因子 
-iU(Q). 具有 一 个 顶点 的 封闭 圈 图 相当 于 因子 n" (р). 

2) 在 每 个 顶点 上 满足 4 维 动量 守恒 定律 . 将 内 线 中 其 余 不 确定 的 4 维 动 
量 对 4 P/(2m)》 进行 积分 在 每 个 顶点 上 对 一 对 自 旋 哑 下 标 ( 从 相 邻 接 的 С 
因子 中 各 取 一 个 ) 进 行 求 和 . 

3) iGwg 图 的 公共 因子 等 于 ( -1) ,这 里 了 芝 是 图 形 中 含有 多 于 一 个 顶点 的 实 
线 封闭 圈 图 的 数目 . 

最 后 一 个 规则 的 来 由 如 下 所 述 . 顶点 数 k>1 的 封闭 圈 图 ,来 源 于 如 下 形式 
的 少 算 符 的 收缩: 


Vi УТ, 
ЕАН ЛЬ, 
这 里 所 有 收缩 分 别 等 于 iGi2?,… 1, 4, ПЕ — КВ 16). 至 于 一 
个 顶点 的 圈 图 ,它们 的 正确 符号 在 按 规则 1) 引 入 n" 时 已 考虑 到 了 . 
作为 实例 ,我们 汇总 画 出 确定 格林 函数 二 级 修正 的 图 形 : 


(13.14) 
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最 后 ,我 们 再 来 讨论 维 克 定 理 , 并 给 出 它 适 于 “宏观 极限 ”( 即 当 系统 密度 一 
定时 Ух ,或 当 系 统 密度 一 定时 М ) 的 证 明 , 这 在 统计 物理 学 的 应 用 上 人 恰 
恰 是 重要 的 . 

例如 ,我们 研究 下 列 形 式 的 四 个 少 算 符 乘积 的 平均 值 ; 

(Ф. ФД) = У (аала, )exp( =) (13.15) 
[+ у ЯР (9.3) 的 形式 ;我 们 没 写 出 显然 的 但 又 烦琐 的 指数 函数 标记 ] . 
在 这 个 求 和 式 中 ,只 有 含 动量 值 相 同 且 数目 相同 的 算 符 а, а; 的 项 才 不 为 零 . 
其 中 有 些 项 ,动量 成 对 地 相等 ,如 p, =р. Яр, =р.. 这 些 项 相应 于 成 对 的 收缩 ; 


— 
Yo Yo Yos Vos 
Wie ale ee 





并 以 如 下 形状 的 求 和 式 来 表达 : 


У балад) (ана еже) 


在 极限 Уо В, Хр p, 和 ,的 求 和 可 代 之 以 对 УЧ? р,@?р,/(2т)° 1914 ЖЕНЫ 
去 了 体积 V ,而 使 表达 式 仍 保持 有 限 . 在 (13. 15) 的 求 和 式 中 ,p, =р, = р, = р. 
各 项 也 不 为 零 ;这 些 项 构成 了 下 列 形式 之 和 : 
я У (dd, a )exp() 

但 是 ,将 求 和 变 为 积分 之 后 还 剩 下 一 个 因子 1/V, 于 是 在 极限 Vw 时 表达 式 变 
成 零 

显然 ,这 个 结果 具有 普遍 性 :在 极限 Vw 时 ,y 算 符 乘积 的 平均 中 只 有 成 
对 收缩 的 结果 才 不 变 为 零 . 

我 们 指出 ,在 上 述 证 明 中 实际 上 并 没有 真正 对 基态 进行 平均 ,因此 这 个 证 明 
在 对 系统 的 任何 量子 态 求 平均 时 仍 是 正确 的 @. 
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上 一 节 表 述 的 图 技术 规则 具有 重要 性 质 :图 中 的 公共 系数 与 图 的 级 无 关 . 
由 于 这 个 性 质 ,图 中 每 个 “图 元 素 "都 具有 确定 的 解析 意义 ,而 与 其 出 现在 什么 
样 的 图 中 无 关 ,因此 图 元 素 可 以 预先 独立 地 计算 出 来 . 并 且 可 以 预先 计算 出 某 


Ф 但 是 ,如 果 对 基态 求 平均 , 则 维 克 定理 就 不 限于 在 宏观 极限 时 成 立 在 统计 学 中 相应 的 定理 的 证 
明 与 量子 电动 力学 中 (第 四 卷 $78) 的 证 明 是 一 致 的 .它们 之 间 唯 一 的 区 别 是 基态 不 同 :在 真空 中 没有 粒 
子 ,而 在 理想 气体 中 粒子 占 满 半径 为 ps 的 费 米 球 ， 对 于 p> ps 的 粒子 的 产生 和 淹没 算 符 if ,人 7 来 说 ,这 
种 区 别 根本 无 关 紧要 ,因此 可 以 将 证 明 逐 字 地 移 置 到 这 里 .对 于 p < ps 粒子 的 算 符 ,需要 事先 变换 标记 : 


2; =, .2, =, , 也 就 是 说 由 粒子 变 为 空 穴 ,而 处 于 基态 的 空 穴 在 费 米 球 内 是 不 存在 的 . 
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些 具 有 一 定数 量 端点 的 图 元 素 之 和 ,然后 再 把 这 个 “单元 "组 装 和 更 复杂 的 图 
中 . 这 是 图 技术 最 重要 的 优点 之 一 . 
有 一 种 “单元 " , 它 也 有 重要 的 独立 意义 , 即 所谓 的 自 能 函数 D、 为 了 得 出 这 
个 概念 ,现在 来 分 析 一 下 格林 函数 图 中 一 切 不 能 靠 切 断 一 条 实 联 线 而 分 为 两 部 
分 的 图 形 . 例如 ,一 级 微 扰 论 的 两 个 图 形 (13. 13) 和 二 级 微 扰 论 的 图 形 
(13. 14a 一 e) 都 属于 这 种 图 形 . 所 有 这 些 图 形 都 有 同样 的 构造 :每 个 端点 有 一 个 
因子 іс ,还 有 一 个 称 作 自 能 函数 的 内 部 部 件 (P 的 函数 ). 所 有 可 能 的 内 部 部 
件 之 和 , 称 作 精确 的 或 完全 的 自 能 函数 ,又 称 质量 算 符 ;我 们 以 - i5,s(P) 表 
示 它 . 
自 能 函数 的 全 部 图 形 对 格林 函数 的 贡献 等 于 
1 (РУ -izo(P)]ic' (Р) =1С (Р) У(Р)С(Р)6,.. (14.1) 
ЗН С = 6' 6 之 外 ,同样 也 可 写 出 
Ba(P) =6.5(Р). (14.2) 
完全 格林 函数 (图 中 以 粗 实 线 表示 ) 由 下 列 无 穷 级 数 之 和 给 出 ; 


CE © WE © (14.3) 


图 中 小 圆 表示 精确 的 自 能 函数 ( 15). 这 个 级 数 (从 第 三 项 起 ) 的 每 一 项 乃 是 
图 形 的 集合 ,这 些 图 形 还 能 截 成 彼此 间 曾 以 一 条 实 线 相连 的 两 个 、 三 个 等 等 
部 件 . 

如 果 从 级 数 (14.3) 的 第 二 项 开始 将 各 项 中 的 一 个 小 圆 连 同 其 右边 的 一 条 
连 线 “切除 ”, 则 剩 下 的 级 数 重新 与 整个 级 数 相等 ， 这 就 是 说 : 


—-—.<о- (14.4) 
将 这 个 等 式 写成 解析 形式 ,如 : 


С=С" +C3C00 ， (14.5) 
或 除 以 6G: 
1 1 
СР) "серу EP): (14.6) 
我 们 指出 ,3 的 虚 部 的 符号 与 Im G 的 符号 相同 ,根据 (8.14) 式 有 
sign Im BS(w,p) = – sign о. (14.7) 


这 个 等 式 是 考虑 到 Im C 与 Im G 的 符号 相反 由 (14.6) 式 得 出 的 ,依照 (9.7) 
式 ,Im G6! =0. 

因此 ,计算 6 归结 为 计算 3, 这 只 需 研 究 少数 图 形 . 这 个 图 形 数 还 可 以 再 减 
少 ,因为 剩余 图 形 的 部 件 会 立刻 相 加 成 很 简单 的 表达 式 . 


Ф 对照 量 子 电动 力学 中 类 似 的 定义 ,那里 将 这 个 函数 称 作 紧 致 自 能 函数 (第 四 卷 $103, $105). 
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就 是 说 我 们 从 决定 (粒子 间 是 成 对 相互 作用 ) 的 全 部 图 形 集合 中 分 离 出 
各 种 “分 枝 ” 图 ,这 些 “ 分 枝 " 图 是 用 一 条 虚线 连接 到 各 外 线 上 的 :它们 之 和 以 У, 
标记 . 所 有 这 些 图 形 都 包含 在 如 下 形状 的 一 个 骨架 图 形 之 中 中 : 


=>. 0 саа) 
= 


的 其 余部 分 用 УМЕ. 这 样 ,在 一 级 和 二 级 图 形 中 ,属于 第 一 种 的 图 形 如 下 : 





0.9.0 = 


(а) (b) (с) 





属于 第 二 种 的 图 形 为 : 


一 他 一- 0 ЕСЕ 


(5) (©) 
=> (14.10) 


(9) (е) 


(14.8) ИНОН РЕНО ВЕ пш) [ 与 此 类 似 ,(13.13a) 图 
形 中 的 细 轿 相应 于 理想 气体 的 密度 "” (р) ]. 因此 由 定义 (14.8) 可 得 
іХ, = -м(р)0(0), (14.11) 
所 以 
У=п(р)0(0) + 5,. (14.12) 
于 是 需要 特别 计算 的 只 有 х, ФЕ. 
准 粒子 的 色散 律 由 方程 (8, 16 ) 定义 ， 在 方程 中 将 G 用 了 表达 出 来 ,按照 


Ф ”如同 量 子 场 论 ,将 粗 线 和 单元 组 成 的 图 形 称 作 骨 架 图 ;每 个 这 样 的 图 都 等 价 于 无 穷 多 个 不 同 级 
的 一 般 图 形 的 一 定 集合 . 
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(14.6) 式 并 取 (9.7) 式 的 6 ,我 们 得 到 该 方程 的 下 列 形式 : 


Be) есир). (14.13) 
在 费 米 球 界面 上 , 即 当 p =Pr 时 , 准 粒子 能 量 与 人 相等. 由 此 可 见 
в-5(0,р,) er (14.14) 
结果 色散 律 方 程 ( 当 p 的 值 接近 pe 时 ) 取 如 下 形式 : 
e(P) -p= 00р рр) + (е -ppr) -HOp). (04.15) 


应 当 强 调 , 这 里 ps 是 相互 作用 粒子 系统 边界 动量 的 精确 值 ， 该 值 受 关系 式 
рь/Злт? =n 制 约 , 这 里 n 是 精确 密度 n(y) ,而 不 是 (13.5) 式 中 的 近似 密度 no . 
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研究 了 四 个 海 森 伯 少 算 符 的 了 乘积 对 基态 的 平均 中: 
Ки = (ТЧ), (15.1) 
我 们 便 得 到 图 技术 其 它 一 些 重要 概念 . 上 述 函数 称 作 双 粒 子 格林 函数 [ 因而 区 
别 于 所 谓 单 粒子 格林 函数 (7.9)]. 
为 了 运用 微 扰 论 和 建立 图 技术 ,需要 重新 改 用 相互 作用 绘 景 中 的 少 算 符 . 
如 讨论 函数 G 时 的 情况 一 样 ,这 将 使 得 在 了 乘积 记号 下 出 现 因 子 5: 
有 = 二 (7 (15.2) 
(5) 


在 零 级 近似 下 ( 即 当 $ = 1 时 ) 该 表达 式 可 分 解 成 用 G' 函数 表示 的 两 个 收缩 乘 
积 之 和 : 
Ку = G3 бы’ С 607. (15.3) 

以 下 将 要 在 动量 表象 中 讨论 以 这 种 形式 定义 的 双 粒 子 格林 函数 的 性 质 . 

对 于 均匀 系统 ,函数 Ks 实际 上 只 与 四 个 独立 自 变量 之 差 ( 例 如 XX, -Х,, 
Х.-Х,,Х, -XX ) 有关. 在 动量 表象 中 ,这 个 性 质 表现 在 : 按 所 有 变量 ，… ,XX 
展开 的 每 个 传 里 时 分 量 均 含 一 个 8 函数 ， 

| Kasiaexp{il PsXs + Р.Х, - Р.Х, - PX) }4*Х, -*.4“Х, = 
=(2m) 8 (Ps +Р, -Р, -Р,) КР, ,РзР,,Р,). (15.4) 
Ф ”我 们 还 利用 简化 记号 ,这 里 下 标 1,2,… 标 记 4 维 坐标 及 自 旋 下 标的 集合 :Xia,XaB,…( 见 44 页 


的 注解 )， 完 整地 写 出 来 是 
Кид К, С.Х, ;Xi ,Xa) 
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此 式 不 难 证 明 , 只 要 注意 到 ， 
Р.Х, + Р.Х, -Р.Х, -Р.Х, = 
=Р,(Х, -Х,) +Р,(Х, -Х,) -P(X -Х,) -Х, (Р, +Р, -Р, -Р,), 
并 对 万 -Х,,Х. -Х,,Х, Х.Х, Т. 我 们 顺便 指出 , 傅 里 叶 逆 变换 公 
式 可 写成 : 

Kn = [к Ps ВоВ, ,P, +P, -Р,) хехр! -i[P,(X,— 
аР, аР, аР, 
а 

用 这 种 形式 定义 的 函数 K,s.ws(P, ,Ps;P, ,P,) ,我 们 将 称 作 动量 表象 中 的 双 
粒子 格林 函数 ; 它 的 宗 量 以 如 下 等 式 相约 束 : 
Р, +Р, =Р, +Р, 
在 零 级 近似 ,对 于 上 述 函 数 [与 (15.3) 式 对 应 ] ,有 
Ka( Ps,P,;P,,P,) = 
= (2т)* [5 (Р, -Р,) 6 (Р,) 6% (Р,) -8 (Р, -Р.) 6% (Р) (Р,) 1. 
(15.6) 


-Х,) +Р,(Х, -Х,) -P(X -Х,) | (15.5) 


也 就 是 天 归结 为 两 个 单 粒子 格林 函数 乘积 之 和 、. 

在 微 扰 论 的 高 级 近似 中 出 现 的 一 些 项 ,是 对 这 些 单 粒 子 函数 的 修正 . 但 是 ， 
此 外 也 出 现 一 些 不 属于 С 函数 乘积 的 项 . 正 是 双 粒 子 格林 函数 的 这 个 部 分 具有 
独立 意义 . 为 了 把 它 分 离 出 来 ,我 们 将 K 表示 成 如 下 形式 : 

К. низ Pi PP Р.) = (2m) [8 (Р, -Р.)б.„,(Р,) 6. 

80Р, -Р,) 6. (Рь)б.и(Рь)] + 

+6, (Ру) би, (Ps)iT ед в, (Ру, РазРа,Р») ба, (Ру) бу», (Р). (15.7) 
以 这 种 形式 定义 的 函数 厂 称 作 顶 角 函 数 . 

根据 定义 (15. 1) ,在 空间 - 时 间 表 象 中 的 双 粒子 格林 函数 ,对 于 交换 第 一 
对 宗 量 或 第 二 对 宗 量 即 交换 1 和 2 或 交换 3 和 4( 连同 自 旋 下 标 ) 是 反对 称 的 . 
由 此 可 得 动量 表象 中 格林 函数 和 顶 角 函 数 类 似 的 对 称 性 质 : 

Ts (PssPisPi ,Ps) = –- Г, „(Р,,Р,;Р,,Р,)= 
= -Tyagal Pss PsP,,P) (15.8) 

如 果 研 究 一 下 展开 双 粒 子 格林 函数 表达 式 (15.2) 时 产生 的 各 图 之 特点 , 则 
定义 函数 [ (15.7) 式 的 末 项 ] 时 分 离 出 的 四 个 6 因子 的 意义 就 变 得 明显 了 . 
以 下 的 讨论 还 假定 粒子 之 间 是 成 对 相互 作用 的 . 

在 零 级 近似 ,函数 大 用 下 图 表示 : 


(Р,) - 


em 
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户 =P Р.Р, 
Е авн 
зат Шустан 


Р.Р, Р,=Р, 
这 些 图 对 应 于 (15.6) 式 的 两 项 . 在 一 级 微 扰 论 中 有 如 下 类 型 的 图 ®: 








о 


它们 是 对 (15.6) 式 的 每 个 独立 因子 的 修正 . 但 是 ,此 外 还 出 现 未 分 成 两 个 独立 


部 分 的 图 : 
Ру 一 一 ”一己 一 一 一 户 
(о) 2 | А | (15.9) 
Р-Р Р-Р, 


这 里 四 个 箭头 已 ,…,P, 相 应 于 (15.7) 式 最 后 一 项 中 的 四 个 6 因子 ,而 图 的 
“内 "部 定义 了 (第 一 级 的 ) 顶 角 函 数 一 一 (15.9) 图 等 式 左边 的 小 圆 . 将 这 些 图 
展 成 解析 形式 ,得 : 

Tysica Pas PasPi Ру) = —8,,8.0(Р, -Р,) +8,,8,0(Р, -Р,). 
更 高 级 的 图 包含 三 种 修正 :1) 对 两 条 未 相连 的 实 线 的 进一步 修正 ,2) 对 (15.9) 
各 图 外 线 的 自 能 型 修正 ,3) 还 有 一 种 修正 ,用 来 构成 子 图 以 代替 (15.9) 图 上 的 
虚线 ;一 切 可 能 的 这 些 子 图 之 和 便 给 出 精确 的 项 角 函 数 Г. 现在 以 骨架 图 之 和 
将 双 粒 子 格林 函数 图 示 出 来 : 


Р-Р Р.Р, 有 
+ + 这 (15.10) 
Ps=P, P=P, й 
粗 线 表 示 精 确 的 С 函数 ,而 小 圆 代表 项 角 函 数 . 


在 各 级 微 扰 论 中 计算 项 角 函 数 时 ,应 按照 $ 13 所 说 的 图 技术 规则 进行 ,而 
且 应 当 研 究 四 条 外 线 的 图 (而 不 研究 在 计算 函数 С 时 的 两 条 外 线 的 图 ). 对 决 


Ф 如 单 粒子 格林 函数 的 情况 一 样 ,定义 (15.2) 中 的 因子 ($) -! 可 消去 不 相连 的 实 线圈 图 
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定 图 的 共同 符号 规则 3) ,应 当 补充 下 述 规定 :如 果 外 线 1 与 4,2 与 3( 代 替 1 与 
3,2 与 4) 是 以 实 线 连续 依次 连接 的 ,那么 图 就 改 为 相反 的 符号 . 
作为 例子 ,我们 把 确定 二 级 微 扰 论 中 项 角 函 数 的 图 画 出 来 : 


(15.11) 


+ ө) + НА + я +34) 
т Р 


自 能 函数 与 项 角 函 数 (与 古 ) 不 是 不 相关 的 ;它们 之 间 以 一 定 的 积分 方程 
(ЖЖ) ФН. 

为 推导 戴 森 方程 ,我们 可 利用 方程 (9.5) ,该 方程 (该 处 曾 指出 ) 在 考虑 到 粒 
子 相互 作用 时 也 成 立 . 但 是 与 $9 中 的 推导 相 比 ,其 差别 在 于 现在 у 算 符 满足 
方程 (7.8). 在 此 方程 中 略 去 含 外 场 的 项 ,并 将 其 中 的 微 商 8 区 /65 代入 (9.5) 
式 ,得 : 


| 9 AL ла 
(ити) СХ, Х,) - 5..5 (Х, -Х,) = 


ЕСТ СОС =) Ф, СХ) а, - $45) $; (Х,)) = 
= i Ји, „Охх НХ, (15.12) 


因为 K 可 以 按照 (15.7) 式 通过 栈 表 达 出 来 ,所 以 这 个 等 式 原则 上 解决 了 所 提 
出 的 问题 . 下 面 要 做 的 只 是 再 把 它 转 到 动量 表象 . 为 此 ,给 等 式 (15.12) 乘 以 
exp[iP(X -Х,) ] ,把 Ka 和 Us 分 别 写成 (15.5) 和 (13. 9) 的 形式 ,并 对 
ФОХ -入 ) 求 积分 这样, 对 4 维 坐标 求 积分 给 出 8 函数 ,后 者 将 因 对 4 维 动 
量 的 积分 而 消 掉 ， 最 后 得 到 : 


Ф 该 方程 类 似 于 量子 电动 力学 中 的 戴 森 ( Dyson ) 方 程 ( 见 第 四 卷 $ 107). 
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ГС …(P)C(P) -1]8w= 
P,d’P, 
(2=)* 





= -i {Kel Pss PasP, +Р, -P,P)U(P- ро? . (15.13) 


А С° (Р) н (9.7) АН. 
现在 还 要 用 二 表达 K. 将 (15.7) 式 代 人 (15. 13) 式 ,最 后 便 得 出 下 列 形式 

的 戴 森 方程 :“ 

Saal С° (Р) -6`'(Р)] =5.5(Р) = 

=0(0)п(м) 6 +39, U(P- вас, = 
+ [ Гиз РЬ „РьзР +P, -P,P)G(P,)G(P,)G(P, +Р, -Р) х 
аР, аР, 
(2т)* ' 
Ж п(р) 为 系统 的 精确 密度 , 它 是 系统 化 学 势 的 函数 ;这 个 因子 是 按 公式 
(7.24) 积 分 С 函数 时 出 现 的 (同时 考虑 该 6 函数 是 由 收缩 多 * 儿 产生 的 )， 注 
意 ,方程 (15. 14) 右边 的 第 一 项 就 是 (14. 11) 式 的 Х,. 
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以 上 几 节 建立 的 数学 工具 ,使 我 们 有 可 能 严格 论证 和 更 深刻 理解 朗 道 费 米 
液体 理论 基本 关系 式 的 意义 ,这 些 关系 式 在 第 一 章 里 曾 用 直观 方法 在 一 定 程度 
上 作 过 介绍 . 在 $ 16 一 $ 20 就 将 论述 这 一 问题 

项 角 函 数 与 准 粒子 相互 散射 幅 之 间 存 在 密切 的 关系 . 为 了 更 好 地 了 解 这 种 
关系 ,我 们 首先 在 纯 量子 力学 范围 内 研究 真空 中 两 个 粒子 的 散射 问题 . 

在 量子 力学 中 ,“ 四 条 腿 图 "是 有 四 条 外 线 ( 两 条 入 射线 和 两 条 出 射线 ) 的 
图 一 一 相应 于 两 个 粒子 的 碰撞 过 程 ;而 在 图 的 解析 表达 式 中 ,外 线 相当 于 自由 粒 
子 波 函 数 (平面 波 ) 的 振幅 ( 见 第 四 卷 $106). 现在 ,我 们 将 看 到 各 级 图 怎样 如 

给 出 散射 幅 通常 的 非 相对 论 玻 恩 展开 序列 的 各 项 . 

首先 ,在 真空 情况 下 大 多 数 图 总 是 化 为 零 的 . 这 一 点 ,在 坐标 表象 中 最 容易 
理解 ,因为 我 们 注意 到 :在 真空 中 一 切 ( 宋 ' 多) 形 的 收缩 都 等 于 零 , 此 时 泽 没 算 符 
位 于 右边 并 首先 作用 在 真空 态 上 ,而 剩余 的 只 是 ( 旬 间 * ) 形 的 收缩 项 . 因此 ,一 
切 含 实 线 图 的 图 都 变 成 零 ,这 些 图 总 有 ( 完 ' 宋 ) 形 的 收缩 ， 根 据 同样 理由 ,对 格 


х0(Р-Р,) ~ (15.14) 























Ф $16 $18 的 内 容 是 属于 几 Д. 朗 道 的 工作 (1958) $19, $20 的 内 容 是 属于 Л. Д. 朗 道 和 
Л.П. ЖЗИ ЖИ ТАЕ (1959). 
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林 函 数 (也 就 是 对 图 的 实 内 线 ) 的 一 切 修正 都 等 于 零 D. 最 后 ,具有 交叉 虚线 的 

图 也 为 零 ;例如 ,在 下 图 中 (这 里 数字 1 和 2 表示 宗 量 4 和 ee 

已 ) , 当 >4 时 ,上 内 线 对 应 于 收缩 (名 Ф,) =0, Ф ь < 7 

по ОЎ $,) =0 对 应 于 下 内 线 . Sn 
这 样 一 来 ,对 于 真空 中 的 两 个 粒子 ,只 剩 下 如 下 的 图 ， 

它们 组 成 所 谓 “ 梯 形 级 数 ”: 


二 | 963—4) 
о А ПЕЕ 3-4) 
(16.1) 
图 中 的 实 内 线 对 应 于 真空 格林 函数 
а Е 
С (op) = [2-2 +0] (16.2) 


ОЖЛЕЖЕр =0 时 的 (9.7) 式 ]. 应 注意 ,由 于 分 母 没有 几 , 这 个 函数 的 极点 总 在 复 
变数 о 的 一 定 的 (下 ) 半 平面 上 . 上 述 图 都 变 为 零 的 情况 之 所 以 发 生 ,从 数学 观 
点 来 说 ,是 由 于 被 积 式 的 全 部 极点 都 分 布 在 同一 个 半 平 面 上 的 缘故 . 在 另 一 
平面 上 闭合 积分 路 径 时 ,积分 显然 变 为 零 . 

将 梯形 级 数 (16. 1) 转 化 为 积分 方程 , 便 可 以 对 该 级 数 求 和 [ 对 照 下 面 类 似 
的 级 数 (17.3) 求 和 ]. 如 果 首 先 略 去 具有 交换 外 线 端 点 3 和 4 的 图 , 则 该 方程 与 
动量 表象 中 不 考虑 全 同性 的 双 粒 子 薛 定 刘 方 程 [第 三 卷 方程 (130.9) ] 是 等 价 
的 . 相应 地 , 顶 角 函 数 一 可 用 下 式 通 过 双 粒 子 的 散射 幅 了 表达 出 来 : 


4 
Глоб РУ „РезР„Рь) = вби, (16.3) 


若 添上 具有 交换 外 线 端点 3 和 4 的 图 ,会 使 散射 幅 反 对 称 化 ,对 于 费 米子 本 应 这 
ЖЕ. 在 微 扰 论 的 一 级 近似 下 ,只 剩 下 (16.1) 的 第 一 图 和 具有 交换 外 线 端 点 的 一 
个 图 ,其 中 完全 不 含 6'** .于 是 可 得 到 散射 辐 通 常 的 一 级 玻 恩 近似 公式 ， 以 后 
的 高 级 图 ,在 对 中 间 的 频率 进行 积分 之 后 ,将 给 出 散射 辐 修正 的 高 级 玻 恩 近 似 的 
已 知 表达 式 . 

在 费 米 液体 中 ,与 介质 粒子 相互 作用 的 碰撞 粒子 可 等 效 地 用 准 粒子 来 代替 . 
所 有 与 这 种 相互 作用 有 关 的 对 图 的 内 线 修正 ,函数 太 的 定义 都 自动 地 顾及 到 
Т. 但 是 对 外 线 修正 , 需 另 加 考虑 .量子 场 论 指 出 ,由 于 普遍 要 求 散射 矩阵 具有 








Ф 在 真空 中 格林 函数 不 出 现任 何 修正 只 表明 单个 粒子 跟 任何 别 的 都 不 发 生 相互 作用 . 与 此 相关 ， 
我 们 记得 相对 论 粒 子 格林 函数 的 真空 修正 与 可 能 出 现 虚 电子 对 和 虚 光 子 的 中 间 态 有 关 . 


- 58 - 第 二 章 T=0 时 费 米 系统 的 格林 函数 





么 正 性 ,这 些 修正 将 使 散射 辐 中 的 每 条 自由 外 线 出 现 因子 VZ ,这 里 Z 是 格林 函 
数 的 重 整 化 常数 ( 见 第 四 卷 $ 110) ;对 于 具有 四 条 外 线 的 图 ,这 意味 着 要 乘 以 
2. 虽说 量子 场 论 的 结论 对 于 费 米 液体 中 的 准 粒 子 也 成 立 ,但 在 这 里 我 们 也 可 
以 借助 更 简单 (虽然 并 不 严格 ) 的 讨论 来 解释 这 个 乘 数 的 来 由 . 

问题 在 于 ,液体 的 格林 函数 在 接近 自己 的 极点 处 [ (10.2) 式 中 的 第 一 项 ] 与 
理想 气体 的 格林 函数 只 差 一 个 因子 2. 如 果 以 算 符 9, = ФЛ, 7 
分 别 代替 Т р ,那么 由 它们 组 成 的 格林 函数 6,。 = 6/2, 就 很 像 理想 气体 的 
格林 函数 在 极点 附近 的 行为 .就 此 意义 来 说 ,这 些 算 符 可 以 看 作 是 准 粒子 理想 
气体 的 少 算 符 . 按 这 些 算 符 确定 的 双 粒 子 格林 函数 将 是 K,, =K/2 ,因此 [依照 
定义 (15.7) ] 顶 角 部 分 Г, = 有 22 ,这 就 是 我 们 所 需要 的 证 明 . 

在 应 用 于 准 粒 子 时 ,我 们 感 兴趣 的 与 其 说 是 散射 截面 ,不 如 说 是 (1 s 内 在 
1 em 液体 中 的 ) 碰撞 数 ， 对 于 粒子 的 动量 变化 和 自 旋 投 影 变化 (Pia,paB-p;y， 
p46) 都 已 知 的 碰撞 来 说 ,这 种 碰撞 数 用 下 列 公式 给 出 : 

dW =2т| 2 Г.в (Р, ,Р,;Р,,Р,) |8 (5, +8. -5, -е,) х 

Фр, Фр. ps 
2 (От)? 
其 中 pp, +р, = р; +р,,п, ЕВРЕ ВА. п, 和 n,, 两 个 因子 只 是 表明 这 一 
事实 : 初 动量 ( 和 自 旋 投影 ) 为 已 知 的 准 粒子 的 碰撞 数 与 单位 体积 中 这 种 准 粒子 
数 成 正比 . 根据 泡 利 原理 ,因子 (1 -mw, ) 和 (1 ~- mw, ) 与 下 列 事实 有 关 : 只 有 未 态 
未 被 占据 时 ,碰撞 才能 发 生 . 
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在 费 米 液体 理论 中 , 当 两 对 变量 P, 与 P, 及 P, 与 P, 的 值 都 很 接近 时 ,项 角 函 
数 起 着 重要 作用 (其 中 我 们 将 看 到 该 函数 与 准 粒 子 相互 作 用 函数 有 密切 关系 ). 
鉴于 下 列 关系 : 








Xnpnp(l-n,)(l-n,) (16.4) 


Pi +Р, =Р, +Р., 
ВЕ Р, =Р, +К,Р, =Р, -K, 并 引入 简化 记号 
Tp( Pi +К,Р, -К;Р,,Р,) =T „(К;Р ,Р,), (17.1) 

我 们 将 研究 这 个 函数 在 小 天 值 的 情况 . 用 准 粒 子 散 射 过 程 的 术语 来 说 ,就 是 要 
研究 接近 于 “向 前 散射 " 的 碰撞 如 何 传递 小 的 4 维 动量 . 

当 玉 =0 时 ,我 们 看 到 函数 六 具有 奇异 性 ;而 我 们 感 兴趣 的 , 正 是 该 函数 具 
有 这 种 奇异 性 的 那 一 部 分 . 根据 对 如 下 骨架 图 的 分 析 , 不 难 理解 这 种 奇异 性 的 
来 由 : 
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Ру OH 天 Р, 
(17.2) 


РК о Р,-К 


Е Е 
Р. 2 НИВА АВЕ ‚ЕП НТА ЭНЕ О. РА Е ЕН НУЖНА ЯН ЕН 0 
单 粒子 格林 函数 G(0) 和 6G(Q+K) ,并 且 要 对 图 中 4 维 动量 0 进行 积分 . м К 
0 时 ,这 两 个 函数 的 宗 量 相互 靠近 ,因而 它们 的 极点 也 相互 靠近 . 相互 靠近 的 极 
点 将 “ 紧 夹 "积分 路 线 ( 见 下 文 ) ,这 就 是 函数 卫 中 出 现 奇异 性 的 根源 . 

为 了 算出 精确 的 函数 三 ,需要 对 微 扰 论 的 整个 级 数 求 和 :. 由 于 我 们 的 目的 
在 于 分 离 出 K =0 时 具有 奇异 性 的 部 分 ,首先 要 将 下 述 所 有 图 的 贡献 分 离开 , 即 
这 些 图 不 能 靠 切断 两 条 4 ЖЕНЕ (Я Е КН) 的 实 线 而 被 截 开 . 9 К =0 


时 函数 厂 不 具有 奇异 性 的 部 分 ,我 们 记 作 到 ;在 产 中 可 以 设 K=0, 因 此 大 只 


是 变量 P,P, 的 函数 :了 ,swo( P,P,). 至 于 说 到 “危险 "的 图 ,可 将 它们 按 其 所 含 
宗 量 相 近 的 双 线 对 的 数目 来 分 类 . 因此 ,完全 的 顶 角 部 分 厂 可 用 下 图 的 无 穷 


Рр Р, 


Ру+К PK 


这 里 ,空白 小 圆 相 应 于 待 求 的 i 太 ,阴影 小 圆 代表 i 太 .这 些 图 上 的 外 线 ,不 含 在 下 
的 定义 中 ,它们 只 用 于 指明 人 射 和 出 射 的 4 维 动量 的 数目 和 数值 . 

图 (17.3) 上 的 一 切 内 线 都 是 粗 线 ,它们 对 应 于 精确 的 6 函数 . 因此 我 们 强 
调 ,之 所 以 可 将 入 表现 为 这 些 骨架 图 (以 及 由 之 得 出 的 一 切 推论 ) , 绝 不 是 假定 
粒子 之 间 具 有 成 对 相互 作用 ,因为 这 里 没有 显 形式 的 虚线 ,实际 上 只 有 小 圆 所 表 
示 的 单元 内 部 构造 (这 里 我 们 不 感 兴趣 ) 才 与 相互 作用 性 质 有 关 @. 
对 级 数 (17.3) 的 求 和 问题 ,归结 为 解 积分 方程 ,为 了 得 到 这 个 方程 ,整个 级 








Ф 例如 ,在 (17.2) 式 按 成 对 相互 作用 的 二 级 微 扰 论 中 ,包含 图 (15. а,Ь, с) 及 交换 外 线 端点 3 和 
4 的 图 (15. 11е). 

Ф 这 里 只 假定 有 如 粒子 数 守恒 一 类 的 普遍 性 质 , 粒子 数 守 便 表 现在 图 的 每 个 断面 上 向 右 通过 和 向 
左 通过 的 线 数 之 差 保持 不 变 (对 于 (17.3) 型 图 的 各 个 断面 ,这 个 差 等 于 零 ) . 
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数 尚 需 “ 乘 ”一 个 六 , 即 以 如 下 级 数 代替 (17.3): 


与 原来 的 级 数 (17.3) 比 较 , 可 得 到 等 式 
Р! ок Р Р; Р, Р, Р, 
= = (17.4) 


PK 0 РК PHK РК P+k Р,-К 


将 这 个 图 等 式 写成 解析 形式 时 , 即 给 出 待 求 的 积分 方程 ; 
Гав КУР, ,P,) = 


= Г.Р.) if ГС Р:,0)6( 0 +К)6(0)х (17.5) 


С 
Хак: TE 





这 里 ,如 上 所 述 ,在 函数 Г 中 假定 K =0; 利 用 前 面 已 引入 的 王 和 六 的 简化 记 
号 ,并 假定 Ce = C5。. 

为 了 考察 这 个 方程 ,我 们 首先 研究 方程 核 中 的 乘积 6( 8 + К)С(0). 我 们 
讲 过 , 当 小 时 ,两 个 因子 的 极点 相互 接近 . 这 些 极点 附近 С 函数 表现 为 极点 项 
(10.2). 把 4 维 矢量 K 和 0 的 分 量 按照 

K=(w,k), 0=(4,9) (17.6) 
表示 出 来 ,于 是 在 这 个 范围 内 ,可 写成 : 
G(Q)G(Q+K)~Z {go -ve(g рь) + 


+15, ] [go +0 -5, (14+! -р,) +15,]7' (17.7) 
2 д, ,6 为 无 穷 小 附加 项 ,它们 的 符号 (在 极点 附近 ) 根据 下 式 确定 : 
sign 5, = sign(g -Pr)， (17.8) 


sign 5, = sign( |4 + 大 | 一 Pr)- 

6, 和 6, 的 符号 决定 极点 在 复 变量 qo 的 上 半 平 面 或 下 半 平 面 上 的 位 置 . 在 极 
点 间 夹 紧 dgo 积 分 的 回路 ( 实 轴 )， 结果 ,积分 方程 的 核 ( 随 之 方程 的 解 ) 将 出 现 
奇异 性 . 极点 应 位 于 回路 的 两 侧 , 即 位 于 不 同 的 半 平 面 上 . 

我 们 首先 假定 9 :大 >0, 即 cos 6>0, 这 里 6 为 9 和 大 的 夹 角 . М ар, 
[9+К| >р, Р |а +k| >g, 并 且 8, 和 656, 具有 不 同 的 符号 (8, <0,5, >0) ,这 是 
由 于 上 的 微小 性 等 价 于 
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pe – ксоѕ 0 <4<р,- (17.9) 
在 (17.5) 式 中 进一步 对 dg 求 积分 时 ,可 以 用 无 穷 远 的 半圆 周 (在 上 半 平 面 或 在 
下 半 平 面 全 一 样 ) 将 积分 路 线 封闭 起 来 ,这 时 ,积分 便 决 定 于 被 积 式 在 相应 的 极 


点 的 留 数 . 同时 ,由 于 (17.9) 的 间隔 狭窄 ( 当 上 微小 时 ) ,在 积分 号 下 古 和 六 的 
因子 中 可 取 k=0, 相 应 地 对 于 各 极点 的 位 置 来 说 ( 当 和 ,w 微小 时 ) :go =0. 

换言之 ,在 积分 方程 (17.5) 核 中 极点 因子 的 乘积 (17.7) ,就 其 本 身 所 起 作 
用 的 意义 来 说 ,相当 于 8 函数 : 

АӘ( 4) 8(9 рь), 
其 中 系数 4 由 如 下 积分 决定 : 
а=] 2244,4 
[go =0(9 рь) +18, ] [49 +@ -ve( |q +k| -рь) - 18,1 

当 4 位 于 (17.9) 间 隔 之 外 时 , 则 两 个 极点 位 于 复 变 量 ge 的 同一 个 半 平 面 上 ,而 
对 dgo 的 积分 围 道 在 另 一 个 半 平 面 上 封闭 ,我 们 知道 积分 将 为 零 . 但 在 (17.9) 的 
区 域内 ,在 其 中 一 个 半 平 面 上 封闭 积分 围 道 ,并 对 这 个 半 平 面 上 极点 的 留 数 计算 
积分 ,我 们 求 得 : 








二 211244 
А El 
[注意 ,在 (17.9) 的 区 域内 8, <0,5, >0]. 因为 按 条 件 (17.9) дер, >>k, 所 以 
可 取 |4 +k| -g~keos 9, 再 考虑 到 (17.9) 的 两 侧 界限 ,就 有 : 
_ 2112 Ксоз 0 
7 о – Еоусоѕ 0 
用 同样 方法 不 难 证 明 , 当 cos 0 <0 时 ,也 可 以 得 到 4 的 这 个 表达 式 (但 i0 的 
符号 不 同 , 这 时 应 在 9 >Pr,|4 +k| <ps 的 区 域内 进行 积分 ). 因 此 ,方程 (17. 5) 
的 核 中 有 : 
211271 - kd( go -Рь 
ССК СЧ 0 с). (17.10) 
НТ: 以 代替 kcos 0(1=g/gq) ,函数 p( 当 小 KK 时 ) 不 包含 8 函数 部 分 , 因 
此 其 中 可 以 取 K=0. 
将 (17.10) 式 代入 (17.5) 式 ,我 们 得 到 下 列 形式 的 基本 积分 方程 : 
ГС КУР „Р,) = FT soa P,P,) - 
и 4 
i/ Fa Pi Гиор 
2 fF Pi,0) Tosa Кв. 
(29) Tw Pio Ta KsQe,P, 


在 最 后 一 项 中 作 代 换 :d"Q =g dgdoidgqo( 这 里 do 为 1 方向 上 的 立体 角 元 ) ,并 对 


1. kdo, 
w-vrl*k 








(17.11) 
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dgdgqo 取 积分 消去 5 И. ХИ Г Я Г 中 , 宗 量 @ 取 费 米面 上 的 值 ; 
0, = (0,р,1). 

应 注意 到 方程 (17. 11) ОВОР 1. k/(w п! + 好 的 特殊 性 质 : 当 大 0， 
00 时 , 它 的 极限 与 这 时 比值 w/k 所 趋 近 的 极限 有 关 . 因而 方程 的 解 亦 将 具有 
这 种 特性 :函数 ГС КУР, ,P,) 当 K-*0 时 的 极限 依赖 于 w 和 大 趋 近 于 零 的 方式 . 

我 们 以 T*( P,P,) 表 示 极限 : 

Г.Р, Р.) = limT ва КУР, „Рь) , 4 kh/w—0 (17.12) 
(Е $18 中 我 们 将 会 看 到 , 准 粒子 相互 作用 函数 恰好 与 这 个 量 有 关 )， 当 以 这 种 
方式 过 渡 到 极限 时 , (17. 11) 式 中 最 后 一 个 积分 项 的 核 变 为 零 ,所 以 "满足 
方程 : 
Г.в Pi ,Ps) = 
= Р, (Р.Р) 1 [ Га (PO PO Г, С.В.) 0. 5 (17.13) 
Ў н.а (2а) 
注意 ,由 于 (15.8) 式 , 则 
人 (17.14) 


由 (17.11) 和 (17. 13 ) 两 个 方程 可 以 消 掉 Г. 消 掉 后 ,结果 为 : 
Treoe(KiPP:) = Ts,0g( Pi,P,) + 
тр 
+ а 
(2т) 
事实 上 ,如 果 形式 上 将 (17.3) 式 写成 =L7*, 则 (17. 11) 式 可 写成 : 
Zpr 1. 
(2т)* ш-ь! 大 


Т. kdo, 
四 一 DFI 大 








{Tia P,Q Г KiQrsP,) (17.15) 





[Г=Г+ Чо, 
№ Г = [ГКЛ ЕК ВНИИ [ЧЕЛ ИИ „ВЕН (7. 15 ) 式 . 
现在 我 们 按照 下 式 引入 函数 Г": _ 
CPP) = аг, (КАР, Р) o/hs0 (17.16) 
这 个 函数 ( 乘 以 7) ТЕ ЈАТА ВТГ ЯН СВ Р,,Р, Р, ,Р, ЕК), ВАЛУТИ 
面 上 由 准 粒子 产生 的 真实 物理 过 程 : 即 留 在 该 表面 的 准 粒 子 的 磁 撞 引起 无 能 量 
改变 的 动量 变化 ,因此 过 滤 到 动量 传递 为 零 (k 一 0) 的 极限 ,应 在 能 量 的 传递 严 
格 等 于 零 (w =0) 的 情况 下 进行 . 前 面 引入 的 函数 Г" ,相应 于 动量 传递 严格 等 
于 零 (k=0) 时 小 能 量 传递 的 非 物 理 “ 散 射 "的 极限 情况 . 
在 (17.15) 式 中 , 取 w=0, 青 过 渡 到 k=0 的 极限 ,并 以 ZZ? 乘 等 式 的 两 边 , 则 
得 : 





2Гу (Р.Р) = 2 Г в(Р,,Р,) - 


$18 ШЯЕЗЖНТННиЯ НИХ Я - 63. 





-可 Jer 和 CCP 0D Ta(OrPa)dor (17.17) 


因此 ,存在 一 个 联系 向 前 散射 幅 两 种 极限 形式 的 普遍 关系 . 

函数 Г 的 反对 称 性 质 (15.8) ,给 出 P, 一 P, 时 夏 和 1" 行为 的 一 个 信息 . 在 
该 等 式 中 , 取 P, =Р, ,a =B ,我 们 得 到 : 

Te(P +К,Р, -К;Р,,Р,) =0 (17.18) 

Охта Кт!) Ф. 在 此 等 式 中 ,应 谨慎 进行 向 "或 的 过 渡 , 因 为 在 
和 六" 中 ,首先 取 K=0, 而 在 (17.18) 式 中 , 则 首先 取 Р, = 已 . 

同时 令 K 和 P, -已 =S$= (ss) 都 是 小 量 ， 这 样 , 除 图 (17.2) 以 外 ,下 图 也 
将 是 危险 的 : 


Р 


1 QtrstKk Р | 


PK 2 Р.+К 


НИ, 4 К, 5—0 时 ,函数 六 so 将 依赖 于 两 个 “特殊 " 宗 量 ; 

w 5+0 

大 = Те +8] 

当 x=y 时 ,(17.18) 式 表示 该 函数 变 为 零 . 我 们 来 研究 费 米面 上 Г 的 值 ;这 时 
=so =0, 因 而 y=0. 所 以 只 有 当 *=0 时 ,在 这 个 极限 上 才 有 等 式 (17.18). 换 
言 之 ,在 费 米 面 上 对 于 六 的 等 式 是 成 立 的 ， 

(P,P) =0 (17.19) 


х= 


Г», ва 


(№. О. Mermin ,1967 ) . 


$18 项 角 函 数 与 准 粒子 相互 作用 函数 的 关系 


正如 在 定义 单 粒 子 格林 函数 的 (7.9) 式 的 矩阵 元 的 结构 中 ,包含 粒子 数 为 
N+1 的 中 间 态 一 样 ,在 构成 双 粒 子 格林 函数 (矩阵 元 (15.1) ) 中 ,也 包含 粒子 数 
为 W,NW+l,Nt+2 的 中 间 态 @. 

由 于 存在 粒子 数 为 V+1 的 中 间 态 , 双 粒 子 格林 函数 的 极点 与 G 函数 的 极 


Ф 当 只 考虑 准 粒子 自 旋 之 间 的 交换 相互 作用 时 ,所 有 7s ss 中 仅仅 ,不 等 于 零 ， 这 个 论断 表 
明 ,散射 时 自 施 拓 量具 有 不 变性 ， 此 论断 也 可 以 直接 根据 (2.4) 形 的 表达 式 来 验证 . 
加 ”例如 ,粒子 数 为 久 的 状态 在 乘积 的 算 符 序列 $, 9; НЯ. ПРИ У +2 ААБ, 


相应 于 9,9. Ў 这 样 的 序列 . 
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点 ( 即 与 准 粒子 能 量 ) 是 一 致 的 ， 但 是 ,所 对 应 的 各 因子 ,已 在 (15.7) 式 中 以 显 
形式 被 分 解 出 来 . 因此 ,以 这 个 顶 角 公式 所 定义 的 函数 生 , 只 具有 对 应 于 粒子 数 
为 N 和 N+2 的 各 态 的 极点 . 这 些 态 的 角 动 量 与 基态 的 角 动 量 之 差 为 0 或 1, 因 
此 相应 于 这 些 极点 的 元 激发 具有 整数 自 旋 (0 或 1) ,所 以 它们 遵从 玻 色 统计 . 换 
句 话 说, 顶 角 函 数 的 各 极点 决定 费 米 液 体能 谱 的 玻 色 支 . 

由 粒子 数 不 变 的 中 间 态 产生 的 极点 ,相应 于 元 激发 是 零 声 量子 . 在 图 技术 
中 ,中 间 态 相应 于 各 图 的 不 同 断面 ,它们 在 图 的 某 些 外 线 之 间 将 图 分 成 两 个 部 
分 . 在 这 种 情况 下 ,粒子 数 不 变 的 诸 中 间 态 相应 于 图 (17.3 ) 的 各 断面 ,它们 分 别 


截断 连接 相 邻 的 六 单元 的 一 对 实 线 ;在 这 些 状态 中 ,粒子 数 的 不 变性 表现 在 穿 
过 断面 两 侧 的 线 数 是 相同 的 . 通过 这 种 截面 所 迁移 的 4 维 动量 是 : (0 +K) - 
Q = 天 ;因此 ,粒子 数 不 变 的 元 激发 则 相应 于 变量 为 K ОТВ ГС К;Р,,Р,) 
极点 . 

在 前 面 [推导 (17. 10) 式 时 ] 我 们 看 到 ,在 4 维 矢量 8 和 0Q +K 中 的 两 个 动 
量 9 和 4 +k, 其 一 应 大 于 边界 动量 p; ,而 另 一 个 应 小 于 pe， 从 另 一 方面 来 看 , 当 
基态 激发 时 ,在 费 米 球 外 的 只 能 是 “粒子 ” ,而 在 球 内 的 只 能 是 “ 空 穴 ". 就 此 意 
义 可 以 说 , 费 米 液体 中 的 零 激发 ,可 看 作 是 粒子 与 空 穴 的 束缚 态 @. 

相应 于 N +2 个 粒子 中 间 态 的 元 激发 [它们 相应 于 函数 Г( КУР, ,P,) 对 变量 
已 +P; 的 极点 ] ,可 以 看 作 两 个 粒子 或 两 个 空 穴 的 束缚 态 . 但 是 ,这 种 状态 的 存 
在 (第 五 章 将 要 说 明 ) ,将 使 费 米 液体 具有 超 流 性 ,因而 也 需 对 图 技术 的 全 部 数 
学 工具 作 重 要 的 改变 . 

因此 ,为 了 确定 费 米 液体 非 超 流 能 谱 的 玻 色 支 ,应 当 研 究 变量 为 K = (w,k) 
的 顶 角 函数 修 (K;P ,P,) 的 极点 ， 每 取 一 个 值 ,对 应 于 极点 便 有 一 定 的 能 量 
w=w(K) ,于 是 就 确定 了 这 些 激发 的 色散 律 . 对 于 弱 激 发 态 ,w 和 上 都 小 ,因此 
可 以 利用 已 得 到 的 在 K 为 小 值 的 区 域内 函数 ГС К;Р, ,P,) 的 方程 . 

在 函数 Г 的 极点 附近 ,方程 (17. 15 ) 的 左边 及 其 右边 的 积分 是 非常 大 的 量 ; 
而 7*( P,P,) 项 仍 是 有 限 的 ,因此 可 以 略 去 ， 其 次 应 注意 ,在 方程 (17. 15) 中 对 
函数 厂 进 行 的 运算 没有 涉及 变量 P, 及 下 标 B 和 5, 即 它们 在 方程 中 只 起 不 重要 
的 参量 作用 最 后 ,我们 来 研究 在 费 米 球面 上 的 函数 Г, А Р, = (0,pyn) ,其 
中 为 变 单位 矢量 基于 所 有 上 边 这 些 论述 ,我 们 作出 这 样 的 结论 :确定 费 米 液 
体 中 的 声 激发 ,归结 为 求 下 列 积分 方程 的 本 征 值 问题 : 





Ф 就 问题 的 这 种 提 法 来 说 ,在 形式 上 与 量子 电动 力学 中 ( 见 第 四 卷 $ 125 ) 电 子 和 正 电子 束缚 态 能 
级 的 定义 有 许多 共同 之 处 ， 特别 是 ,方程 (17. 4 一 17, 5 ) 类 似 于 第 四 卷 的 Веће - Salpeter 方程 (125. 10— 
125.11). 
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kdo, 
Х,.(п) = о =. 218 ту табо, (18.1) 
式 中 Xe(m) 为 辅助 函数 . 
为 改造 这 个 方程 ,引入 如 下 新 的 函数 代替 X: 
п-к 
Vya (1) on Xm), (18.2) 


这 时 ,方程 (18.1) 取 如 下 形式 : 
боста mn) еа У тсн п’). (п’) до’ (18.3) 


(记号 1 换 成 n'). 

这 个 方程 的 形状 , 同 费 米 液体 振动 的 动 理学 方程 (4. 10) 完 全 一 致 .将 两 个 

方程 作对 比 ,可 导出 准 粒子 相互 作用 函数 与 函数 之 间 的 下 列 对 应 关系 : 
sca( рьт реп!) = 2° Ги, в(п,п’). (18.4) 
因而 弄 清楚 了 函数 /和 准 粒子 散射 性 质 之 间 的 关系 . 

等 式 (18.4) 将 8 与 非 物理 过 程 散 射 幅 联 系 起 来 了 .现在 利用 公式 (17.17) 
得 出 了 同 费 米面 上 准 粒 子 的 “物理 "向 前 散射 幅 之 间 的 显示 关系 ,我 们 把 该 散射 
幅 表示 成 : 

Ава ( т, ma) = Г; (т.п). (18.5) 
在 费 米面 上 ,关系 式 (17.17) 取 如 下 形式 : 


Аат) = 
А 
Ре А р до’ 

аСт) сур аттат) д. (18.6) 


函数 4 和 /的 自 旋 关 系 可 以 用 泡 利 矩阵 с 来 表达 . 在 一 般 情况 下 ,这 两 个 
函数 可 以 包含 四 个 矢量 п, ,ma ,ol ,0 的 任何 标量 组 合 .但 如 果 粒 子 间 的 作用 是 
交换 相互 作用 , 则 可 容许 的 标 积 只 是 п, сп, Жо, -0,. 这 样 ,函数 4 和 /[ 如 在 
(2.4) 式 中 对 待 7 的 作法 一 样 ] 可 以 表 为 : 


各 атол) = (96,6 +C(0)0,. он, 
5; 


ть 
其 中 系数 Р,С,В,С ЯЖ пт, ВЕ 9 М. 将 这 些 函 数 按 勒 让 德 多 项 
式 展开 : 


А (тот) =В(9)8,,8 +609)о,, ow, (18.7) 
А 


Ф 上 述 的 一 般 推导 属于 Л. Д. 朗 道 的 工作 (1958)， 稍 旱 一 些 ,A. Б. Мигдаи 和 В. М. Галицкий 对 具 
体 的 (17.3) 型 图 进行 求 和 ,从 而 得 出 弱 非 理想 费 米 气体 的 动 理学 方程 ,应当 指 出 ,在 气体 情况 下 ,6 函数 
中 (在 零 级 近似 ) 只 含有 极点 项 ,因而 不 存在 消除 非 极点 项 的 问题 . 
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В(9) = у (21 +1)В,Р,( сов 9) ,-*-, (18.8) 
= 


将 (18.7 一 18.8) 式 代入 (18.6) 式 ,并 算出 积分 (这 时 利用 勒 让 德 多 项 式 加 法 定 
理 ) ,可 得 : 
Bi=F(1-B), C=G(1-C). (18.9) 
这 些 公式 建立 了 了 和 4 的 展开 系数 间 的 简单 代数 关系 . 
由 稳定 性 条 件 (2. 19—2.20) 可 导出 类 似 的 关于 系数 B,,C, 的 不 等 式 : 

В, <1, С, <1. (18.10) 
此 外 ,这 些 系数 还 满足 由 公式 (17.19) 得 出 的 关系 式 : 

B(0) +С(0) =0 


或 у (21+1)(В,+С,) =0. (18.11) 
等 式 (18.9),(18.11) 连 同 条 件 (18.10) 足 以 证 明 一 个 有 趣 的 论断 :在 一 切 稳定 
的 费 米 液体 中 ,至 少 有 一 个 (寻常 的 或 有 自 旋 的 ) 轴 对 称 的 零 声 支 0. 

$19 格林 函数 微 商 恒等式 


在 有 关 格 林 函 数 的 数学 工具 中 ,格林 函数 的 微 商 和 准 粒子 散射 幅 之 间 的 某 
些 恒 等 关系 起 着 重要 作用 . 这 些 关系 式 的 推导 都 是 同样 的 , 即 算出 在 某 一 虚设 
的 “外 场 ”影响 下 格林 函数 的 改变 ,而 该 外 场 对 系统 作用 的 结果 预先 是 已 知 的 . 

因此 ,首先 要 算出 在 任意 “外 场 "影响 下 格林 函数 的 改变 8G. 这 种 场 在 哈密 
顿 量 中 的 对 应 项 为 : 


87 = [nD а.) ad, (19.1) 
其 中 50 为 某 一 算 符 , 它 作 用 在 r( 也 可 以 和 时 间 4 有关) 的 函数 上 . 
当 有 外 场 存 在 时 ,格林 函数 已 与 两 个 4 维 动量 P, 和 P, 有 关 ， 在 图 技术 中 ， 
这 种 外 场 可 用 新 的 图 元 素 一 一 外 虚线 来 表示 : 


i 
! 
Р, ы Р! 


并 且 这 种 线 相当 于 因子 
-i8U(P,,P,) = -esDe rd 和 (19.2) 
外 场 对 于 精确 格林 函数 的 第 一 级 修正 可 表 为 两 个 骨架 图 之 和 : 


Ф ям. р. Мегтіп, Phys. Rev,159,161(1967). 


$19 格林 函数 微 商 恒等式 . 67. 





已 


0, 

р 

i8G(P,P) = Pap + р (19.3) 
5 


Р, ь 


其 中 所 有 实 线 一 一 粗 线 为 精确 6 函数 ,小 圆 为 精确 项 角 函 数 (这 ). 将 该 等 式 以 
解析 形式 写 出 来 , 则 有 
SGpa( P,,P1) =С„(Р,)8И(Р,,Р,)б(Р,)- 


=16,,0Р,)6, (Ру) [Tn Рь ©, 3Р, CD х 





40, 
х2000,,01)6,00.) бу, (19.4) 
并 且 0, +Р, =Р, +0. 
我 们 感 兴趣 的 头 两 个 恒等式 与 系统 中 粒子 数 守恒 有 关 ， 这 一 性 质 表现 在 系 
统 哈密 顿 量 中 y 算 符 是 成 对 出 现 的 , 即 对 每 个 宗 量 X, 算 符 СХ) Т СХ) 4 
出 现 一 次 . 
现在 对 少 算 符 进行 规范 变换 : 
$. (Х) =, (Хе, фо фено), (19.5) 
式 中 x(X) 为 实 函 数 D， 根据 前 面 指出 的 哈密 顿 量 的 性 质 , 如 果 “ЕЕ 
方程 "(7.8) „РИ ЕЕ ЕЕ 2а: 
АУУ, 2.0.1, 








当 X = ду 为 无 穷 小 量 时 ,方程 的 这 个 改变 相当 于 给 哈密 顿 量 附加 一 “外 场 ”: 
30= -5% +5. (А8х +2( 9 50) У). 
特别 是 ,如 果 
BX(X) = Ке(ҳџе 7"), K=(w,k) 
(由 于 以 后 的 运算 具有 线性 ,因此 记号 Re 可 以 略 去 ) ,所 以 
БСР, Ру) = Коту (Ps -Р, Кв - тр, +p:)} (19.6) 
另 一 方面 ,由 少 算 符 
а), = (1-а) 





Ф 这 类 似 于 量子 电动 力学 中 的 规范 变换 ( 见 第 三 卷 ) (111.8 一 111.9) 
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构成 的 格林 函数 与 由 算 符 鲍 , 儿 * 构成 的 函数 之 差 为 ， 
8С,,(Х,,Х,) =16„„(Х,,Х, ) [8к(Х,) - 8%(Х,)], 
或 以 傅 里 叶 分 量 表示 : 
Вб.»(Рь,Р,) = | 8б»(Ж „Хех а, = 


=И С. (Р,) - 6.»(Р,) 18 Р, -Р,), (19.7) 
式 中 
ax(P) = ок) еа = (2т) a" (Р-К). 
因此 ,同一 个 变化 8C. 可 表 为 两 种 形式 : (19.7) 式 和 (19. 4) 式 [需要 将 
(19. 6) 式 的 80 代入 后 者 ). 使 这 两 个 表达 式 相等 ,( 经 过 Gs = Со, ВАНИЕ 
表示 某 些 变量 之 后 ) 我 们 得 到 : 
Вы C(P+K) -С(Р)] =6(Р+К)С(Р) { [ -о+ ОРУ „+ 
А : К: (29 - 
+ [7 20кор.0)сс0)с00 - К) [тоя 59}. 
在 这 个 等 式 中 取 о 0 时 的 极限 , 便 得 到 待 求 的 恒等式 ;这 时 
ас 0C 
G(P+K) - С(Р)ш 一 ар, + р. (19.8) 
[АВ Р = (рр) ]. 在 Mo-0 的 条 件 下 取 此 极限 ,我 们 得 到 第 一 个 恒等式 : 
Ве = = 6620), [ви ігр ?O00 ], (9.9) 
这 里 引入 了 记号 
{C:(P)}。= Шт С(Р)С(Р+К), Ч k/w—0 В. (19.10) 
用 类 似 方法 ,在 o/-0 的 条 件 下 取 极 限 ,我 们 又 得 到 一 个 恒等式 : 
ВОР), [£8 -1 | Г.Р, ое 128); (19.11) 
其 中 引入 了 类 伏 的 记号 {C(P) р. 
下 面 来 研究 给 系统 加 上 如 下 恒定 场 时 格林 函数 的 改变 ; 
80=8U(r) = Use*”. (19.12) 
34 0 时 ,这 个 场 在 空间 缓慢 地 改变 ,因此 可 以 把 它 视 为 对 系统 的 宏观 影响 . 
根据 外 场 中 的 热力 学 平衡 条 件 ,应 有 人 + 8U = 常 星 ( 见 第 五 卷 $25 ) ;这 就 是 说 ， 
当 -0 时 化 学 势 改变 一 个 小 量 - Us 格林 函数 相应 的 改变 为 : 
ӘС(Х, -Х,) 
дш у 





86..(Х,,Х,) = - 0,8, 
它 的 傅 里 叶 分 量 [ 按 (19.7) 式 的 定义 ] : 
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С 

БССР, Р) = - (лв (р, РОЩА, 

另 一 方面 ,格林 函数 的 这 个 改变 也 可 以 按 公 式 (19.4) 计 算 ,这 一 次 在 公式 中 取 
З0(Р,,Р,) = (2m) 0390P -已 – К), (К=0, К). 

在 此 情况 下 (恒定 场 ,w=0) ,向 k 一 0 的 极限 过 渡 相应 于 w/4 一 0 的 情形 . 结果 

得 到 恒等式 : 


aG6(P) _ а 
ди 


= СР [бы -i {Tha PO {0(0) |. 
(19.13) 
最 后 ,这 一 便 等 式 的 出 现 ,可 作为 系统 伽利略 不 变性 的 结果 .为 导出 该 恒 等 
式 ,我 们 米 研 究 动 坐标 系 中 的 液体 ,此 坐标 系 以 微小 速度 8w(1) = wue rw 随时 间 
作 绥 伐 运动 .变换 到 这 个 坐标 系 ,等 价 于 给 系统 加 上 外 场 ,外 场 的 算 符 为 0: 


80 = -8w рёв ү. (19. 14) 


$, 


或 在 动量 表象 中 ， 
З0(Р,,Р,) = -pi* »,(2т)*50(Р, -Р,-К), K=(w,0), 
此 表达 式 必须 代 人 (19.4) 式 ,然后 取 极 限 w 一 0. 

另 一 方面 , 当 оО 时 ,这 里 所 指 的 是 从 一 个 惯性 参考 系 向 以 恒定 速度 Sw 
运动 的 另 一 惯性 参考 系 作 伽利略 变换 ， 如果 液 体 有 能 量 为 e(p) 的 元 激发 ,那么 
在 以 速度 8w 相对 于 液体 运动 的 参考 系 中 ,这 个 元 激发 的 能 量 将 为 e -p+ 5w®@. 
因此 在 新 的 参考 系 中 ,频率 po 应 以 p。+p* 5w 的 组 合 形式 出 现在 函数 G(F) 中 
(于 是 ,使 函数 的 极点 移动 -p * 5w). 这 样 一 来 ， 





8С =p · 8w 96, 
дру 
于 是 我 们 求 得 恒等式 : 
ӘС(Р) го рр 2 40 
Bap Tip = {0(P)} {Bop Гаару 
(19.15) 


下 面 我 们 要 运用 得 到 的 恒等式 ,特别 是 ,运用 于 自由 变量 已 = (po,P) 在 费 米 
面 上 的 值 为 P, = (0,Pr) 的 情形 ,将 因子 ССР) 从 恒等式 的 右边 移 至 左边 ,同时 
把 СОР) ОКТ ССР) 的 微 商 ;这 时 在 G6(P)G(P+K) 中 以 什么 方式 趋 于 





Ф 变换 到 动 坐 标 系 时 ,需要 在 自由 粒子 经 典 拉 格 裔 日 函数 = тог 中 作 代 换 :0 一 z +8w, 于 是 出 
现 一 个 小 增 量 ( 当 8% 很 小 时 ) 8L = me ，8w， 相 应 地 [ 见 第 一 卷 (40.7) ] ,哈密 顿 函数 增 量 为 8 = 
-Psw ,在 量子 力学 中 该 增 量 相应 于 算 符 (19. 14). 

Ф 对 照 下 面 $23 中 更 详细 的 讨论 . 
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K 一 0 的 极限 便 是 无 关 紧要 的 了 . 
另 一 方面 ,在 费 米面 附近 格林 函数 决定 于 本 身 的 极点 项 ,因此 


С'(Р) = -vi(p -pr)], 


从 而 ,在 该 表面 上 有 : 
әс 1 967 9, 4 
д 2’ аш 2 д 
结果 ,例如 恒等式 (19.9) 和 (19. 13 ) 在 费 米 面 上 分 别 取 如 下 形式 : 





站 2 1 
памол (0) = (1-7), (19.16) 
ve фр» 
тае Со, = (1-74) 8= (19.17) 


520 ”边界 动量 与 密度 关系 的 推导 


前 几 节 得 到 的 诸 关 系 式 , 对 朗 道 费 米 液体 理论 的 基本 命题 能 够 给 出 彻底 的 
证 明 : 即 断定 边界 动量 pr 与 液体 密度 N/V 之 间 的 关系 ,可 由 适用 于 理想 气体 的 
同样 公式 (1.1) 给 出 . 

这 里 证 明 的 主旨 在 于 , 当 化 学 势 久 的 变化 为 无 穷 小 时 ,可 独立 计算 N 和 ps 
的 改变 ,然后 再 将 它们 作对 比 . 

根据 (7. 24) 式 ,作为 (在 给 定 的 体积 了 中 ) 化 学 势 函数 的 总 粒子 数 ,可 由 下 
列 积分 给 出 : 











4 
N= 289 him Сре (Ро pj (20.1) 
因而 微 商 
工 dNW_ _,, /96(P) аР 
а ие (20.2) 


由 于 这 个 积分 当 mo 大 时 (|m| 一 “时 ,3G/aus 1/рь ) 具 有 收敛 性 ,因此 在 被 
积 式 中 已 不 需要 写 出 因子 。 "将 恒等式 (19. 13) (а= 8 的 值 求 和 ) 中 的 
9G/6p 代 入 积分 后 ， ый 


21 49У 


р а ааа сср) Р [ (СРСР, ОО. 


(2т) (2т)* 
为 简便 起 见 , 式 中 忆 = wm: 以 下 计算 的 目的 ,是 将 等 式 的 右边 部 分 只 用 沿 费 米 
面 的 积分 表达 出 来 . 

首先 ,用 (17. 17) 的 表达 式 ( 其 中 将 记号 Qr 换 成 S; ) 代 蔡 上 面 的 第 二 个 积分 
中 的 了; 
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гам 2 2 “ 2 60 _ 

а Русота [ {9 (РУ.Г”(Р,046 со >, 

А Р а*Ра* Одо. 

-二 210600 ао оо Соте 
(20.3) 


我 们 首先 变换 最 后 一 项 . 这 一 项 的 被 积 式 中 ,只 最 后 两 个 因子 与 8G 有关; 它们 对 
d 0 а 17) (在 费 米面 上 ,S =5,) ,因此 这 一 项 取 如 下 形式 : 
dPdos (у а) 








27 (От) Zl 
其 次 我 们 记 起 ,对 由 P 取 积分 时 ,G(P)G(P + К) 的 极限 值 应 按 (17. 10) 式 的 意 
义 来 理解 ;所 以 {GC*(P)}。 = Ф(Р), її 
2т12° 


СРО = (60Р) }, 72 -8(ра)8(р - рь). (20.4) 


作 此 代 换 之 后 , 则 得 : 
рт? ve dpr = 

ат (fe, вот = 

其 中 ,根据 (18.4) 式 引入 了 准 粒 子 相互 作用 函数 ,并 利用 了 (2. 6--2.7) 式 中 由 

函数 F( 台 ) 表 示 的 表达 式 Ae weiP 上面 的 模 线 表示 对 do/4r 求 积分 剩 下 的 对 

dP 的 积分 ,可 由 公式 (19.16) 给 出 ,然后 对 dos 求 积分 又 得 出 因子 4r， 因 而 
(20.3) 式 中 的 第 三 项 等 于 : 

-2 (20.5) 


2 
орт 


5 | {6'(Р) ГР, 5,) 





те в} , 


用 类 似 的 方法 来 变换 (20.3) 式 中 的 第 二 项 : 先 根据 (20.4) 式 ,用 {C2(P)}。 
和 {Cc(O)}。 表 达 {G(P)} 和 {Gc(O)}) ,此 后 再 运用 恒等式 (19. 9) 和 
(19.16). 因而 这 一 项 等 于 


= 36 08, ЕС (фа) =] 








ВФ ро + о 84 6 一 0, 所 以 对 dpo 求 积分 时 ,第 一 个 积分 变 为 零 . 
最 后 ,(20.3) 式 的 第 一 项 因 代入 (20. ts: 


2i [ {0°(P)}.- Se + 开元 (20.7) 
现在 把 所 有 的 贡献 (20.5 一 20.7) 都 加 起 来 ,我 们 求 得 : 


(21) vem 
1 dN ре рь 4 > 
аа да 全 жр. (20.8) 
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另 一 方面 ,在 (2.14) 式 中 取 
Sn’ = арар =8(р -рь) dpr, 
得 出 : 
Чи _ Я 
арР), (20.9) 
我 们 强调 ,在 推导 (2.14) 式 时 还 没 利用 pe 与 NAV 的 具体 依赖 关系 ,因此 我 们 有 权 
在 这 里 利用 此 关系 式 [ 指 (2.14) 一 译注 ] 来 寻求 上 述 依赖 关系 [ 当然 ,等 式 (20.9) 
也 可 以 借助 于 推导 (20.8) 式 时 用 过 的 那些 关于 项 角 函 数 的 诸 关系 式 得 出 来 上 ] . 
考虑 上 面 的 等 式 我 们 看 出 ,(20.8) 式 中 的 花 括号 变 为 零 , 所 以 
а № ре рь df Bmpr | 





Чт др 4 3(2т)* 
当 MXY 一 "0 时 ,我们 研究 的 对 象 则 是 气体 ,因此 在 这 个 极限 下 ,ps 与 NAV 的 依赖 
关系 不 管 怎样 都 应 与 气体 的 一 致 .用 这 个 条 件 可 确定 积分 (20. 10) 式 时 出 现 的 
常数 ,于 是 最 终 我 们 得 出 了 所 求 的 关系 式 (1.1): 
№ _ Bnpr 


У 3(2т)” 
$21 近 理 想 费 米 气 体格 林 函 数 


为 了 举例 说 明 图 技术 的 应 用 方法 ,在 $6 中 用 通常 的 微 扰 论 已 经 研究 过 
[B. М. Галицкий ‚1958 ] 的 模型 框架 内 ,本 节 将 用 图 技术 计算 近 理想 费 米 气体 的 
格林 函数 .注意 这 里 所 说 的 气体 ,是 指 粒子 间 具 有 斥 力作 用 的 气体 ,只 要 最 终 计 
算 结 果 仅 含 散射 幅 , 则 $6 中 描写 的 方法 便 允 许 将 微 扰 论 运用 于 这 种 相互 作用 . 

8$14 指出 过 , 求 格林 函数 归结 为 计算 自 能 函数 5s(P)， 在 微 扰 论 的 一 级 和 二 级 
近似 下 , 自 能 函数 由 (14.9) 和 (14. сее 在 此 ,把 它们 画 成 如 下 形状 : 


(20.10) 





Pp 


(a) (b) (21.1) 


у 一 一 一 


Ф 有 效 质 量 公 式 (2.11) 可 借助 关系 式 (17.17) 以 及 等 式 (19.11) 和 (19.15) 推 导出 来 . 
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图 (21. 1a 一 b) 包 括 一 级 图 (14. 10а) , (14. 9а) 和 二 级 图 (14. 10b 一 c) , (14. 95— 
$ ;后 者 与 前 者 的 区 别 , 只 在 于 对 内 实 线 的 修正 ;这 些 实 线 在 图 (21. 1a 一 b) 中 是 
以 粗 线 表示 的 ,因此 它们 所 对 应 的 不 应 是 理想 气体 格林 函数 G6" ,而 应 是 修正 到 
一 级 项 的 函数 С. 最 后 ,(21. 1с—0) (14. 104—е) 的 二 级 图 . 所 有 的 图 经 过 变 
形 , 使 其 结构 性 质变 得 更 为 明显 ;这 就 是 四 外 线 图 的 “梯形 "级 数 之 前 几 项 ,在 四 
外 线 图 内 有 一 对 外 线 按 不 同方 式 相互 “短路 ”. 

现在 我 们 开始 计算 图 (21. 1a). 它 的 解析 式 为 : 


С -120Р)], = 00000-0) 














40 
(2т)*' 

0=(4,9), P=(w,p) (21.2) 
(其 中 省 略 了 公共 因子 5) 我们 首先 对 dq, 求 积分 . 但 是 ,由 于 因子 U(O) = 
U(g) 与 go 无 关 , 而 当 |go1 一 > 时 Gx1/g,, 所 以 必须 预先 明确 积分 方法 .为 此 ， 
需要 回顾 图 (21. 1a) 的 来 源 , 并 注意 图 中 的 实 线 对 应 于 同一 个 算 符 放 内 一 对 乡 
算 符 的 收缩 . 这 就 是 说 ,这 和 锡 * 取 在 同一 时 刻 ,并 且 当 收 缩 时 ЧУ ФИ 
边 . 换言之 ,在 坐标 表象 中 产生 的 6 函数 , 取 在 1 = 0, 0. 在 动量 表象 中 ， 
这 意味 着 对 (21. 2) 式 中 的 被 积 式 添加 一 个 在 :一 -0 时 取 极 限 的 因子 
ехр( -igot). 现在 利用 公式 (7. 20) , 则 得 : 

4% 


гіх], = хо а) 5-4 (21.3) 


(2т) 
式 中 NLP) 为 粒子 的 分 布 函数 . 

傅 里 叶 分 量 VU(q) ,只 当 9>1/m 时 才 显 著 地 依赖 于 4 的 大 小 ,这 里 m 为 场 
V(r) 的 作用 半径 ;这 些 9 值 (对 于 稀薄 气体 来 说 ) 显然 比 ps 大 得 多 ,如 果 限于 数 
1р -рь! <<1/7, 则 对 于 这 些 g 值 将 有 N(p -4) =0. 因此 (21.3) 式 中 的 U(g) 
可 以 换 成 U0(0) ,并 从 积分 号 下 提出 来 剩 下 的 积分 等 于 气体 密度 n(y) 的 一 
半 ( 给 定 自 旋 投 影 值 !) АГЕ], = -п(р)0(0) /2. 

实 线 自身 封闭 的 图 (21. 1b) 给 出 了 [ 习 , =n(y)U(0). 所 以 ,两 个 图 对 的 
贡献 是 : 





[ 习 ,。 = (и) (0) =n(p) a, (21.4) 


式 中 a 为 根据 (6.2) 式 定义 的 散射 长 度 . 
(21.4) 式 中 也 含有 全 部 一 级 效应 . 在 这 种 近似 下 ,n(y) 应 理解 为 理想 气体 
密度 na (ш) иж, 





Ф 于 是 不 难看 出 ,允许 误差 的 相对 数量 级 ~ (prro)”, 因 此 就 连 对 ppro 下 一 个 数量 级 的 各 项 也 影响 
不 到 . 
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50 =[ 习 外 «2719 (ира. (21.5) 
为 了 向 前 计算 ,我 们 引入 作为 辅助 记号 的 函数 , 它 由 下 列 梯形 图 定义 : 


Py Ра: | Те, (21.6) 
Pp Р.В 人 


(照例 ,P, + P =Р, +Р.). 其 解析 形式 为 

















ПР ао PssPysP ,Ps) =18,, ,6m( PFCO + Е), (21.7) 
其 中 ipF = -iU(P, -Р,), (21.8) 

аро = с (РЭС, -Р') 6 СР, +Р, -Р)Ш(Р' - ру: о 
(21.9) 

将 两 个 图 (21.1c 一 d) 展 开 ,并 用 F 把 它们 表达 出 来 ,可 得 : 
Е БУХ 40 
[ -іХ(Р)], = Qn 

2| с Е (Р, #0 21.10 
+2 {6% (0) PY (P,0;P,0) (21.10) 


[其 中 以 "代替 中 后 ,由 这 两 个 积分 可 得 出 (21.5) 式 ]， 两 个 积分 前 符号 的 
区 别 与 图 (21. 1d) 中 封闭 圈 的 存在 有 关 ; 第 一 图 中 的 因子 给 出 8.,6, = 8., 而 
第 二 图 中 的 8 因子 给 出 5,5, =26.. 

现在 来 计算 ,由 于 U( 0) 与 % 无 关 , 所 以 对 dp; 求 积分 归结 为 


ар; 
9 (русо _ рн 42% 
| < (P) GY (Р, +P, -Р') 5. 


将 (9.9) 式 G6" 代入 这 里 (并 考虑 到 |ps | 一 % 时 积分 是 收敛 的 ) ,我 们 在 复数 下 
的 半 平 面 上 用 无 穷 大 的 半圆 图 来 封闭 积分 围 道 ;这 时 ,只 当 两 个 函数 6" 的 极点 
位 于 不 同 的 半 平 面 上 ,积分 才 不 为 零 , 即 

sign(P -Pr) =sign( |р, +р; =р'| -рь), (21.11) 
最 后 我 们 得 到 : 
Г (Р,,Р.;Р,,Р,) = 

ULP -Р’)И(р’ - р.) вп (р’-рь) Фр’ 

о +6, +2p -tp" + (pi+p р) + - sign(p’ -pr) (27™) 





(21.12) 
( 式 中 w ро, =рь). 同时 ,为 了 自然 地 考虑 到 (21. 11 ) 式 的 要 求 ,在 被 积 式 
的 分 子 中 应 作 如 下 代 换 : 
sign(P ~pr)—1 -0(р’) -0(p', +p; -р') 
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其 中 6(p) 为 阶 跃 函数 (1.10). 

我 们 在 $ 16 中 已 经 看 到 ,梯形 图 级 数 确定 (真空 中 ) 双 粒子 相互 散射 幅 ， 因 
此 (21. 12) 式 包含 对 散射 幅 各 一 级 项 的 修正 . 将 (21.8) 式 的 严 " 作 如 下 代 换 后 ， 
就 能 计 及 这 个 修正 : 


Ulps - р.) "Кер, sp) 


(其 中 ,为 精确 到 二 级 的 真空 散射 幅 )@ ,同时 从 ЕО 的 表达 式 (21. 12) 中 减 去 它 
在 真空 中 数值 的 实 部 , 即 当 pr =0,p=0 时 ,数值 w =p?/2m,w, = рз/2т, 11 
别 相应 于 两 个 真实 的 碰撞 粒子 的 能 量 (图 的 “物理 "外 线 ). 此 后 便 可 以 用 能 量 
为 零 时 的 值 , 即 用 散射 长 度 ,去 代 换 - Re 2. 所 以 将 有 : 
Е (Р,,Р.;Р,,Р,) = 
4та \* 1-0(р') -0(p, +p, +р’)] 
Еа 





тг, , Ра ， 
о +0, +20 р" + (р, +, р")? +10 sign(p’ -Pr) 





2т Фр’ 
СРР РТ рур р ат 
第 二 项 中 的 记号 了 ,表示 取 主 值 积分 ;这 是 利用 规则 (8. 11) 分 离 出 积分 实 部 的 
结果 . 
因为 (21. 13) 式 对 Р.Я P, 是 对 称 的 ,(21. 10) 式 中 的 两 个 积分 相等 ,因此 
; 00 (р СИ 
[iD 6 (OP P,Q: PO Er 
将 (21. 13) 式 的 第 一 项 代入 上 式 时 ,如 果 
sign(P -pr) = – вівп(9 -рь), (21.14) 
则 对 dye 的 积分 不 等 于 零 , 因 此 被 积 式 的 两 个 极点 重新 处 于 qo 的 不 同 的 半 平面 
Е. 将 (21. 13) 式 的 第 二 项 代入 时 ,只 有 因子 Cu( 0) 与 有关, 利用 公式 (7.23) 
可 求 出 对 dgo 的 积分 ,并 给 出 NW (9) 一 理想 气体 粒子 的 分 布 函数 , 即 阶 夏 函 
数 8(4) 将 (21. 1a 一 4) 全 部 图 的 贡献 汇聚 起 来 ,结果 我 们 得 到 : 


(еур) = ти(и)а + (op)， (21.15) 


(21.13) 





Ф ” 切 勿 将 本 节 中 的 /与 准 粒子 相互 作用 函数 相 混淆 ! 

@@ 在 (21.12) 式 中 不 能 进行 这 种 代 换 , 因 为 p' 很 大 时 ,将 使 积分 发 散 , 但 施行 了 上 述 碱 法 之 后 ( 当 
р’ ~ Pr 时 ) 积 分 做 该 代 换 也 已 收 化 ,因而 可 以 进行 这 种 代 换 . 只 减 去 积分 的 实 部 ( 相应 地 将 О АА Ве 7) а. 
为 了 避 开 与 散射 畏 虚 部 有 关 的 困难 因为 当 动量 很 小 时 Re / 按 动量 的 偶 次 宕 展开 ,而 Im / 按 动量 的 奇 次 
ЗЕЕ ( 见 第 三 卷 $132). 所 以 考虑 了 的 动量 依赖 关系 时 ,将 得 出 相对 数量 级 为 (9ra) :的 修正 , 即 这 个 修 
正 是 可 以 忽略 的 . 而 将 UU 换 成 -4mf/m, 则 需 考 虑 /的 虚 部 ,这 时 将 得 出 相对 数量 级 为 pra 的 修正 . 
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式 中 
ХУ (вр) = (4) Ң ойр ) -6(P +9 –р')1((9) –0(р')] 
о ъи +514 р" (р +9 -р')?] +i0 sign(P -рь) 








И ошт (21.16) 
р +9 -P +(р+а-р')'! (2т) 
[积分 号 下 第 一 项 分 子 中 的 因子 6(9) - 0(p') , 当 满 足 条 件 (21. 14) 时 则 换 成 
= вівп(4 -рь) ]- 

我 们 首先 指出 , 王 具 有 虚 部 . 这 个 虚 部 可 以 借助 规则 (8.11) 从 (21.16) 式 中 


分 解 出 来 ,并 用 下 式 表 出 ; 
Im бо.) = - (476) | (04901-00079) 01 -op+g-p) 1 - 


= 1 -9(4) 10(р’)0(р+4-р’)} х 
на 





ха [ои е р? -(р+а- С От) 


[考虑 到 8 (P) =8(P) ,已 对 花 括号 中 的 表达 式 作 了 变换 ]. 
准 粒 子 能 谱 ,可 根据 (14. 13 ) 式 计算 出 来 , 即 


2 2 
2р ,27 ‘Pp _ 
ер) =. +77п(и)а+Х (г. pp) (21.18) 


(在 ”中 , 按 需 要 的 精确 度 可 取 s~p*/2m). 三 的 复数 性 表示 激发 有 衰减 (Im = 
=0). 

出 现 这 种 衰减 ,表明 准 粒子 是 不 稳定 的 ,这 种 不 稳定 性 与 准 粒子 可 能 有 实际 
裂变 过 程 有 关 ， 准 粒子 可 以 放出 自己 的 部 分 能 量 ,并 靠 它 产生 准 粒子 对 (粒子 和 
#0). 作为 例子 ,我 们 来 考查 (21. 17) 式 积分 号 下 花 括 号 中 的 第 一 项 . 根据 阶 
跃 函 数 的 性 质 ,如果 

р' >р, [Ч+Рр-Р’|>рь, Ч<рь, 
则 这 一 项 不 等 于 零 . 这 几 个 不 等 式 对 应 于 这 样 一 种 过 程 :在 此 过 程 中 , 初 动 量 为 
P(p >pr) 的 准 粒 子 转变 为 动量 为 p' 的 状态 (p >p' >р) ,并 且 有 p -p' 的 动量 传 
递 给 费 米 球 内 (动量 g <pr) 的 粒子 ,后 者 被 激发 到 费 米 球 外 动量 为 q+p -p' 的 
状态 ;这 种 转变 相当 于 出 现 了 动量 为 -gq( 空 穴 ) 和 g +p -p' 的 两 个 新 的 元 激发 . 
(21.17) 式 中 的 8 函数 ,表明 在 这 个 过 程 中 遵从 能 量 守恒 定律 ,其 中 w + 起 着 
准 粒子 初始 能 量 =(P) 的 作用 : 
se(p)=e(p')+[e(g+p-p')-e(g)] 

(此 处 ,在 一 级 近似 下 ,只 要 取 se(p) =p*/2m 就 够 了 ). 按照 上 面 指出 的 意义 ,以 
该 等 式 确定 的 能 量 ae(p) ,确实 相应 于 费 米 球 外 (a > р) 的 准 粒子 . 

与 此 类 似 ,(21.17) 式 花 括号 内 的 第 二 项 ,是 准 粒 子 对 产生 于 空 穴 的 过 程 . 
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此 项 给 出 了 能 量 为 е < 的 元 激发 的 衰减 . 用 图 技术 语言 来 说 , 准 粒子 可 能 产生 
对 ,表现 为 可 能 通过 截断 三 条 实 线 (其 中 ,两 条 同方 向 ,第 三 条 反方 向 ) 而 将 6 函 
数 图 分 成 两 部 分 . 在 图 (21. le 一 9) 中 ,这 种 分 割 是 在 两 条 虚线 之 间 进 行 的 . 
弱 非 理想 气体 情况 是 特殊 的 (与 任意 费 米 液体 的 一 般 情况 相 比 ) ,原因 在 
于 ,这 种 情况 中 的 准 粒子 能 谱 ,不 仅 在 费 米面 附近 而 且 在 整个 动量 值 域内 都 有 意 
义 :因为 "气态 参数 "ap 本 是 一 个 很 小 的 量 ,所 以 准 粒子 衰减 (Im е) 相当 小 . 但 
是 ,这 里 我 们 只 对 两 种 极端 情况 得 出 最 终 的 计算 结果 . 
在 费 米面 附近 ( 1p -pr1 <<pr) ,得 到 : 
Re e =p.+(p -pe)pe/m’ ， 
其 中 所 和 只 分别 由 (6. 14) 和 (6. 17) 式 决定 .得 出 的 准 粒子 训 减 为 ; 
Па е = -pro) Cp рь) ?sign(p -pr). (21.19) 
此 表达 式 与 (p -ps)* 成 比例 具有 明显 的 来 源 :所 出 现 的 一 个 因子 р-р, 8) 
量 空间 一 个 区 域 ( 薄 球 过) 的 厚度 , 准 粒 子 对 所 由 产生 的 准 粒 子 ,其 动量 即 属于 
此 区 域 . 还 有 一 个 同样 的 因子 , 则 是 在 其 中 产生 准 粒子 对 的 壳 层 的 厚度 . 我 们 
顺便 指出 ,这 些 见 解 对 任何 费 米 液体 都 是 适用 的 ,因此 在 费 米面 附近 总 有 


Im ex (р-рь)*Ф. 
在 大 动量 的 情况 下 ,p >>pr( 但 仍 保持 po <<1) ,我 们 有 : 
я (2+ 28а) (рна)? Я 24 (21:20) 
在 两 种 情况 下 ,比值 Im e/Re = 都 小 ， 当 p ~p;s 时 ,这 个 比值 达到 最 大 值 , 即 
使 在 这 里 它 ~ (руа)? <<1. 


最 后 ,我 们 引入 弱 非 理想 气体 格林 函数 的 重 整 化 常数 值 ， 该 常数 可 用 如 下 
公式 算出 : 








21 9Х(0,р) 
2 до oapy 


因而 它 等 于 
8m2 





Z=1- (pra)”. (21.21) 


Ф ” 当 温 度 不 等 于 零 时 ,将 这 个 量 对 热平衡 分 布 求 平均 ,可 得 出 准 粒子 衰减 与 好 成 比例 的 结果 ,关于 
这 一 点 已 在 $1 中 讲 过 . 
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$22 玻 色 型 量子 液体 中 的 元 激发 


现在 我 们 开始 研究 具有 另 一 种 全 然 不 同类 型 能 谱 的 量子 液体 ,这 种 能 谱 可 
ЖЕ е ВЕН. 

这 种 能 谱 的 特征 是 :元 激发 (液体 处 于 基态 时 不 存在 ) 能 逐个 地 产生 和 消 
失 . 但 整个 量子 力学 系统 (在 这 种 情况 下 是 指 整个 量子 液体 ) 的 角 动 量 只 能 成 整 
数 改变 . 所 以 逐个 产生 的 元 激发 应 具有 整数 角 动 量 , 因 而 遵从 玻 色 统计 . 凡是 
由 自 旋 为 整数 的 粒子 所 构成 的 量子 液体 (液体 同位 素 "He 就 是 这 样 ) ,在 任何 情 
况 下 都 具有 这 种 类 型 的 能 谱 . 

为 作 比 较 , 我 们 回忆 一 下 : 当 用 元 激发 谱 的 术语 来 描写 费 米 液体 时 [处 于 基 
态 的 液体 中 不 存在 元 激发 ( 见 $ 1 Ж) ] ,这 些 元 激发 只 能 成 对 地 产生 或 消失 正 
因为 如 此 ,才能 使 这 种 谱 型 中 的 元 激发 具有 半 整 数 自 旋 . 

在 量子 玻 色 液 体 中 ,小 动量 P( 即 波长 比 原子 间距 大 ) 的 元 激发 相当 于 通常 的 
流体 动力 学 声波 , 即 声 子 . 这 就 是 说 ,这 些 准 粒子 的 能 量 是 它们 动量 的 线性 函数 : 

Е=ир, (22.1) 

式 中 为 液体 中 的 声速 上 式 可 由 通常 的 公式 ww = 9P/ap 得 出 ,而 且 不 需要 明 
确 是 在 温度 7 了 一定 或 在 粹 5 一 定 的 情况 下 取 微 商 ,因为 7=0 时 ,也 有 5 一 0@. 

玻 色 液体 中 的 元 激发 数 , 当 ?一 0 时 趋 近 于 零 ,并 且 在 低温 情况 下 ,由 于 元 激 
发 的 密度 足够 小 ,因而 准 粒子 之 间 可 以 看 作 是 无 相互 作用 的 , 即 它们 构成 了 理想 








Ф 这 种 量子 液体 理论 ,是 A. 朗 道 于 1940 一 1941 ВП л. 卡 皮 查 发 现 液 氨 的 超 流 性 之 后 创 
建 的 ,这些 发 现 , 给 全 面 发 展现 代 量子 液体 物理 莫 定 了 基础 . 

© ”在 第 五 卷 $71, $ 72 中 曾 对 固体 中 的 元 激发 引入 了 声 于 的 概念 ,必须 强调 ,微观 均匀 系统 ( 即 液 
体 ) 中 元 激发 的 动量 是 真实 动量 ,而 不 是 固体 晶 格 的 周期 性 场 中 那 种 准 动量 . 
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玻 色 气体 . 所 以 玻 色 液 体 中 元 激发 的 统计 平衡 分 布 可 由 玻 色 分 布 公式 (其 中 化 
学 势 等 零 , 见 第 6 页 脚注 ) 给 出 : 
п(р) = [е -1]7'. (22.2) 
利用 这 个 分 布 ,并 知道 (р) ТЕ р 很 小 时 的 依赖 关系 ,就 可 以 算出 液体 接近 
于 绝对 零度 的 热力 学 量 ,在 这 样 的 温度 下 ,液体 中 所 有 的 元 激发 事实 上 都 具有 很 
小 的 能 量 , 即 都 是 声 子 . 利用 固体 在 低温 下 热力 学 量 的 表达 式 ( 见 第 五 卷 $ 64) ， 
就 可 以 立即 写 出 相应 的 公式 . 它们 的 区 别 只 在 于 ,代替 固体 中 声波 三 个 可 能 的 
(一 个 纵 的 、 两 个 横 的 ) 极 化 方向 的 是 ,液体 中 只 有 一 个 ( 纵 的 ) 极 化 方向 ;因此 所 
有 热力 学 量 的 表达 式 都 应 除 以 3. 例如 ,对 于 液体 的 自由 能 ,就 有 : 


2т4 





арР. 
Е=Е, У 0 һу” (22.3) 
其 中 F, 为 液体 在 绝对 零度 时 的 自由 能 . 液体 的 能 量 为 
mT 
ЕЕ + Сы (22.4) 
而 热 容量 为 
р 2т°Т° 
2 150и)?" (22.5) 


它 与 温度 的 三 次 方 成 正比 . 

声 子 的 色散 律 (22.1) ,只 在 准 粒子 波长 ip 大 干 原子 间距 时 才 成 立 ， 当然 
随 着 动量 的 增加 ,se ==(р) 曲线 偏离 了 线性 依赖 关系 ;曲线 的 以 后 走向 ,将 依赖 
于 液体 分 子 具体 的 相互 作用 规律 ,因此 不 可 能 用 一 般 的 形式 确定 . 

在 液 氨 中 ,元 激发 的 色散 律 具 有 图 2 所 示 的 形状 :函数 a(p) 在 开头 的 一 段 
线性 增长 以 后 达到 极 大 值 ,然后 开始 减 小 并 在 一 定 的 动量 值 p, 处 通过 极 小 值 @. 
系统 处 于 热平衡 时 ,其 中 大 多 数 元 激发 的 能 量 都 在 函数 s(P) 各 极 小 值 附近 的 区 
域内 , 即 在 小 e(e =0 附近 ) 的 区 域内 ,以 及 在 es(Po) 值 的 区 域内 ， 所 以 这 两 个 区 
域 特 别 重要 . 在 p =p 点 附近 ,函数 e(p) 可 以 按 p -po 的 宕 展开 在 展开 式 中 ,不 
存在 线性 项 ,精确 到 二 级 项 时 有 : 

(р-ро)? 

ё=А не 

式 中 4=e(po) ,mm 为 常数 ,这 种 类 型 的 准 粒子 称 作 旋 子 . 但 是 我 们 强调 ,这 两 

种 类 型 的 准 粒子 一 一 声 子 和 旋 子 ,只 是 对 应 于 同一 条 曲线 的 不 同 线段 而 已 ,因而 
它们 之 间 可 以 连续 地 转化 . 








(22.6) 


Ф 这 种 形状 的 谱 线 是 有 .到 В (1947) 基于 对 液 氨 热 力学 量 的 实验 资料 分 析 而 首先 提出 来 的 ;后 
来 ,这 种 谱 线 根据 中 子 散射 的 实验 事实 已 得 到 证 明 . 
关于 这 种 类 型 能 谱 的 定性 理论 ,已 由 费 曼 (R. Р. Feynman,1954) 给 出 ;参看 后 面 345 页 的 注解 . 
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液 所 能 谱 参 量 的 经 验 值 (在 密度 p =0. 145 g/em 的 情况 下 外 推 到 零 压 强 的 
值 ) 为 了 : 
и=2.4х10* сш/з, Д=8.6К, (22.7) 
ро/В =1.9 х10* ст, т’ =0. 14 Ж(“Не). 
由 于 旋 子 能 量 总 包含 比 7 大 的 量 A, 当 温度 低 到 可 以 把 诸 旋 子 称 作 “ 旋 子 
气 " 时 ,后 者 的 描写 便 可 以 用 玻 尔 兹 曼 分 布 来 代替 玻 色 分 布 了 . 据 此 ,我 们 从 下 
列 的 玻 尔 兹 曼 气 体 自由 能 公式 出 发 来 计算 液 氮 热 力学 量 的 旋 子 部 分 : 


e/K 


1 2 3 
СПИЕ 
pih/(10 ст ) 


图 2 


= Фр 

(2т№)' 
( 见 第 五 卷 $41). 此 时 应 把 这 个 公式 中 的 N 理解 为 液体 中 的 旋 子 数 . 但 此 数 本 
身 决定 于 热力 学 平衡 条 件 , 即 决定 于 自由 能 取 极 小 值 的 条 件 . 令 9F/6N 等 于 零 ， 
我 们 求 得 旋 子 数 为 : 





сек eV р -or 
Е= М 5 |е ат, dr 


М = уез (22.8) 
(А ЕН М РОУ РЕК АВ Л). 相应 的 自由 能 值 为 : 

Ви = -ҮТ [ ееп. 

现在 应 将 (22.6) 式 代入 这 两 个 公式 . НУ ро >> т" 7, 所 以 对 dp 积分 时 ,可 

足够 精确 地 将 p 换 成 po, 并 将 因子 户 提出 积分 号 外 . 被 积 函数 为 指数 函数 时 , 积 
分 区 域 可 以 遍及 - % 到 % 之 间 . 最 后 我 们 得 到 : 
2(m 7)' pV 
ы (27) 
因此 旋 子 对 炉 和 热 容 量 的 贡献 为 : 


Ny е7, Fw= -TNy. (22.9) 


Ф 我们 还 要 指出 , 液 氮 在 7=0 时 的 化 学 势 之 值 为 :p= -7.16 К. 
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Se = Na (5+7), си -Nu (3+4 +4. (22.10) 
我 们 看 到 ,各 热力 学 量 旋 子 部 分 的 温度 依赖 关系 基本 上 是 指数 函数 形式 的 . 
因此 ,在 足够 低 的 温度 下 (对 于 液 氮 ,大 约 低 于 0.8 K) , 旋 子 部 分 小 于 声 子 部 分 ， 


而 在 较 高 的 温度 下 情况 就 改变 了 ,这 时 旋 子 的 贡献 超过 声 子 的 贡献 . 
$23 超 流 性 


具有 上 述 类 型 能 谱 的 量子 液体 有 一 种 非凡 的 性 质 , 称 作 超 流 性 , 即 沿 毛细 管 
或 狭 锋 流 过 时 不 显 出 任何 黏 性 . 现在 我 们 从 研究 绝对 零度 时 的 液体 开始 ,这 时 
液体 处 于 它 的 基态 , 即 未 被 激发 的 态 . 

我 们 来 考查 以 恒定 速度 v 沿 毛 细 管 流动 的 液体 .由 于 液体 与 管 壁 间 的 摩擦 
和 液体 本 身 的 内 摩擦 ,会 发 生 液体 动能 的 耗 散 , 因 而 流动 将 逐渐 变 慢 , 这 样 就 显 
出 了 黏 性 的 存在 . 

最 好 在 随 液体 一 起 流动 的 坐标 系 中 来 研究 液体 的 流动 . 在 这 个 坐标 系 中 氨 
是 静止 的 ,而 毛细 管 壁 则 以 速度 -ov 运动 在 有 黏 性 存在 的 情况 下 ,静止 的 氨 也 
会 开始 运动 起 来 . 这 在 物理 上 是 显然 的 , 即 液体 被 管 壁 粘 附 时 ,不 可 能 刚 开始 就 
引起 液体 的 整体 运动 . 运动 的 出 现 必 然 从 逐渐 激发 内 部 运动 开始 ,也 就 是 从 液 
体 中 出 现 元 激发 开始 的 . 

我 们 假定 在 液体 中 出 现 一 个 动量 为 p ,能 量 为 e(p) 的 元 激发 ,于 是 ,液体 的 
能 量 E,( 在 液体 最 初 处 于 静止 的 坐标 系 中) 就 等 于 这 个 元 激发 的 能 量 e, 而 液体 
的 动量 P, 就 等 于 元 激发 的 动量 p. 现在 我 们 再 改 用 毛细 管 处 于 静止 的 坐标 系 . 
根据 力学 中 熟知 的 能 量 和 动量 的 变换 公式 ,对 于 这 个 坐标 系 中 液体 的 能 量 E 和 
动量 P, 我 们 有 : 


Е=Е, +Р, 0 „ий, Р=Р, +М%, (23.1) 
其 中 MM 为 液体 的 质量 . 将 e,P 代入 上 式 以 代 换 E ,Pu ,可 写成 : 
Е=е+р 0 «Ми. (23.2) 


2 
Мо /2 这 一 项 是 流动 液体 的 初 动能 :表达 式 。 +p о 是 由 于 出 现 激发 而 引 
起 的 能 量变 化 .因为 运动 液体 的 能 量 应 该 减少 ,所 以 这 个 能 量变 化 应 当 是 负 的 : 
є+р ‘о <0. 
当 给 定 p 值 时 ,不 等 式 左边 的 量 在 p 和 wv 反 平 行 时 具有 最 小 值 ; 因 此 在 任何 
情况 下 都 应 有 = -pv <0, 即 


є 


о> —. (23.3) 
р 
这 个 不 等 式 至 少 对 元 激发 动量 p 的 某 些 值 应 当 是 满足 的 , 所 以 只 要 求 出 最 
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е/р 的 极 小 值 ,我 们 便 得 到 沿 毛 细 管 运动 的 液体 中 可 能 出 现 激发 的 最 终 条 件 . 
从 几何 上 来 说 ,比值 e/p 是 从 坐标 原点 (在 P,s 平面 内 ) 到 曲线 = =e(P) 上 某 一 
点 所 引 直线 的 倾角 之 正切 显然, 它 的 极 小 值 决定 于 从 坐标 原点 向 曲线 所 作 的 
切线 之 切 点 .如果 这 个 极 小 值 不 等 于 零 ,那么 当 流速 不 太 大 时 ,液体 中 不 可 能 出 
现 激发 . 这 就 是 说 ,液体 流动 不 会 减 慢 , 即 液体 显 出 超 流 现象 . 

上 面 得 出 的 超 流 性 存在 的 条 件 ,就 其 实质 来 说 ,归结 为 要 求 曲线 ==(р)Ж 
在 坐标 原点 与 横 坐 标 轴 相 切 ( 撤 开 可 能 性 很 小 的 情况 : 即 曲线 前 方 的 某 一 点 与 
该 轴 相 切 ). 因此 ,任何 能 谱 , 只 要 其 中 足够 小 的 激发 是 声 子 的 话 , 都 会 引起 超 
流 性 . 

现在 我 们 来 研究 温度 不 等 于 绝对 零度 (虽然 接近 于 绝对 零度 ) 时 的 这 种 液 
Ж. 在 这 种 情况 下 ,液体 并 不 处 于 基态 一 一 它 含有 激发 ， 这 时 上 述 讨论 本 身 自 
然 是 有 效 的 ,因为 在 这 些 讨 论 中 并 没有 直接 利用 液体 最 初 处 于 基态 这 一 情况 . 
液体 相对 于 管 壁 的 运动 , 当 满足 上 述 条 件 时 仍旧 不 能 在 液体 中 引起 新 的 元 激发 . 
但 是 ,有 必要 说 明 在 液体 中 已 有 的 激发 是 怎样 出 现 的 . 

为 此 ,我 们 想象 " 准 粒 子 气体 "作为 一 个 整体 以 速度 相对 于 液体 作 平 动 . 
作 整 体 运动 气体 的 分 布 函数 可 以 由 静止 气体 的 分 布 函 数 求 出 ,这 里 只 要 把 粒子 
的 能 量 e 换 成 -pv 便 可 ,其 中 p 为 粒子 的 动量 .对 于 通常 的 气体 来 说 ,这 种 
情况 是 伽利略 相对 性 原理 的 直接 结果 ,并 且 可 以 简易 地 借助 由 一 个 坐标 系 变换 
到 另 一 个 坐标 系 的 方法 予以 证 明 . 但 在 我 们 所 研究 的 这 种 情况 下 ,不 能 直接 运 
用 这 样 的 论证 ,因为 准 粒子 气体 不 是 在 真空 中 运动 ,而 是 “ 穿 过 液体 "运动 .虽然 
如 此 ,从 下 面 的 讨论 中 可 以 看 出 ,这 种 论断 还 是 有 效 的 . 

设 激发 气体 以 速度 v 相对 于 液体 运动 . 我 们 来 考查 这 样 一 个 坐标 系 (坐标 
ЖК) ,在 这 个 坐标 系 中 激发 气体 作为 整体 处 于 静止 ,而 液体 相应 地 以 速度 - 
运动 根据 变换 公式 (23. 1) ,液体 在 坐标 系 K 中 的 能 量 Е 与 在 液体 处 于 静止 的 
坐标 系 (坐标 系 Ko ) 中 的 能 量 5 之 间 的 关系 式 为 : 

Е=Е,-Р,:ә +. 
设 在 液体 中 出 现 一 个 能 量 为 =(P) (在 坐标 系 K。 中 ) 的 元 激发 ВЕ ,在 坐标 系 天 
中 液体 的 附加 能 量 是 es -pv ,这 就 证 明了 上 面 所 作 的 论断 @. 
因此 准 粒子 气体 (对 于 单位 体积 气体 ) 的 总 动量 为 : 


Р= [рабе -po)dr 














Ф 对 于 玻 色 液体 中 的 准 粒 子 来 说 ,na(e) 是 分 布 函数 (22. 2)， 应 注意 , 超 流动 性 条 件 ( , 55) в 
好 与 保证 表达 式 n(s роо) ЕЕН ЕД 5. 
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我 们 假定 速度 v 很 小 ,于 是 可 以 把 被 积 式 按 己 "*" МЕЖ. 当 对 矢量 p 的 方向 
求 积 分 时 零 次 项 消失 了 ,而 保留 : 


P= Jp(p + 0) а, 
或 对 p 的 方向 求 平均 后 ,得 : 
е Г _9) (23.4) 
Ра Г ja 


首先 我 们 看 到 , 准 粒子 气体 的 运动 伴随 着 一 定 质量 的 迁移 :单位 体积 气体 的 
有 效 质量 决定 于 (23.4) 式 中 动量 P 与 速度 y 之 间 的 比例 系数 . 另 一 方面 ,譬如 
说 当 液体 流 经 毛细 管 时 , 毫 不 妨碍 准 粒子 同 管 壁 发 生 碰 撞 和 交换 动量 . 最终 , 激 
发 气体 将 停止 不 动 ,就 像 任 何 通常 的 气体 流 经 毛细 管 时 的 情况 一 样 . 

因此 ,我 们 得 出 下 面 的 基本 结论 : 当 温 度 不 等 于 绝对 零度 时 ,一 部 分 质量 的 
液体 ,其 行为 如 同 正常 黏 性 液体 一 样 ,在 运动 时 “黏附 "在 容器 壁 上 ;而 其 余部 分 
质量 液体 的 行为 则 如 同 无 黏 性 超 流 液 体 ， 此 时 极为 重要 的 是 ,在 “彼此 穿 过 "的 
这 两 部 分 质量 的 液体 之 间 没 有 摩擦 , 即 它们 之 间 不 发 生动 量 传递 ,实际 上 ,在 研 
究 作 匀 速 运动 的 激发 气体 中 的 统计 平衡 时 ,我 们 得 知 :就 存在 一 部 分 质量 液体 对 
于 另 一 部 分 质量 液体 的 相对 运动 . 但 是 ,如 果 在 热平衡 态 中 能 够 发 生 任何 相对 
运动 , 那 就 是 说 ,运动 时 并 不 伴 有 摩擦. 

我 们 强调 ,把 液体 当 作 正 常 的 和 超 流 的 两 “部 分 "的 “混合 体 " 来 研究 ,只 不 
过 是 便于 描述 量子 液体 中 所 发 生 的 现象 的 一 种 表达 方法 而 已 . 这 绝 不 意味 着 可 
以 把 液体 真正 分 成 两 个 部 分 . 正如 用 经 典 术 语 对 量子 现象 所 作 的 任何 描述 一 
样 , 它 并 不 是 完全 适合 的 . 实际 上 应 当 说 :在 量子 玻 色 液体 中 可 以 同时 存在 两 种 
运动 ,其 中 每 一 种 运动 都 与 自己 的 有 效 质量 有 关 ( 因 此 这 两 种 质量 之 和 等 于 液 
体 总 的 真实 质量 )， 这 两 种 运动 中 ,一 种 是 “正常 "运动 , 即 具 有 与 通常 粘 滞 液体 
的 运动 相同 的 性 质 ; 而 另 一 种 是 “ 超 流 " 运 动 . 这 两 种 运动 彼此 间 不 发 生动 量 
传递 . 

因此 ,就 流体 动力 学 的 意义 来 讲 , 玻 色 液体 的 密度 可 以 表示 成 正常 部 分 与 超 
流 部 分 之 和 的 形式 :p =р, +p,, 其 中 每 一 部 分 都 与 自己 的 流体 动力 学 速度 w Жо, 
有 关 . 超 流 运动 的 重要 性 质 是 它 有 标 势 性 : 

Ухо, =0. (23.5) 


这 一 性 质 是 下 述 事实 的 宏观 表示 :波长 大 的 ( 即 动量 小 的 ) 元 激发 都 是 声 量 
子 一 一 声 子 . 因此 超 流 运动 的 宏观 流体 动力 学 , 除 声 振动 之 外 不 允许 有 任何 其 
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它 的 振动 @ ,并 由 条 件 (23.5) 来 保证 (在 $ 26 中 我 们 还 要 讨论 它 的 根据 )@. 
当 7T=0 时 ,正常 部 分 的 密度 p, =0; 而 液体 只 能 作 超 流 运 动 . 当 温 度 不 等 于 
绝对 零度 时 ,p, 由 公式 (23. рее, 
04 -1 (2) рга». (23.6) 


为 了 计算 声 子 对 o, 的 贡献 ， т. 6) 式 中 取 e =ир: 


г, Яп бтр? ар 
73и), ар? (2т№)?' 





(р,) = = 


进行 分 部 积分 后 ,得 : 





-4 六 md4mpdp 4 
(px = |, Еб зи | nar 


这 里 剩 下 的 积分 不 是 别 的 ,而 是 单位 体积 声 子 气体 的 能 量 ; 取 (22.4) 式 的 能 量 ， 

最 终 得 : 

4Е 2121“ 

ЗМ 45и 
为 了 计算 旋 子 对 p。 的 贡献 ,应 注意 到 :由 于 旋 子 可 以 用 玻 尔 效 曙 分布 来 描 

述 ,所 以 对 于 旋 子 来 说 dn/ds = -n/T, 并 由 (23.6) 式 ,我 们 有 


р? № 
Ь 2ndr = 已 0 
(р, ) в = 去 [7 піт = у. 








(р,)= = (23.7) 


我 们 假定 严 = 大 ,这 时 仍 具有 足够 的 精确 度 ,并 取 (22. 9) 趟 的 V。, 我 们 得 到 ， 
о Е р А, 
ЗТУ “3(2m) ГА 
当 温度 非常 低 时 , 声 子 对 忆 的 贡献 比 族 子 的 大 得 多 ， 在 温度 0.6 K 时 ,两 者 的 贡 
献 大 约 相等 ,但 温度 稍 高 一 些 , 族 子 的 贡献 就 占 了 优势. 
随 着 温度 的 升 高 , 越 来 越 多 质量 的 液体 将 变 成 正常 液体 ， 当 达到 等 式 =p 
成 立时 的 温度 , 超 流 性 将 完全 消失 ， 该 温度 称 作 液体 的 和 点 , 它 是 第 二 级 相 变 
点 .定量 公式 (23.7 一 23.8) 在 A 点 附近 当然 是 不 适用 的 ,因为 在 此 处 准 粒子 
的 浓度 变 得 大 了 ,所 以 准 粒子 这 一 概念 本 身 在 很 大 程度 上 已 失去 了 意义 . 
我 们 还 要 谈 谈 溶解 在 液 氨 中 杂质 原子 的 行为 问题 ;这 里 假定 杂质 的 浓度 如 
此 之 低 , 以 致 可 以 认为 它 的 原子 间 无 相互 作用 [ A. 工 . Ландау, И. Я. 





(23.8) 





Ф 这 里 所 指 的 是 :液体 是 无 界面 的 ， 当 存在 自由 表面 时 ,也 可 能 有 表面 毛细 波 出 现 (这 将 使 表面 张 
力 具有 一 定 的 温度 依赖 关系 一 一 见习 题 1) . 

四 ”在 本 教程 的 另 一 卷 ( 第 六 卷 ) 中 ,对 超 流 液体 的 流体 动力 学 作 了 详细 的 叙述 

Ф 温度 低 于 这 一 点 的 液 氨 , 称 作 氨 卫 . ЖА 点 在 P,7 平 面 的 相 图 上 构成 一 条 曲线 . 这 条 曲线 在 
2.19 K 时 与 液 汽 平衡 曲线 相交 . 
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Померанчук ‚ 1948 ]. 

在 液体 中 有 杂质 原子 存在 ,将 引起 相应 于 这 种 原子 在 液体 中 运动 的 新 的 能 
谱 支出 现 ;当然 ,由 于 杂质 原子 与 液体 原子 之 间 的 强烈 的 相互 作用 ,这 种 运动 实 
际 上 是 液体 原子 也 参与 了 的 集团 效应 .这 种 运动 可 以 用 总 的 守恒 动量 р 来 描 
Ж. 因此 ,在 液体 中 将 出 现 新 类 型 准 粒子 (其 数目 等 于 杂质 原子 数 ) ,这 种 准 粒子 
能 量 es*(P) 是 动量 的 某 一 函数 ,在 热平衡 的 情况 下 ,这 些 准 粒子 的 能 量 将 集中 
在 函数 sx(P) 的 各 极 小 值 中 最 小 的 一 个 附近 . 事实 上 这 里 所 说 的 杂质 是 指 同位 
Ж ` He, 一 些 经 验资 料 指明 ,这 个 最 小 值 位 于 = 0 处 ;在 此 位 置 附近 , 准 粒子 能 
量 为 





А 
en (Pp) =: (23.9) 


其 中 有 效 质量 mx =2.8 "He 原子 质量 . 

杂质 的 准 粒子 同 声 子 和 旋 子 碰撞 时 发 生 相 互 作用 ,因此 杂质 准 粒子 也 包含 
在 液体 正常 部 分 的 成 分 之 中 . 由 于 这 些 准 粒 子 的 浓度 很 小 ,它们 的 热 分 布 为 玻 
尔 兹 曼 分 布 ,并 且 它们 对 p,[ 按 照 (23. 6) 式 的 定义 ] 的 贡献 可 由 如 下 公式 给 出 ; 


№ р М 
(р) у Зр рт. (23.10) 
МУ 是 单位 体积 中 杂质 原子 数 . 
习 题 


1. 试 求 液 氨 在 绝对 零度 附近 时 表面 张力 系数 a 对 温度 的 依赖 关系 的 极限 
规律 (K. В. Atkins,1953 ) . 

解 :系数 a 是 液体 单位 表面 积 的 自由 能 [ 见 第 五 卷 (154.6) 式 ],， 这 个 量 可 
按照 第 五 卷 的 公式 (64.1) 算 出 来 , 式 中 频率 w。 现 在 与 表面 振动 有 关 ， 在 二 维 的 
情况 下 ,将 求 和 改 为 (对 振动 的 波 拓 量 ) 求 积分 ,需要 引入 因子 ГЫ (21) 
2таК/(2т)*. 进行 分 部 积分 后 ,我 们 求 得 : 
kdk ћ ао 
于 = 
(ao 为 了 =0 时 的 表面 张力 系数 ). 在 温度 足够 低 的 情况 下 ,只 有 小 频率 即 长 波长 
的 振动 是 主要 的 . 这 种 振动 形成 流体 动力 学 的 毛细 波 ,对 于 这 种 情况 来 说 ,w? = 
о/р = ao 所 [Lp(p ЖЖЖ). 

20 а 4з 
пет} те 
( 式 中 积分 具有 迅速 的 收效 性 ,因此 允许 将 积分 上 限 换 成 无 穷 大 ). 算出 积分 
( 见 第 五 卷 §58 脚注 ) 便 得 到 如 下 结果 : 


а=а, +7 [а -6-7) 
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ma 77 Ta 
а=а, кат (3 (3) =oao -0. 13 а: 


当 温度 低 到 可 以 把 全 部 液体 质量 当 作 是 超 流质 量 时 ,这 个 结果 就 是 液态 "He 的 
了 0. 

2. 试 求 运动 的 超 流 液体 中 杂质 粒子 的 色散 律 es(p) ,已 知 在 静止 液体 中 该 
色散 律 为 sw) (р) (1. Bardeen,G. Baym,D. Pines,1967 ) . 

解 :在 静止 液体 中 (T=0 时 ) 加 入 动量 为 po 质量 为 m 的 杂质 原子 后 ,在 液体 
原来 静止 的 坐标 系 中 液体 的 能 量 和 动量 分 别 是 Eo。= 207 (р) Р, =р. 而 在 液 
体 以 速度 g 运动 的 坐标 系 中 ,根据 (23. 1) 式 则 有 : 

Е = 20 (р) +рь- 9 + (М+т), Р=р, + (М+т)у, 
由 此 可 见 ,运动 液 体 加 入 杂质 原子 时 ,其 能 量 和 动量 的 改变 等 于 


2 
= = т = 
Е ==, (р) +ру "о +, p=potmy 


2 
把 eh 用 pp 表达 之 ,我 们 求 得 : 
， 
es(P) =es (PP -mo)+pa "У. 
当 小 " 值 时 , 若 精确 到 一 次 项 , 则 对 于 (23.9) 形 式 的 能 谱 eg (p) ,我 们 有 : 


р-р: +0 (1-05). 
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从 声波 的 经 典 图 像 过 渡 到 量子 表述 时 ,流体 动力 学 量 ( 液 体 的 密度 .速度 等 


等 ) 都 要 换 成 用 声 子 的 淹没 算 符 C 和 产生 算 符 6z 所 表达 的 算 符 ， 现 在 我 们 来 扒 
导 这 些 物理 量 的 表达 公式 . 

应 当 注意 ,在 声波 的 经 典 描述 中 ,液体 密度 是 要 受到 微 振动 的 ,振动 频率 和 
波 矢量 之 间 的 关系 为 w =uk 液体 的 速度 和 密度 的 变化 部 分 p' =p -po (po 为 密 
度 的 平衡 值 ) 都 是 同一 数量 级 的 小 量 .波动 中 的 液体 运动 是 有 势 的 , 即 它 可 以 用 
速度 标 势 p 来 描述 ,并 按 下 式 确定 速度 : 





v=Vo9, (24.1) 
液体 的 速度 和 密度 之 间 是 以 连续 性 方程 9p'/9: = – 4 (ре) = - роды о 26 
ар. -Р.Аф (24.2) 


Ф 在 费 米 液体 ( 液 *He) 中 ,由 于 7-0 时 粘 湛 性 无 限 增 大 ,因而 我 们 所 研究 类 型 的 毛细 波 ( 如 通常 
声音 的 体积 波 一 样 ) 是 不 存在 的 - 
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联系 起 来 的 . 声波 中 的 液体 能 量 ,可 由 下 列 积分 得 出 : 


= { {eo р" ) a 24.3 
Е Г 2 ор )з (24.3) 
被 积 式 中 的 第 一 项 是 动力 学 密度 ,而 第 二 项 是 液体 的 内 能 ;这 两 项 分 别 是 小 量 v 


和 p' 的 平方 项 . 
本 来 我 们 可 以 完全 类 似 于 处 理 晶体 中 的 声 子 那样 ( 见 第 五 卷 $72) 进行 量 
子 化 手续 . 但 是 ,这 里 我 们 选择 了 多 少 不 同 的 方法 , 它 表明 方法 论 上 有 某 些 可 借 
鉴 之 处 . 我 们 首先 研究 用 微观 变量 (粒子 的 坐标 ) 表达 的 液体 的 密度 和 速度 
算 符 . 
在 经 典 理论 中 ,液体 的 密度 p 和 质量 流 密度 j 可 以 表示 对 所 有 粒子 取 和 的 
形式 : 
р(г) = 之 md(r, -7r), j(r)= > р.8(г, -г) 
(7。 和 p, 为 粒子 的 径 矢量 和 动量 ) ;这 两 个 函数 对 某 一 体积 的 积分 ,将 分 别 给 出 
该 体积 中 液体 的 总 质量 和 总 动量 ， 当 过 滤 到 量子 理论 时 ,这 两 个 函数 将 换 成 相 
应 的 算 符 . 密度 算 符 具 有 同样 的 形式 : 
P(r)= У md(r, -7), (24.4) 
而 流 密度 算 符 为 
Кр = У 4.8. 0) +8(r, nb}, (24.5) 


Ар. = - МУ. НТИ. 

现在 我 们 来 求 " 和 г’ (Г) 和 6(r') 的 对 易 规则 ;因为 不 同 粒子 的 算 符 
是 可 对 易 的 ,所 以 为 简单 起 见 ,我 们 只 研究 (24. 4 一 24.5) 求 和 式 中 的 一 项 .展开 
对 易 子 时 ,将 8(7, л) У, 8 (п, - 门 形 的 算 符 变 成 如 下 形状 ， 

5(m -mvV5n -7) = (л, л) (У (лл) + (л, –л) (л-г) У. 
这 里 第 一 项 中 的 V 8(r -7') 简 单 地 表示 6 函数 的 梯度 ;由 于 这 一 项 里 有 8(r, -7) 
因子 ,因而 可 以 用 Y 8(r -7 ) 代 替 V18(r, -г'). 最 后 我 们 得 到 : 

Лоре) -Pr fr) = 18 ВСУ 8(r-r)). (24.6) 
现在 我 们 根据 定义 





加 ”为 简单 起 见 , 令 系统 由 一 个 粒子 构成 可 想 而 知 , 算 符 (r) = ms8(ri -r) 对 波 函 数 少 (ri ) 的 态 求 
平均 ,将 得 出 |% (торт), =mly(r) 1 采用 类 似 的 方法 , 算 符 f(r) 的 平均 可 给 出 流 密度 的 正确 
表达 式 : 

(8/21) {0° (г) У (л) -pV р" (р) 
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引入 液体 速度 算 符 6 以 代替 i 定义 算 符 B 和 5 的 对 易 规则 要 求 :p 和 j 的 对 易 子 应 
得 出 表达 式 (24.6). 容易 验证 ,为 此 要 取 
Dr)p(r') -P(r )G(r) = АСУ 5(г-г’)). 
(此 时 应 考虑 到 算 符 5(r) 和 6(r ) 的 明显 的 可 对 易 ). 最 后 , 取 4(r) = У$(г),& 
们 便 得 到 密度 算 符 和 速度 势 算 符 之 间 的 对 易 规则 : 
ФО) т) -P(r G(r) = -让 SCr-r) (24.7) 

(这 里 当然 可 以 写 出 密度 变化 部 分 的 算 符 6' =р -Pp。 来 代替 6). 规则 (24.7) 与 粒 
子 坐 标 和 动量 之 间 的 对 易 规则 相 类 似 ; 就 此 意义 来 说 ,p" 和 p 这 两 个 量 在 该 情况 
Таже НГ “фк” Жи ХВ" НЕ. 

利用 建立 对 易 规则 (24.7) 的 表达 式 (24.4 一 24.5) ,我 们 现在 来 写 出 二 次 量 
子 化 表象 中 的 算 符 g 和 p'( 即 把 这 两 个 算 符 用 声 子 的 泽 没 算 符 和 产生 算 符 表达 出 
来 ) ,同时 要 求 它们 满足 规则 (24.7). 对 此 可 写成 : 


G(r) 278 У (аби +АЕ бетт), 
其 中 4 为 待定 系数 ; 求 和 遍及 大 而 有 限 的 液体 体积 УИ 2 (А0. 
С, „СЕН КН ВИ. 


о = i. (24.8) 
为 了 今后 引用 ,我 们 注意 这 两 个 算 符 不 等 于 零 的 矩阵 元 为 ， 
(пр -11C lm) = (п, 11а -1) = Иль. (24.9) 


式 中 nm 为 声 子 状态 的 占有 数 . 

然而 ,以 下 我 们 要 用 的 不 是 薛 定 兽 算 符 9(r) ,而 是 海 森 堡 算 符 6(1,r)， 只 要 
在 下 列 和 式 的 每 一 项 简单 地 引入 频率 为 w = 的 因子 exp( + iwt) , 便 容易 从 
9(r) 得 到 海 森 伯 算 符 : 


$(1,г) Е > (АС, 627-0 + Ar СеО) 
(对 比 $9 的 开头 部 分 中 对 少 算 符 所 作 的 叙述 )， ИИН (+,г) ЛДЕ 6 
(24.2) 与 算 符 6(t,r) 相 联系 ,因此 它 可 由 同样 的 和 式 得 出 ,但 和 式 中 的 乘 子 应 


以 i4ipok/u 代替 4,. 此 后 ,需要 在 满足 对 易 规 则 (24. 7 ) 的 条 件 下 确定 乘 子 4,. 
结果 得 到 如 下 的 最 终 表达 式 : 


人 与 粒子 少 算 符 不 同 , 实 量 算 符 w 是 厄 米 的 , 它 同 时 包含 声 子 的 产生 算 符 和 泽 没 算 符 . 注意 ,这 个 
性 质 (与 量子 电动 力学 的 场 算 符 的 性 质 相同 ) 与 声 子 场 中 “粒子 " 数 不 守 人 恒 有 关 . 
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Фон) = > (д) (бе белке, 
р 


гі 





ВК 12 ~ УЧ Ке 
Раю = У ея (бено -Greeceo)， (24.10) 
т 


事实 上 ,将 这 两 个 表达 式 代 人 对 易 规则 (24. 7) 的 左边 ,并 考虑 到 (24. 8) 式 , 便 得 
到 所 要 求 的 8 函数 : 





=. 人 = -iis(r-r)， 
同样 不 难 证 明 , 在 (24.3) 式 的 积分 中 以 $ = УФ Ко 和 p', 从 而 得 到 液体 哈 
密 顿 量 所 应 具有 的 形式 : 
= У иа (6; 6, +5}, 
其 本 征 值 等 于 ХивЁ(п, +1/2). 这 正 符合 能 量 为 = = ивр 的 声 子 的 概念 . 
声波 中 的 液体 的 能 量 表达 式 (24.3) 旋 是 下 列 精确 表达 式 的 展开 式 中 (在 零 
次 项 以 后 ) 的 头 两 项 : 


Е= [ [2 +ре(р) |е 


[ 式 中 e(p) 是 单位 质量 液体 的 内 能 ]. 在 上 述 积分 中 将 " 和 分别 换 成 = V6 和 
р =ро +P'[ 式 中 $6 和 P' 由 (24.10) 式 定义 ] , 则 该 积分 就 可 作为 液体 的 精确 哈密 顿 
ж: 


й= | [22% е) ] ds (24.1) 


(把 动能 算 符 写成 对 称 形式 6 p56 /2 ,以 便 成 为 厄 米 算 符 ). 并且 极为 重要 的 是 ， 
рф 恰好 是 正则 共 二 的 “广义 坐标 和 广义 动量 ” ,因此 必定 能 通过 它们 表达 出 
哈密 顿 量 . 这 一 点 可 从 下 述 事实 看 出 : (24. 10) 的 两 个 算 符 所 遵从 的 对 易 规 则 
(24.7) 是 一 个 精确 的 规则 , 即 在 导出 它 的 过 程 中 ,任何 地 方 都 没 利 用 振动 的 微 
小 性 . 

这 个 哈密 顿 量 的 展开 式 中 更 高 级 (三 级 以 上 ) 的 各 项 表达 了 声 振动 的 非 简 
谐 性 ,用 声 子 图 像 的 术语 来 说 ,就 是 描述 了 声 子 的 相互 作用 . 这 些 项 ,对 于 同时 
改变 若干 声 子 占有 数 的 唉 迁都 有 矩阵 元 , 因而 它们 起 着 引起 声 子 各 种 散射 和 裂 
变 过 程 的 微 扰 作用 . Вт ЕС, МС: 本 身 的 矩阵 元 当然 具有 前 面 的 (24. 9) 的 
形式 ,正如 微 扰 论 中 通常 的 做 法 一 样 ,这 里 是 利用 了 使 非 微 扰 哈 密 顿 量 对 角 的 表 
象 . 我 们 列 出 三 次 项 和 四 次 项 的 表达 式 : 
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Й = [5 26% + (起 =") н пе, (24.12) 
Го (08) Јев (24.13) 
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使 用 接近 于 绝对 零度 时 的 弱 非 理想 玻 色 气体 模型 ,可 明显 地 看 出 玻 色 型 能 
谱 的 基本 性 质 . 在 这 一 节 里 ,采取 类 似 于 在 $6 中 对 费 米 气体 的 处 理 方法 来 研 
究 这 个 模型 @. 因而 $6 所 作 的 关于 简 并 近 理 想 气体 模型 的 普遍 性 质 的 全 部 叙 
述 , 同 样 也 适用 于 现在 所 研究 的 情况 . 比如 说 , 弱 非 理想 性 [气体 参数 ec(NMV) '" 
<<1;а 为 散射 长 度 ] 的 条 件 ,可 以 照 以 前 的 一 样 , 表 述 为 粒子 微小 动量 条 件 
(6.1) 26 :ра/ћ << 1®. 

玻 色 子 (假设 它们 是 无 自 旋 的 ) 成 对 相互 作用 系统 的 哈密 顿 量 ,其 形式 与 
(6.6) 式 的 区 别 只 在 于 无 自 旋 下 标 : 


А 1 р 
B= 2-4; а, + рр, рр) адада, а, (25.1) 


=2т Ф ра pl 
(对 全 部 动量 下 标 求 和 ). ЖА ЕРА РЕЗЕ ДЕ ХР ВИ, 
а,а; 一人 =1. 
也 和 $6 中 一 样 , 按 小 动量 的 假定 ,将 (25. 1) 中 所 有 的 矩阵 元 再 用 它们 在 零 动量 
时 的 值 来 代替 ,于 是 





0, ре 
дара, +50 адада, а, (25.2) 
把 微 扰 论 用 于 这 个 哈密 顿 量 ,出 发 点 在 于 下 述 见解 :在 理想 玻 色 气体 的 基态 
上 ,全 部 粒子 都 处 在 凝聚 体 中 , 即 处 于 能 量 为 零 的 态 上 占有 数 N,.。=N。=N; 当 
Р7ОН, М, =0( 见 第 五 卷 $62). 近 理想 气体 在 基态 和 在 各 弱 激 发 态 上 ,占有 数 
АЖАРА ,但 远 小 于 宏观 大 数 Nm аса, = №, ~ 人 远大 于 1 的 事实 ,意味 着 表 
达 式 


: 
Я = УР-а;а 


0,0) -ho а, =1 
小 于 人 ,ad 的 本 身 , 因 此 忽略 2 和 6 的 不 可 对 易 性 时 , 便 可 以 把 它们 看 作 普通 的 
(等 于 VW 的 ) 数 . 
运用 微 扰 论 ,意味 着 现在 要 在 形式 上 将 (25.2) 式 的 四 重 求 和 按 小 量 4, ‚а; 


Ф 下 面 我 们 所 卫 明 的 方法 属于 Н.Н. НХ (1947). 他 把 这 种 方法 运用 到 玻 色 气体 ,是 首尾 ,， 
一 其 以 微观 方式 推导 "量子 液体 "能 谱 的 最 早 例证 . 

© 下 面 我 们 将 会 看 到 ,在 简 并 玻 色 气体 中 大 多 数 粒 子 (“ 凝 聚 体 "除外 ) 都 具有 动量 p ~ 有 VENZF ， 
对 于 这 样 的 动量 ,上 面 指出 的 不 等 式 确 是 成 立 的 
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(рт0) ЮЖ. 展开 式 的 零 次 项 等 于 
айа; 4,4, =at. 
о нь ыы 二 次 项 为 
У (Gd, to a +4444,). (25.4) 


限于 精确 到 二 次 量 时 可 在 (25. 4) 式 中 以 总 粒子 数 М КА а, = №. 在 
(25.3) 这 一 项 里 ,应 估计 到 更 精确 的 关系 式 : 


at+ У а, а, =М. 
结果 ,(25.3 一 25.4) 式 各 项 之 和 变 为 
мл У (aa +d’, +266,). 
把 它 代 入 (25.2) 式 ,我 们 得 到 哈密 顿 量 的 下 列表 达 式 : 
й- Мр, > раза, чи, >, (а,а.,+а;а',+2а;а,). (25.5) 
此 表达 式 的 第 一 项 ,在 一 级 近似 下 决定 了 气体 的 基态 能 量 E, ,而 它 对 М 的 微 商 
相应 地 为 了 =0 时 的 化 学 势 久 : 


№ м 
Во =, ИУ. (25.6) 


(25. 5) 式 中 其 余 各 项 决定 了 对 E。 的 修正 和 气体 弱 激 发 态 的 能 谱 . 

(25.5) 式 中 的 积分 0, ,还 应 当 通 过 真实 的 物理 量 一 一 散射 长 度 a 表达 出 
来 . 这 在 二 次 项 中 可 以 直接 按照 公式 (6.2) 得 出 : Ue = 4r 让 am， 而 在 第 一 项 ， 
则 需要 用 更 精确 的 公式 (6.5) 表 达 , 该 公式 顾及 了 散射 幅 中 的 二 级 玻 恩 近 似 ， 并 
且 这 里 所 指 的 是 凝聚 体 两 个 粒子 的 碰撞 问题 ,相应 地 应 当 在 (6.5) 式 的 求 和 中 
Ж р, =р, =0,р = -p;=p, 因 此 有 : 

4т1?а 4тв?а 1 
ие), 


将 此 式 代 和 人 (25.5) 式 , 便 得 到 哈密 顿 量 : 
р 2тйа № ата < 1 
Е туа 


(25.3) 











21е м У, (ай. нара, +зара,) + > аза, (25.7) 
为 了 确定 能 级 ， 需要 将 算 符 f ‚а, 作 必 要 的 线性 变换 ,以 使 哈密 顿 量变 成 对 
角形 .现在 我 们 引入 新 的 算 符 六 ,8 ,根据 定义 ， 


а, =, +06), а; = 让 +, _,, 


而 且 要 求 它们 满足 算 符 3 ,3; 所 满足 的 同样 的 对 易 关系 。 


592. 第 三 章 超 流 性 





bb 0， 
不 难看 出 ,为 此 必定 有 :2 -让 = 1. 考虑 到 这 一 点 ,就 可 把 线性 变换 写成 如 下 形 
式 : 





Р В, а = РР. (25.8) 


已 应 当 这 样 确定 „АНИ Р ЗЕ АИ Сб, Боб 6). 经 简单 的 计算 
得 出 : 





2 
1, = ебр) Вт } (25.9) 
其 中 引入 了 两 个 记号 : 
aa 
е0 = ар + (SE) ] =. (25.10) 
_ [4т?аМ \ 
= (у : (25.11) 
这 时 哈密 顿 量 取 如 下 形式 : 
Й=Е, + У el(p)bib,, (25.12) 
ёа 
式 中 
м 1 р т ш 
Ет + У [20) -2 2-ти? + р }. (25.13) 


#3 (25. 12) 形 式 的 哈密 顿 量 和 算 符 久 ,bj 的 玻 色 对 易 关 系 可 以 推 类 :和 7 和 
乃 是 遵从 玻 色 统计 ,能 量 为 s(p) 的 准 粒子 的 产生 算 符 和 淹没 算 符 . 对 角 算 符 
bb 的 本 征 值 就 是 动量 为 p 的 准 粒子 数 ,而 公式 (25. 10) 决 定 了 准 粒子 能 量 
对 动量 的 依赖 关系 (重新 用 ,表示 准 粒子 占有 数 ,以 区 别 于 气体 真实 粒子 占有 
数 N,)， 于 是 我 们 所 研究 气体 的 弱 激 发 态 能 谱 便 完全 确定 . 

量 6, 是 气体 的 基态 能 量 ， 以 对 Va?p/(2mh)? 求 积分 代替 对 离散 的 p 值 (在 
体积 V 中 ) 求 和 ,经 计算 得 到 下 列表 达 式 : 


т ет ;地 У 
= АУ | (25.14) 


( 李 政 道 ,杨振宁 ,1957). Ф Т= омувньню. О 


_ дЕ 4тћа ү, 32 [ФМ 
вет ау [1 | С 


这 两 个 公式 是 按 (a М/И) 的 寡 展 开 的 前 两 项 . 但 是 下 一 项 就 不 能 再 用 上 述 方 
法 计算 了 . 这 一 项 应 含有 体积 ,如 V”, 而 这 一 级 的 量 值 不 仅 与 二 重 碰撞 ,而 且 也 
与 三 重 碰撞 有 关 . 








$25 简 并 近 理想 玻 色 气体 . 93. 





当 动 量 值 很 大 (p >> mu) 时 ,(25.10) 式 的 准 粒子 能 量 趋 于 p*/2m, 即 趋 于 气 
体 单个 粒子 的 动能 . 

当 动 量 很 小 时 (p << ти) , 则 有 е=ир. 不 难看 到 ,系数 4 与 气体 中 的 声速 相 
同 , 因 此 根据 $ 22 的 一 般 证 明 ,这 种 表 式 也 符合 声 子 的 情况 . 当 T=0 时 ,自由 
能 与 能 量 6。 相 等 ,于 是 取 E。 的 展开 式 中 的 主要 项 ,我 们 求 得 压强 : 
дЕ _2та№ 


9 ту? 


而 得 到 的 声速 为 w= УдРУар ( 式 中 p =mN/V 为 气体 的 密度 ) 并 与 (25. 11 ) 式 相 
同 . 

应 当 指 出 ,在 我 们 所 研究 的 玻 色 气体 模型 中 ,散射 长 度 a 一 定 是 正 值 (粒子 
之 间 具 有 排斥 相互 作用 ). 这 一 点 ,在 形式 上 由 下 述 事实 就 可 看 出 , 即 在 已 得 出 
的 能 量 公式 中 , 当 a <0 时 将 会 出 现 虚 数 项 . 条 件 a>0 的 热力 学 意义 是 ,在 该 玻 
色 气体 模型 中 它 必须 遵从 不 等 式 (9P/ar)r <0. 

元 激发 (它们 的 占有 数 平均 值 为 i ) 的 统计 分 布 , 当 温度 不 等 于 零 时 可 简单 
地 由 玻 色 分 布 公式 (22. 2) 得 出 .气体 真实 粒子 按 动量 的 分 布 NW, 可 以 用 算 符 
а, i 求 平均 的 方法 算出 来 . 利用 (25. 8) 式 ,并 考虑 到 乘积 b_,6, 和 b; 了:, 不 具有 
对 角 矩 阵 元 这 一 性 质 , 可 得 : 








+ (т, +1) 


м, 5 (25.16) 
КЛАДА, ЧАТЕ ро 时 才 成 立 . 动量 为 零 的 粒子 数 为 
Ем м = С АЕ >в 
N=N хм, м бау (25.17) 


特别 是 ,在 绝对 零度 时 所 有 m =0, 于 是 借助 (25. 9 ) 式 我 们 可 由 (25. 16 ) 式 
得 到 如 下 形式 的 分 布 函数 2: 
М = т? и* 
” 2e(p){e(p) +р’/2т + ти} 
(МТ =0 时 ,WN, 的 平均 值 与 精确 值 相等 ;因此 去 掉 了 字母 上 的 横 线 )， 当 然 , 玻 
色 气 体 的 非 理想 性 ,即使 在 绝对 零度 时 也 会 出 现 动量 不 为 零 的 粒子 ;很 容易 求 出 
(25. 17) 式 中 的 积分 [其 中 NN, 由 (25. 18) 式 确定 ] ,因而 得 出 : 


(25.18) 


мем № 8 (25.19) 


Ф 应 当 指出 ,具有 给 定 动量 值 的 粒子 数 极 大 值 ( ~ 严 N ) 位 于 p/ 和 ~ VaNZT 附 近 , 这 里 由 se(p) 的 一 
个 极限 表达 式 过 渡 到 另 一 个 极限 表达 式 . 这 种 情况 已 在 90 页 的 注解 中 说 过 了 . 
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最 后 ,我 们 还 要 对 这 里 所 得 的 能 谱 作 以 下 的 说 明 : 当 p 小 时 , 微 商 中 evdp > 
0, 就 是 说 e(P) 曲线 从 初始 的 切线 = ир 起 向 上 弯曲 .在 这 种 情况 下 ( 见 下 面 的 
8$34) 将 发 生 能 谱 的 不 稳定 性 ,这 与 准 粒子 ( 声 子 ) 可 能 具有 的 自发 裂变 有 关 . 
但 是 ,由 于 相应 的 能 级 宽度 很 小 ( 当 己 小 时 与 天 成 正比 ) ,因而 并 不 损 及 在 所 研 
究 的 近似 程度 下 得 到 的 表达 式 . 


$26 凝聚 体 的 波 函 数 


在 $23 里 我 们 已 经 谈 过 ,在 液 氨 中 超 流 性 的 出 现 或 消失 都 是 以 第 二 级 相 变 
的 方式 发 生 的 . 这 种 相 变 总 是 与 物体 性 质 的 某 种 质变 有 关 . 在 液 氮 处 于 入 点 的 
情况 ,这 种 质变 可 以 用 宏观 方法 描写 为 液体 超 流 成 分 的 出 现 或 消失 . 以 更 深刻 
的 微观 观点 来 说 ,这 里 所 指 的 乃 是 液体 (真实 的 !) 粒 子 按 动 量 分 布 的 确定 性 质 . 
正 是 在 超 流 液体 中 (与 非 超 流 液体 不 同 ) ,有 限 比 率 的 粒子 (具有 宏观 大 的 粒子 
数 ) 具 有 严格 等 于 零 的 动量 ;这 些 粒子 在 动量 空间 中 构成 了 玻 色 - АН 
聚 体 ( 或 简称 凝聚 体 ). 注意 ,在 理想 玻 色 气体 中 , 当 7=0 时 气体 的 全 部 粒子 都 
变 成 凝聚 体 ( 见 第 五 卷 $ 62 ) 而 在 近 理 想 气体 中 ,也 几乎 是 所 有 粒子 都 变 成 凝聚 
体 . 在 粒子 间 具 有 强烈 相互 作用 的 玻 色 液体 这 种 情况 , 当 7=0 时 处 于 凝聚 体 中 
的 粒子 数 的 比率 绝 不 能 接近 于 1. 

现在 我 们 要 说 明 怎 样 用 少 算 符 的 术语 来 描述 玻 色 - 爱 因 斯 坦 凝 聚 的 性 质 . 

对 于 理想 玻 色 气 体 一 一 无 相互 作用 的 玻 色 子 系统 , 它 的 海 森 伯 少 算 符 可 写 
成 如 下 的 显 形式 人: 

(ар) г а,ә {ро}. (26.1) 
在 $25 ФЕ ЕВ: а та, 和 ar 的 不 可 对 易 性 , 即 把 这 两 


个 算 符 看 作 是 经 典 量 . 换言之 , (26. 1) 式 的 部 分 少 算 符 是 普通 的 数 ,这 一 部 分 
我 们 用 与 来 表达 : 


np 


ls 


(26.2) 


为 了 表达 任意 玻 色 液 体 在 一 般 情况 的 少 算 符 的 这 种 性 质 ,应 当 指出 ,由 于 
在 凝聚 体 中 总 具有 宏观 上 大 数 的 粒子 ,所 以 当 这 个 粒子 数 增 减 1 时 ,实质 上 并 不 
改变 系统 的 状态 ,因此 可 以 说 ,由 于 向 凝聚 体 添 人 (或 取出 ) 一 个 粒子 ,结果 由 一 
定 的 N 个 粒子 系统 状态 得 出 了 Мт 个 粒子 系统 “同样 的 "状态 @. 比如 说 ,基态 


Ф 见 (9.3) 式 , 我 们 假设 气体 粒子 是 无 自 旋 的 ,因此 没有 自 旋 下 标 . 在 (26. 1 ) 式 中 ,也 考虑 了 理想 
玻 色 气体 当 7=0 时 化 学 势 .=0, 因 此 省 略 了 指数 中 -At/ 志 这 一 项 . 
@ 添 人 或 到 出 粒子 ,应 想象 为 进行 得 无 限 缓慢 ,这样 就 排除 了 变化 的 场 对 系统 的 激发 . 
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仍然 保持 为 基态 . 使 凝聚 体 中 粒子 数 改 变 1 的 那 部 分 小 算 符 用 久 , 急 * 标记, 因 
此 按 定义 就 有 : 

Ё!т,№+1) =Ят,№), Е’ Im,N) = 与 Im,N+1)， 
这 里 记号 Im,N) 和 lm,N+1) 表 征 系 统 中 仅 粒子 数 不 同 的 两 个 “相同 的 "状态 ， 
而 全 是 某 一 复数 . 这 些 论断 在 Мао 的 极限 情况 下 是 严格 成 立 的 . 因此 ,与 这 
个 量 的 定义 应 写成 如 下 形式 : 


lim Cm, Мт, N+1) = 与 ， 


lim (msN +11 Im,N) = 与 *， (26.3) 
这 是 液体 在 给 定 的 有 限 密度 值 NV 时 趋 于 极限 的 . 
如 果 把 少 算 符 表 成 : 
=, = +. (26.4) 


则 算 符 的 剩余 (“ 非 凝聚 体 ”) ВСВ," — ЕН ЖЖ т, М) 变 为 与 
其 正 交 的 状态 , 即 矩 阵 元 为 了 : 
lim (т, Мт, +1) =0, Ла (т, +119 Im,N) =0. (26.5) 

在 Мо 的 极限 ,状态 Im,N) 和 lm,N+1) 之 间 的 差别 完全 消失 ,就 此 意义 
来 说 ,三 这 个 量 是 算 符 多 对 这 个 态 的 平均 值 ， 我们 强调 ,此 极限 值 有 限 是 含有 凝 
聚 体 的 这 种 系统 的 特点 . 

等 式 (26.3) 已 透彻 表明 了 写 , 写 “的 “ 算 符 "性 质 ,此 外 ,可 以 认为 它们 与 它 ， 
它 "可 对 易 . 特别 是 ,在 对 基态 求 任何 平均 时 , 算 符 写 , 写 * 将 代 之 以 己 , 与 '( 即 
与 经 典 量 的 行为 相同 ). 我 们 再 强调 一 次 :由 于 凝聚 体 中 粒子 数 是 个 宏观 量 , 因 
而 这 种 近似 就 意味 着 只 忽略 那些 相对 数量 级 很 小 的 量 ЛО. 


如 果 波 函数 的 时 间 依 赖 关 系 决定 于 哈密 顿 量 =Й Ў, ВА 与 这 个 量 就 
与 时 间 无 关 . 事实 上 ,和 矩阵 元 (m,NI 信 Im,N+1) 正 比 于 
exp{ -ELE(N+1) -ECN) -(N+ Dp+ Nl}, 
但 这 个 指数 函数 的 指数 为 零 ,因为 精确 到 ~1/N 时 ,E(N+1) -E(N) = и. 
在 均匀 的 静止 液体 中 , 同样 也 与 坐标 无 关 , 因 而 适当 地 选取 该 复 变 量 的 
相位 ,容易 得 出 : 





外 ”为 了 避免 误会 ,我 们 再 不 大 其 烦 地 提醒 一 次 :这 些 等 式 只 对 应 于 “同样 " 态 之 间 的 跃迁 ! 
© 特别 是 , 取 这 种 精确 度 时 ,对 于 系统 中 粒子 数 之 差 相同 (不 大 的 ) 的 各 不 同 状态 之 间 的 跃迁 来 说 ， 


应 当 认为 算 符 儿 的 各 跃迁 矩阵 元 都 相同 . 
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=, (26.6) 
式 中 m 是 单位 体积 液体 中 凝聚 体 的 粒子 数 ， 实际 上 ,后 * 仿 是 凝聚 体 中 的 粒子 数 
密度 算 符 ,而 这 个 算 符 的 平均 值 恰好 是 mn， 
由 于 凝聚 体 的 存在 ,使 得 玻 色 液体 粒子 的 密度 矩阵 本 质 上 有 别 于 通常 液体 
中 的 密度 矩阵 .在 均匀 玻 色 液 体 的 任意 状态 ,密度 矩阵 以 下 列表 达 式 定义 ; 
ANp(rm) = (т, МИЯ” (1,г,) (tr ) Im,N), (26.7) 
而 且 该 函数 只 依赖 于 r=r, л, АЕ [ М, (7.13)]. 将 (26.4) 形 式 的 少 算 符 代 
入 上 式 并 考虑 (26.3) 式 和 (26.5) 式 的 性 质 ,我 们 得 到 : 
Np( г, ‚г.) = по + Мр'(г, ,r,). (26.8) 
“ 非 凝 聚 体 "密度 矩阵 P" 当 1r, — г, 1 о 时 趋 近 于 零 ; 但 密度 矩阵 p 这 时 趋 近 于 
有 限 的 极限 值 ao/N. 这 表明 在 超 流 液体 中 存在 着 通常 液体 所 没有 的 “远程 有 
序 " 性 ,而 在 通常 的 液体 中 当 |r, -7r,1 一 % 时 总 是 p 一 0. 这 就 是 使 液体 的 超 流 相 
有 别 于 非 超 流 相 的 对 称 性 质 (B.A. 24 Л. Д. 朗 道 ,1950 ;0. Репгозе,1950). 
利用 密度 矩阵 的 传 里 叶 分 量 , 按 公式 


МР) =М [рее "а (26.9) 


[比较 (7.20) 式 ] 可 确定 出 液体 粒子 按 动量 的 分 布 ， 将 (26. 8) 式 中 的 p 代入 上 
式 , 得 到 : 








N(p) =(2m)zno8(P) отете таа (26.10) 


带 有 8 函数 的 一 项 相应 于 动量 严格 等 于 零 的 粒子 的 有 限 概 率 . 

如 果 在 液体 中 发 生 超 流 运动 ,或 液体 处 于 非 均 匀 且 不 稳定 的 外 界 条 件 下 
(但 该 条 件 只 在 比 原子 间距 大 的 距离 上 才 有 重大 的 改变 ) , 那 就 仍旧 会 发 生 玻 色 
- 爱 因 斯 坦 凝聚 ,但 已 不 能 肯定 液体 将 出 现 p =0 的 状态 .以 前 根据 (26. 3) 式 定 
义 的 量 全 ,现在 是 坐标 和 时 间 的 函数 , 它 具 有 凝聚 态 中 粒子 波 函 数 的 意义 . 它 的 
归 一 化 条 件 为 | 全 1* =n ,因此 可 以 把 它 表达 成 

S(t,r) = Г, (г) ее. (26.11) 

因为 有 宏观 大 数 的 粒子 处 于 凝聚 态 , 这 个 态 的 波 函 数 变 成 为 经 典 的 宏观 

ИФ. 因此 ,在 超 流 液体 中 将 出 现 新 的 宏观 态 (其 中 包括 热力 学 平衡 态 ) 的 特性 . 
根据 波 函 数 (26. 11) 算 出 的 流 密度 是 : 


ток в руе су = ћ 
Ля (Я УЕ' -Е УЕ) == Ф, 


式 中 普 为 液体 粒子 的 质量 . 就 上 式 本 身 意义 来 说 , 它 是 凝聚 体 粒 子 宏观 的 流 密 


名 ”这 类 似 于 每 个 态 中 光子 的 占有 数 很 大 时 ,电磁 波 场 强 变 成 了 经 典 量 的 情况 ( 对照 第 四 着 55). 
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度 ,因而 可 以 把 它 表 为 nov, 的 形式 ,这 里 w . 是 该 运动 的 宏观 速度 ， 对 比 两 个 表 
达 式 ,得 : 
в. = ИУ Ф. (26.12) 
因为 这 种 运动 可 以 在 热力 学 平衡 态 (用 量 全 描述) 发 生 , 所 以 它 是 一 种 无 耗 散 的 
运动 ,因此 (26. 12) 式 决定 了 超 流 运动 速度 . 这 样 一 来 ,我 们 又 得 出 在 $ 23 中 已 
经 提 到 的 超 流 运动 的 性 质 , 即 它 的 标 势 性 ， 同 时 ,发 现 速度 势 p( 在 精确 到 常数 
因子 时 ) 与 凝聚 体 波 函 数 的 相位 是 相等 的 : 
p=E0. (26.13) 
但 是 为 了 避免 误解 ,应 当 强 调 : 虽 然 凝聚 体 的 速度 与 液体 超 流 成 分 的 速度 相 
同 (即使 凝聚 体 和 超 流 成 分 在 入 点 同时 出 现 ) ,凝聚 体 密 度 mm 与 超 流 成 分 密度 
p. 彼 此 绝 不 相同 . 毫 无 疑问 , 绝 没 有 理由 把 这 两 个 量 混为一谈 ,混淆 这 两 个 量 的 
错误 还 可 以 由 下 列 事实 看 出 :在 绝对 零度 时 ,液体 全 部 质量 都 是 超 流 的 ,然而 绝 
非 全 部 液体 粒子 都 处 于 凝聚 体 中 四 . 
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凝聚 体 中 粒子 数 密度 在 7=0 时 最 大 ,而 温度 升 高 时 密度 降低 .该 密度 对 温 
度 的 依赖 关系 当 7—0 时 的 极限 规律 ,可 借助 研究 宏观 量 一 一 凝聚 体 波 函 数 7 
的 涨 落 来 求 出 (R. А. Ferrell, №. Menyhard , Н. Schmidt, F. Sehwabl, P. Szepfalusy ， 
1968). 


首先 应 当 提 醒 , 信 是 个 经 典 量 , 用 量子 力学 形式 表达 时 , 它 对 应 于 算 符 它 
因此 ,为 了 计算 涨 落 原则 上 应 该 利用 这 个 算 符 ， 另 一 方面 ,在 绝对 零度 附近 长 波 
振动 在 宏观 量 涨 落 谱 中 起 着 主要 作用 . 液体 中 这 些 振动 乃 是 流体 动力 学 宏观 方 
程 所 描述 的 声波 ,因而 有 可 能 独立 地 使 全 量子 化 来 建立 对 应 于 这 个 量 的 算 符 . 

在 这 种 情况 下 ,对 于 量 = к ехр(іф) ЖИ, НЕБА (26.1) 的 超 流 
速度 势 有 关 的 相位 @, 在 长 波 极限 下 涨 落 最 强烈 . 我 们 提醒 一 下 ,p 和 这 两 个 
量 都 不 是 单 值 的 , 即 它们 有 可 加 的 任意 常数 . 因此 , 单 值 的 量 Vm 只 能 通过 更 的 
微 商 表达 ,所 以 Vn 的 涨 落 的 傅 里 叶 分 量 将 包含 波 失 的 多 余 的 军 , 即 对 于 小 
,该 分 量 是 很 小 的 . 

相位 Ф 与 速度 势 p 的 关系 ,可 以 直接 将 @ 与 描写 液体 中 声 子 分 布 的 量 联 
系 起 来 . 为 此 ,我 们 把 p 因而 也 把 Ф 看 作 是 二 次 量子 化 算 符 , 并 根据 (24. 10) 式 





全” 事实 上 , 液 氨 中 凝聚 体 的 密度 ,看 米 只 是 总 液体 密度 的 一 小 部 分 . 
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通过 声 子 的 产生 算 符 和 淹没 算 符 将 龟 展 开 : 


Р ти \ Мл у. А+ рео 
Е : 27.1 
92.0, (27%) Соно Сет ть 


(把 非 微 扰 的 液体 密度 写成 p = nm 的 形式 ,这 里 п 是 粒子 数 密度 ,并 略 去 下 标 
0). 如 上 所 述 ,宏观 量 Я 的 算 符 , 即 算 符 多 的 长 波 部 分 ,可 以 表 成 如 下 形式 : 
多 = /шехр(1 $), (27.2) 
式 中 m 为 凝聚 体 的 粒子 数 密度 . 
首先 ,我 们 利用 这 个 公式 来 计算 玻 色 液体 的 “ 非 凝 聚 体 "粒子 (在 小 动量 值 
的 情况 下 ) 按 动量 的 分 布 ， 在 单 粒子 的 密度 矩阵 p(m ол.) Е, ЧЕ ВН, — г, | 很 
大 时 ,就 可 以 利用 少 算 符 的 长 波 表达 式 (27.2) : 
Ap(m mn) = О) т) ne е), (27.3) 
这 里 是 对 给 定 温度 的 液体 状态 取 平均 . 由 于 涨 落 很 小 ,应 当 将 这 个 表达 式 按 鲍 
的 寡 展 开 , 这 时 只 保留 前 几 个 未 消失 的 (二 次 ) 项 . ЖФ = Ф, ЛИЯ: 
Мб, ут) =m по (Ф (л) tn (Br,) Br )). (27.4) 
第 三 项 当 1r, л, 1-е 时 趋 于 零 ,并 给 出 所 求 的 密度 矩阵 的 非 凝 聚 体 部 分 (在 均 
匀 液 体 中 第 二 项 根本 与 无 关 , 它 给 出 对 凝聚 体 密度 的 修正 , 稍 后 将 用 另 一 种 方 
法 计算 这 个 修正 ). 利用 (27. 1) 式 ,可 将 非 凝 聚 体 部 分 变 成 如 下 形式 ; 








Non DDG буе (6,6; ) отита 
5 
a 1 on/ 
А т Хз (+5 }* ы 
式 中 





将 求 和 变 为 求 积分 ,有 : 
А поти сп, +1/2 и - ди Фр 
Мп) =— | е бе 
当然 ,此 表达 式 只 对 来 自 小 动量 p( 即 Ар 大 于 原子 间距 离 ) 的 贡献 成 立 . 
(27.5) 式 中 的 被 积 式 可 直接 确定 粒子 按 动量 的 分 布 : 


(27.5) 








Мер) = (+). (27.6) 
当 7T=0 时 ,此 公式 给 出 : 
N(p) = (27.7) 


(J. Gavoret,Ph. Можбгез, 1964) ‚ 4 720 时 ,up << Т; Е 
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nmT 





N(p) = (27.8) 


пр 
(Р. С. Hohenberg ,P. С. Martin ‚1965 ) 现在 可 以 确定 凝聚 体 密度 对 温度 的 依赖 关 
Ж. 按 定义 ,我 们 有 : 
Ф 
п (Т) =п- Отту 
如 果 直 接 将 (27. 6) 式 代入 此 公式 , 则 积分 由 于 零 振动 而 发 散 . 这 种 情形 ,与 
(27.6) 式 不 适用 于 大 动量 p 有关, 并 意味 着 不 能 只 用 这 种 方法 计算 凝聚 体 在 了 
=0 时 的 密度 值 , 该 密度 值 在 这 里 应 认为 是 给 定 的 量 . 为 了 确定 所 求 的 对 温度 
的 依赖 关系 ,需要 从 no(7) 中 减 去 它 在 7=0 时 的 值 ,这 时 积分 已 收敛 . 结果 我 
们 得 到 : 
no(T) -no(0) ти (п, 4 
Л (0) __ | Фр 





(27.9) 














п,(0) п] р (211) 
тТ ("хіх mT” 
=-— =- У 27.10 
2т°пић Јо е" -1 12пић ‹ | 


在 计算 时 ,我 们 忽略 了 液体 总 密度 对 温度 的 依赖 关系 ;由 于 液体 的 热膨胀 (与 声 
子 的 激发 有 关 ) 正 比 于 更 高 的 温度 的 等 次 一 一 7*( 见 第 五 卷 $67), 所 以 作 这 样 
忽略 是 合理 的 @. 
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在 $23 中 已 经 谈 过 , 玻 色 液体 的 超 流 密度 的 比率 p,/p 随 着 温度 的 升 高 而 减 
小 ,并 在 第 二 级 相 变 点 ( 称 作 液体 的 A 点 ) 变 为 零 . A 点 的 温度 7, 是 压强 P йв 
数 ;方程 T=7T,(P) 决 定 了 P,T 平 面相 图 上 诸 和 A 点 所 构成 的 曲线 . 

在 第 二 级 相 变 的 普遍 理论 中 ,物体 状态 的 改变 是 以 表征 物体 对 称 性 质 的 序 
参数 的 行为 来 描述 的 . 对 于 玻 色 液体 的 A 相 变 来 说 ,凝聚 体 波 函 数 与 就 起 着 这 
种 参数 的 作用 ,在 $ 26 中 曾 说 过 , 它 描述 液体 中 的 “远程 有 序 " 性 , 与 是 一 个 复 
数 就 说 明 : 序 参数 有 两 个 分 量 ,并且 系 统 的 有 效 哈密 顿 量 ( 见 第 五 卷 $ 147) 只 与 
I 各 有关, 也 就 是 说 ,对 于 Ее“ Е (а 为 任意 实数 ) 的 变换 , 哈密 顿 量 是 不 
变 的 . 

看 来 有 关 液 氨 中 A 相 变 的 实验 资料 证 明 : 对 这 种 相 变 , 朗 道 相 变 理论 得 以 
适用 的 区 域 并 不 存在 ,因为 不 论 在 A 点 邻 域 的 任何 地 方 ( 即 不 论 在 17 - 7, | << 
7 范围 内 的 任何 地 方 ) 都 不 满足 第 五 卷 (146. 15) 这 一 判 据 ， 因 此 ,描述 这 种 相 








Ф 已 得 出 的 对 于 任何 骇 色 液体 都 成 立 的 各 公式 ,当然 与 人 25 中 得 出 的 弱 非 理想 玻 色 气体 的 各 公式 
是 一 致 的 . 在 比较 时 ,应 考虑 对 于 弱 非 理想 气体 来 说 no еп, р 小 的 条 件 为 :p << ти ~ А(ап) 12. 
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变 的 性 质 需 要 运用 第 二 级 相 变 的 涨 落 理论 ,该 理论 可 以 将 各 种 量 对 温度 的 依赖 
关系 相互 联系 起 来 . 

序 参数 (因而 也 包括 凝聚 体 的 密度 по) 当 7 一 7 时 对 温度 的 依赖 关系 由 临 
界 指数 B 给 出 ( 见 第 五 卷 §148): 

ТЕ = /щ«(Т, – Т). (28.1) 

但 我 们 更 感 兴趣 的 是 超 流 密度 p. 的 行为 问题 ,为 计算 p., 我 们 来 研究 这 样 的 
液体 :在 该 液体 中 凝聚 体 波 函数 的 相位 Ф 在 空间 作 缓慢 的 变化 . 这 就 是 说 ,在 
液体 中 发 生 速 度 为 (26.12) 式 的 宏观 超 流 运动 ,单位 体积 液体 相应 的 动能 为 : 


2 ж 
Bp hv Ф)". (28.2) 
m 


此 表达 式 也 可 以 用 于 序 参数 的 长 波 涨 落 ， 根 据 标 度 不 变性 的 假设 ,在 相 变 
点 邻 域 决定 涨 落 状况 的 唯一 的 长 度 参 数 , 乃 是 涨 落 的 关联 半径 r.， 因 而 ,该 参数 
也 用 来 确定 这 样 数 量 级 的 距离 ,在 该 距离 内 相位 Ф 的 涨 落 变 化 的 数量 级 为 1; 所 
以 , 涨 落 速 度 平方 的 平均 值 随 温度 的 变化 规律 为 : 

а осто (Т, Т). 
фо А НО НОК. 另 一 方面 ,因为 热力 学 量 在 相 变 点 的 特性 恰好 
与 长 波 涨 落 有 关 , 自 然 可 以 认为 :在 该 点 的 邻 域 , 涨 落 动能 (28. 2) 与 液体 热力 学 
势 的 奇异 部 分 一 样 按 同 样 规律 即 (7 - 7)”“( 这 里 a 是 热 容量 C, 的 临界 指数 ) 
随 温度 改变 . 因此 求 得 : 
р, вер, Т, - Т) (Т, – Т)". 

从 而 p,x (Т, – 7)", 最 后 ,考虑 关系 式 





Зи =2 -а (28.3) 
(根据 标 度 不 变性 的 假设 得 出 一 一 见 第 五 卷 $ 149) ,最 终 得 到 : 
p(T -Т) 27°. (28.4) 


此 式 将 A 点 附近 的 p,. 和 热 容 量 分 别 对 温度 的 依赖 关系 相互 联系 起 来 (B. р. 
Josephson ,1966 ) . 
我 们 注意 到 从 第 五 卷 (148.13) 10148.17) 可 得 出 关系 式 : 
а+2В+ь(2-6) =2. (28.5) 
其 中 28 为 决定 m 对 温度 依赖 关系 的 指数 .此 (28. 5 ) 式 可 以 表 成 
28=(2-а) (1-2) /3. 
的 形式 . 对 于 液 氨 ,指数 c 和 《事实 上 是 很 小 的 . 因此 ,相当 精确 地 有 28~ (2 - 
а)/3 =2/3 ,于 是 
р. ть = СТ, -TD 
鉴于 (28.4) 式 的 重要 性 ,最 好 做 另 一 更 形式 化 的 推导 . 为 此 计算 相位 Ф Ж 
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落 的 关联 函数 . 
由 于 只 对 经 典 涨 落 感 兴趣 ,我 们 首先 求 出 与 其 相关 的 自由 能 的 变化 , 因 对 能 
量 和 对 自由 能 的 微小 附加 值 是 相等 的 . 此 变化 可 以 根据 (28.2) 式 直接 写 为 


Ағ=р | (У Фу?ау (28.6) 


遵循 第 五 卷 $ 116 在 计算 密度 涨 落 关联 函数 时 所 用 的 方法 ,将 ДФ 按 坐标 
展 成 传 里 叶 级 数 : 
АФ= У Фе", Ф. =(Ф,)`. (28.7) 


将 此 式 代 入 (28.6). 按 dV 积分 的 结果 ,对 于 大 关 -大 的 多 项 均 为 零 , 剩 下 的 积 
分 归于 乘 以 V, 因 此 得 到 


а 2|ф |? 

Арт! У Фф, (2. 

根据 热力 学 涨 落 的 普遍 理论 ， ош 
(ФЕ ти, ря 2. 


现在 可 以 将 (28.7) 式 代 人 关联 函数 表达 式 pl(lr -rl)=(AB(r)AD 
(7,)) ,并 用 (28. 8) 式 进行 平均 经 简单 计算 得 出 


(Ф,Ф,) =0, ЕЕК! (28.8) 





_Т т 1 и. рт ГГа,., ФЕ 
op(r) = я > е ти Ја Е (28.9) 
Н а ЗОВ апат го , 即 可 写 出 积分 答案 : 
е асн 
Ф(г) Реге т (28.10) 


公式 (28.10) 适 于 和 点 以 下 的 一 切 温度 (在 足够 大 的 距离 上 ). 在 邻近 7,， 
此 公式 适 于 r <<7. 的 距离 上 在 此 区 域 可 以 忽略 序 参数 模 的 较 小 的 涨 落 并 认为 此 
参数 的 涨 落 等 于 A 全 =i Wm Ар. 于 是 ,相位 p(7) 的 关联 函数 乘 以 m 便 与 序 参 
数 的 关联 函数 p(r) = (АЕ (г,) АЕ (г,)) —Ж ТТ. (应 指出 ,考虑 名 的 波 函 数 
意义 ,p 就 是 液体 的 密度 矩阵 . ) 在 适用 区 域 的 边界 , 当 r ~7. 序 参数 关联 函数 在 
数量 级 上 应 该 跟 普 遍 表 达 式 (148.7) (参阅 第 五 卷 ) 相 一 致 : 

p(r) ~r (0. (28.11) 
当 r~ 六 ,函数 p(r) 等 于 np(r) , 便 得 出 
р. пг = (Ту -Т)* м. 

利用 (28.3) 和 (28.5) 容 易 信服 此 温度 依赖 关系 同 (28.4) 式 一 致 . 
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带动 下 其 整体 最 终 将 随 容器 一 起 旋转 起 来 . 但 在 超 流 液 体 中 ,只 是 它 的 正常 成 
分 才 被 带动 旋转 ;而 它 的 超 流 成 分 仍 保持 静止 ,其 根据 是 :这 种 成 分 根本 不 能 作 
整体 旋转 ,因为 这 时 会 破坏 超 流 运动 的 标 势 性 了. 

但 是 当 转 速 足够 大 时 ,这 种 状态 在 热力 学 上 是 不 利 的 . 热力 学 平衡 条 件 
是 使 





Еу =Е-М:0 (29.1) 

取 极 小 值 , 它 是 相对 于 转动 坐标 系 的 能 量 ;E 和 M 分 别 为 系统 相对 于 静止 坐标 
系 的 能 量 和 角 动 量 ( 见 第 五 卷 $26). 此 表达 式 中 -M .CQ 的 项 , 当 22 足够 大 
时 ,将 使 用. 02>0 的 状态 在 热力 学 上 比 M =0 的 状态 有 利 . 

因此 , 增 大 容器 的 转速 时 ,最终 必 定 产生 超 流 运 动 . 这 一 论断 与 超 流 运动 标 
势 性 的 条 件 之 间 的 外 表 上 的 矛盾 ,可 用 下 述 假设 来 消除 :这 种 标 势 性 , 仅 在 液体 
中 某 些 特殊 的 曲线 即 涡 线 上 才 受 到 破坏 @. 在 这 些 曲线 的 周围 ,液体 进行 所 谓 
的 标 势 旋转 运动 ,因此 在 涡 线 外 的 整个 体积 中 Y хо, =0. 

液体 中 涡 线 的 粗细 具有 原子 尺度 , 依 宏观 的 观点 ,应 当 把 它们 看 作 是 无 限 细 
的 线 @， 涡 线 的 存在 与 (26. 12) 的 速度 表达 式 并 不 矛盾 ,因为 这 个 表达 式 假定 w， 
在 空间 的 变化 充分 缓慢 ,只 有 接近 涡 线 时 w 的 改变 才 可 以 任意 地 快 [ 见 下 边 公 式 
(29.3)]. vv, 与 23 中 根据 玻 色 液体 能 谱 的 性 质 所 作 的 超 流 运动 具有 标 势 性 的 
论述 也 不 矛盾 ,因为 涡 线 与 一 定 的 宏观 大 的 能 量 相 联系 [ 见 下 边 (29.8) 式 ] ,而 
且 有 涡 线 的 液体 状态 不 能 认为 是 弱 激 发 态 . 

我 们 首先 从 纯 运 动 学 的 观点 来 研究 涡 线 , 即 当 液体 作 标 势 性 运动 时 ,把 涡 线 
作为 速度 分 布 中 一 些 奇异 线 . 每 条 涡 线 用 速度 沿 环绕 这 条 线 的 闭合 回路 的 环流 
值 (把 它 表 为 2rk) 来 表征 : 














фи. =2тк. (29.2) 


这 个 值 与 积分 回路 的 选取 无 关 . 事实 上 ,如果 C, 和 C, 是 两 个 环绕 涡 线 的 回路 ， 
则 根据 斯 托 克 斯 定理 ,速度 沿 两 个 回路 的 环流 之 差 等 于 矢量 V xuw 通 过 C, 和 С, 
之 间 所 张 表面 的 通 量 ; 但 由 于 这 个 表面 在 任何 地 方 都 不 截断 涡 线 , 所 以 在 表面 的 
所 有 点 上 V хо, =0, 因 此 积分 变 成 零 . 由 此 得 出 , 涡 线 不 可 能 中 断 : 它 或 是 闭合 
的 ,或 是 终止 于 液体 的 界面 上 ( 而 在 无 边界 的 液体 中 , 它 的 两 端 延伸 到 无 穷 远 ). 
实际 上 ,如 涡 线 具有 自由 端 ,就 表明 可 能 用 回路 С 张 紧 表 面 ,而 此 表面 在 任何 地 
方 都 不 会 截断 涡 线 . 因此 (29.2) 式 左边 的 积分 将 变 成 零 . 


Ф 当 液 体 以 速度 ”= 2 xr 作 整体 旋转 时 , 式 中 02 为 角速度 , 径 矢 是 从 任意 点 起 到 转轴 计 得 的 . 
此 时 V хо =20#0. 

名 ”这 个 假设 是 由 L. Onsager 1949 年 提出 的 ,以 后 由 费 曼 R. Р. Feynman,1955) 予 以 发 展 . 

图 但 是 这 一 论点 并 不 适合 于 A 点 的 邻 域 ; 这 里 涡 线 的 粗细 具有 涨 落 关联 半径 的 数量 级 . 
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条 件 (29.2) 能 定 出 绕 涡 线 运动 的 液体 中 速度 的 分 布 , 在 无 边界 液体 中 具有 
直 涡 线 的 最 简单 情况 下 ,各 流 线 都 是 圆 , 圆 的 平面 与 涡 线 垂直 ,圆心 位 于 圆 的 平 
面 上 . 沿 此 曲线 的 速度 环流 等 于 2mrz., 因 此 


=“, (29.3) 
т 


式 中 "为 到 涡 线 的 距离 .应 当 指出 ,在 有 势 旋 转 的 情况 下 ,速度 随 着 远离 转轴 ( 涡 
线 ) 而 降低 , 即 与 整体 转动 相反 ,在 整体 转动 中 速度 与 "成 比例 地 增 大 . 
对 于 任意 形状 的 涡 线 来 说 ,速度 的 分 布 由 下 列 公 式 给 出 : 
к [dxR 
.= | р 
这 里 是 沿 涡 线 进行 积分 ,R 是 从 dl 引 向 速度 观测 点 的 径 矢 中. 当 距 涡 线 的 距离 小 
于 涡 线 的 曲率 半径 时 ,公式 (29.4) 自然 近似 地 归结 为 (29. 3) 式 . 

我 们 曾经 指出 ,公式 (29.2 一 29.4) 只 是 液体 运动 具有 标 势 性 的 结果 . 在 超 
流体 中 , 涡 线 的 量子 本 质 表 现 为 常数 只 能 具有 一 系列 确定 的 离散 值 . 实际 上 ， 
利用 凝聚 体 波 函数 的 相位 Ф 所 表 出 的 速度 w 的 表达 式 (26. 12) 便 可 求 得 v, 的 环 
流 : 








(29.4) 


фь а= АФ, (29.5) 
т 


其 中 АФ 为 环绕 回路 时 相位 的 改变 . 但 由 于 波 函 数 是 单 值 的 , 当 回 到 出 发 点 时 ， 
它 的 相位 改变 只 能 是 2r 的 整数 倍 . 由 此 得 到 : 

Kk =nh/m, (29.6) 
式 中 是 整数 . 下面 我 们 会 看 到 :实际 上 只 有 环流 可 能 值 为 最 小 (n = 1) 的 涡 线 ， 
在 热力 学 上 才 是 稳定 的 . 因此 下 面 我 们 将 取 

x = h/m. (29.7) 

现在 我 们 来 求 第 一 次 出 现 涡 线 时 圆 简 容 器 的 临界 转速 . 根据 对 称 的 考虑 , 显 
然 这 条 线 将 位 于 容器 的 轴线 上 . 液体 靠 涡 线 的 出 现 而 改变 的 能 量 为 : 
AE = Гри ја ~ 27rdr = ртк? т 

( 工 是 容器 的 长 度 ). 这 里 ,应 当 在 容器 的 半径 R 和 一 定 的 > 值 之 间 的 范围 内 对 dr 
进行 积分 ,r 近似 等 于 数量 级 为 原子 距离 的 a, 在 这 种 距离 上 宏观 的 分 析 已 失去 
意义 ;由 于 积分 呈 对 数 发 散 , 其 数值 对 于 a 值 的 精确 选择 并 不 敏感 ,因此 ， 


外 ”这 个 表达 式 可 以 直接 从 熟知 的 直线 电流 磁场 的 毕 奥 - 萨 伐 尔 公 式 类 推出 来 .将 (29.2) 式 速度 的 
环流 与 直线 电流 /周围 磁场 有 的 环流 中 dl= 21у 作 上 比较 ,显然 这 两 个 问题 具有 形式 上 的 巧合 . 因而 将 记 
号 进行 代 换 :万 -ww ,,J/C 一 x/2, 便 可 以 从 一 个 问题 得 出 另 一 个 问题 . 
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въ Е (29.8) 
(该 表达 式 具有 所 谓 对 数 精确 度 , 即 不 仅 要 求 比值 R/a 而 且 也 要 求 它 的 对 数 很 
大 ) .旋转 液体 的 角 动 量 为 : 


ДЕ =L"p, 





M= | ооу =р,к | dV = рт Ep,.. (29.9) 
ШЖ ЛЕ, = AE - MQ <0, 即 假如 
> en =, (29. 10) 
则 涡 线 的 产生 在 热力 学 上 是 有 利 的 . 


由 上 述 的 讨论 也 能 理解 (29.6) 式 中 n >1 的 涡 线 呈现 热力 学 不 稳定 的 原 
Я. 事实 上 ,把 数值 n=1 换 成 n>1 时, 能量 AE 将 增 大 到 n? 倍 而 角 动 量 W 将 增 
大 到 nn 倍 ; 这 时 ДЕ, 也 明显 地 增加 . 

超过 (29. 10) 式 的 临界 值 之 后 ,继续 增 大 圆 简 容 器 的 转速 将 产生 新 的 涡 线 ， 
并 且 当 0 >> Qwn 时 这 些 涡 线 的 数目 就 变 得 非常 大 . 此 时 诸 涡 线 在 容器 的 横 截面 
趋 于 均匀 分 布 ,并 在 极限 情况 下 涡 线 的 总 体 将 液体 的 整个 超 流 部 分 模拟 成 刚体 
旋转 @. 当 给 定 大 的 2 值 , 不 难 算出 涡 线 的 数目 ,这 里 要 求 环绕 大 量 涡 线 的 回路 
取 速度 环流 之 值 等 于 液体 当 作 刚体 旋转 时 的 速度 环流 . 如 果 这 种 回路 在 垂直 于 
转轴 的 平面 内 包围 单位 面积 , 则 


фи d= 2тк 2 
m 


式 中 v 是 涡 线 沿 容器 横 截面 的 分 布 密度 . 另 一 方面 ,液体 作 整 体 转动 时 V хо, =20, 

并 且 这 个 环流 也 等 于 22. 使 两 个 值 相等 , 求 得 : 
т0 

=. 

涡 线 的 出 现 , 在 某 种 意义 上 破坏 了 液体 的 超 流 性 质 . 构成 液体 正常 成 分 的 元 
激发 将 在 涡 线 上 发 生 散 射 ,而 将 自己 的 部 分 动量 传递 给 涡 线 (因而 传递 给 液体 
的 超 流 成 分 ). 换言之 ,这 意味 着 在 液体 的 两 种 成 分 之 间 出 现 了 相互 摩擦 力 . 

一 般 说 来 , 涡 线 随 着 流动 液体 在 空间 移动 . 当 7 =0 时 ,液体 完全 是 超 流 的 ， 
而 且 每 一 条 涡 线 元 d 都 以 它 所 在 处 液体 具有 的 速度 ,运动 . 但 在 温度 不 等 于 零 





Й (29.11) 


Ф ”一 般 地 说 , 绕 涡 线 的 运动 将 伴 有 液体 密度 的 某 些 改变 . 在 上 述 计算 中 忽略 了 这 种 改变 ,其 理由 可 
用 下 述 事实 证 明 :由 于 积分 呈 对 数 发 散 , 所 以 对 (29.8) 式 能 量 的 主要 贡献 来 自 于 大 距离 ", 但 在 该 距离 上 
密度 的 改变 已 经 很 小 . 根据 同样 原因 ,也 可 以 忽略 液体 内 能 的 改变 对 ДЕ 的 贡献 . 

© 此 事 不 难 证 明 , 这 只 要 指出 :因为 涡 线 的 数目 与 О 成 比例 地 增长 [ 见 下 边 的 (29.11) 式 ] ,所 以 
АЕ =АЕ-МО 的 第 二 项 与 他 成 比例 地 增长 ,而 第 一 项 与 2 成 比例 地 增长 ,因此 当 0 >> Own 时 可 以 把 
第 一 项 忽略 . 于 是 , 取 AEw 为 极 小 值 归结 为 取 М 为 极 大 人 ,这 正 是 液体 作 刚体 旋转 时 所 能 达到 的 . 


$22 量子 涡 线 * 105. 





的 情况 下 ,作用 给 涡 线 的 摩擦 力 将 使 前 者 相对 于 超 流 成 分 产生 一 定 的 移动 速度 . 

旋转 时 产生 的 涡 线 具有 直线 形状 . 但 液体 流 经 毛细 管 、 狭 缝 等 物体 可 以 同时 
形成 闭合 涡 线 一 一 涡 环 . 当 流 速 超过 一 定 的 临界 值 时 , 涡 环 将 引起 超 流动 性 的 破 
坏 . 这 些 临 界 速度 的 实际 大 小 与 具体 的 流动 条 件 有 关 ; 但 它们 远 小 于 能 使 条 件 
(23.3) 受 到 破坏 的 数值 . 

直线 形 涡 线 能 够 就 地 停止 在 ( 远 处 ) 静止 的 液体 中 ,与 此 相反 , 涡 环 能 够 相 
对 于 液体 运动 . 每 条 涡 线 元 的 移动 速度 是 所 有 其 余 线 段 在 该 线 元 所 在 点 上 形成 
的 速度 值 w,[ 按 公式 (29.4) 确定 ] ;对 于 弯曲 的 涡 线 ,一 般 说 来 这 个 数值 不 等 于 
零 .结果 是 , 涡 环 作为 整体 不 仅 有 确定 的 能 量 而 且 也 有 确定 的 动量 ,就 此 意义 讲 ， 
它们 是 特殊 类 型 的 元 激发 . 

习 题 

1. 试 求 圆 形 涡 环 的 运动 速度 和 动量 . 

解 : 环 的 每 个 线 元 都 以 该 点 上 的 速度 9, 运 动 ,由 于 图 环 是 对 称 的 ,这 个 速度 
在 环 的 所 有 点 上 都 相同 ,因此 算出 在 环 的 任何 一 点 已 上 由 所 有 其 余部 分 形成 的 
Жо Т. 环 元 d1 和 从 dl 至 已 点 的 拓 径 及 都 位 于 环 的 平面 内 ;所 以 由 公式 
(29.4) 决定 的 点 上 的 速度 秋 直 于 环 的 平面 (因此 环 移动 时 并 不 改变 自己 的 形 
状 和 大 小 ). 

现在 我 们 用 角度 9 来 确定 线 元 dl 的 位 置 (图 3). 于 是 

41 = Rudg,R =2Rosin 5, 141 x RI = Rsin а р 


(ХРА 是 环 的 半径 ) ,由 (29.4) 式 我 们 求 得 环 的 速 
度 v 的 表达 式 : 


we Dd а 
8, Jo віп(0/2) 
但 是 ,这 个 积分 在 积分 下 限 呈 对 数 发 散 ,必须 在 6~ 9 
a/R。 ЖААЖ ЖАЯА ТР каал dl 的 原 
子 距离 ( ~ a). 积分 以 对 数 精 确 度 定义 在 区 域 


a/R。<<08<<m 内 ,并 等 于 
А 
| 280 5. Ќо 
-wm 9 а 
вов. В 
此 “м Е 
я А зано (0 


以 同样 的 对 数 精确 度 , 涡 环 的 能 量 为 : 
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№ 


око Ты № 2 
==2т Кор, 一 In (2) 
m a 


[在 公式 (29.8) 中 ,将 尺 换 成 Ro, 将 工 换 为 2nRo]. 能 量 s 与 速度 v 是 以 关系 式 
de/dp =v 联系 起 来 的 , 式 中 p 是 环 的 动量 . 由 此 


dp= Е =4т°р, вак, 
( 若 保持 对 数 精确 度 , 则 求 微分 时 应 把 大 的 对 数 看 作 是 常数 ) ,所 以 
ћ р 
Ко (3) 


т. 
公式 (2) ,(3) 以 参数 形式 (参数 为 R,) 确定 了 涡 环 能 量 se(P) 的 依赖 关系 . 

应 注意 ,由 于 得 出 公式 (1) 的 积分 具有 对 数 特征 ,这 个 公式 (其 中 的 记号 作 
了 一 定 的 变更 ) 对 于 任何 形状 序曲 涡 线 的 每 条 给 定 线 元 的 移动 速度 p 仍旧 成 立 : 


= Кр А 
Й =з" = (4) 


这 里 五 为 委 直 于 涡 线 在 给 定点 的 切 平 面 的 单位 矢量 ( 副 法 线 拓 量 ) ;R。 是 涡 线 在 
该 点 的 曲率 半径 ;A 为 涡 线 曲率 发 生变 化 的 特征 距离 . 

2. 试 求 直线 形 涡 线 微 振动 的 色散 律 (W. Thomson ,1880). 

解 :我 们 选取 涡 线 作为 z 轴 ,并 令 矢 量 r= (x,y) 表 示 涡 线 振动 时 线 上 各 点 的 
位 移 ; 它 是 z 和 时 间 上 的 函数 ,其 形式 为 exp[i(kz -wot)]. 涡 线 各 点 的 速度 可 由 
公式 (4) 得 出 ,在 该 情况 下 应 把 此 公式 中 的 A 理解 为 振动 的 波长 (A ~1/k): 

dr Р к 1 
а д, 

副 法 线 失 量 互 =txP, 这 里 4 和 严 分 别 为 曲线 的 切线 和 主 法 线 的 单位 矢量 . 根据 
熟知 的 微分 几何 公式 ,d*r/d[ =n/R。, 此 处 1 为 党 曲线 计 得 的 长 度 . 当 微 振动 时 ， 
涡 线 只 呈 微 小 的 谊 曲 ,因此 可 以 取 1~z 及 t=n,( 沿 z 轴 的 单位 矢量 ) ;于 是 


р=2т'р, 


2 
ча, х= = п, хг. 
о z 
因此 ,我 们 求 得 涡 线 的 运动 方程 ; 
ior КЁ, 2А 
= о п, хта 


车 表 成 展开 式 , 上 式 可 给 出 关于 x 和 yy 的 两 个 线性 齐 次 方程 的 方程 组 ;使 这 个 方 
程 组 的 行列 式 等 于 零 , 便 得 到 所 求 的 wm 和 上 正之 间 的 关系 : 


$30 非 均 匀 玻 色 气体 
在 §25 我 们 研究 了 粒子 间 有 弱 排斥 的 近 理想 玻 色 气体 的 性 质 . 然而 ,如 气 
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体 是 空间 非 均 匀 的 ,这 个 系统 就 会 出 现 新 的 重要 量子 特性 . 本 节 我 们 将 把 理论 推 
广 到 非 均 匀 气 体 情况 . 
现在 研究 温度 为 绝对 零度 时 的 弱 非 理想 气体 . 在 此 气体 中 ,几乎 它 的 全 部 粒 


子 都 处 于 凝聚 态 .用 炎 算 符 来 表述 ,是 指 算 符 “ 非 凝聚 体 "部 分 (多 ) 小 于 它 的 平 
均值 , 即 小 于 凝聚 体 波 函 数 与. АЕ (с, г) Е ЕЕ ВЕ” (7.8). 如 只 考虑 
无 自 旋 粒子 的 成 对 相互 作用 ,此 方程 的 形式 如 下 ( 略 去 U" 的 上 标 (1). ) 


^ 2 ^ 
иг) = ( -起 A tp+ U(r) ) dir) + 


+ [бал (е) адр). 
(30.1) 
然而 ,在 (30. 1) 式 中 简单 地 将 更 (t,r) 换 成 与 (tr) ,在 一 般 情形 是 不 正确 的 . 因 


为 ,这 个 代 换 并 未 考虑 在 粒子 成 对 势 作用 半径 量 级 的 距离 上 有 强烈 的 相互 作用 . 
这 个 困难 是 可 以 回避 的 . 如 56 和 $25 所 为 ,形式 上 将 真实 相互 作用 势 换 成 与 散 


射 长 度 a 值 相 同 并 允许 使 用 微 扰 论 的 势 . 此 时 ,在 (30.1) 式 中 将 多 换 成 与 在 所 
有 距离 上 都 是 允许 的 . 这 里 认为 函数 与 (t,r) 在 原子 距离 内 变化 很 小 . 我 们 可 以 


将 代 换 后 的 与 (tr) 从 积分 号 下 提出 来 ,于 是 该 积分 归结 为 | UY (г) х= 0. 
这 样 ,得 出 形 如 下 面 的 仿 (1,r) 的 待 求 方程 
ая) = ( -起 A -ш+0(г) ЕС +01700) РЕ(е,г). 
(30.2) 


如 在 $ 25 ,现在 我 们 应 该 认为 描述 原子 间 相 互 作 用 的 常数 И, 用 精确 的 散射 长 度 
公式 (6.2) 表 示 成 : 


2 
Uo = (30.3) 
应 强调 指出 ,凝聚 体 波 函数 全 (1,r) ,正如 827 指出 的 ,是 经 典 宏观 量 , 这 时 

它 所 满足 的 方程 (30.2) 却 显 含 普 朗 克 常 量 А. 
在 定 态 ,函数 与 与 时 间 无 关 ( 我 们 提醒 ,方程 (30.1) 已 对 应 哈密 顿 量 应 = 

入 -以 .) 因 此 ,这 样 的 状态 用 下 列 方程 0 描述 : 
Ф Е.Р. бтовв( 1961 ) #1 Л. П. Twraescxmi(1961) 在 讨论 下 面 的 玻 色 气体 中 的 涡 线 问题 时 得 出 方程 
(30.2) 和 (30.4). 类 似 (30.4) 的 方程 ,早先 被 B. Л. Гинзбург 和 Л. П. Питаевский (1958) с А ЖТЖ 


超 流 理论 中 研究 过 . 在 此 二 问题 里 系数 的 意义 完全 不 同 . 然而 ,此 二 方程 形式 上 的 相似 性 允许 将 对 氨 中 涡 
线 的 解 用 于 玻 色 气体 . 这 个 解 如 图 4 所 示 . 
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( -在 A -ze+utr) ) Е <) + ИЕР SE(r) =0 (30.4) 
应 指出 ,在 无 外 场 时 从 方程 (30.4) 得 出 均匀 气体 化 学 势 等 于 p=nU(n 为 
气体 密度 ). 这 对 应 于 博 戈 留 波 夫 理论 的 第 一 级 近似 (25.6). 
所 得 方程 的 重要 应 用 是 近 理想 玻 色 气体 涡 线 的 结构 问题 . 正如 指出 过 ,液体 
中 的 涡 线 本 身 的 粗细 以 原子 距离 来 衡量 .然而 在 近 理 想 玻 色 气体 ,情况 就 是 另外 
的 样子 了 . 这 里 , 涡 线 “ 芯 ”所 在 介质 的 性 质 有 显著 变化 . 在 下 边 我 们 将 看 到 , 芯 
具有 宏观 粗细 , 它 的 结构 可 以 用 上 边 得 到 的 方程 来 描述 . 假如 不 存在 外 场 ,n 是 
无 穷 远 处 非 微 扰 的 气体 密度 . 设 (30.3) 式 中 j=nU, ,得 出 方程 











= ве) + ИЕР) п 800) =0. (30.5) 
т 
ЛӘ) 
1 
ИРА | 
0 1 3 4 5 ё 
图 4 
直线 涡 线 对 应 如 下 形 的 解 
№; [Г 5 В 
Е =\пе /(;-), И (30.6) 


式 中 > 和 分 别 是 到 涡 轴 距离 和 绕 轴 极 角 . 此 函数 的 相位 对 应 于 环流 值 (29.7) . 
平方 | 全 1” 是 凝聚 体 中 粒子 数 密度 . 在 所 讨论 的 近似 下 ,此 数 密度 与 气体 总 密度 
一 致 . 当 一 ,气体 总 密度 应 趋 于 给 定 的 数值 n, 而 函数 /相应 地 趋 于 1. 
引入 一 个 量 纲 为 1 的 变量 & =r/r ,得 出 函数 /(&) 的 方程 
Дару рр 
тае 2 +f-f =0. (30.7) 
图 4 表示 由 方程 (30.7) 用 数值 积分 得 出 的 解 . 4 2—0 ВОЕНО 5 Е ЛЕ НВ 
С Н 1 рт 1. 
参数 决定 涡 “ 芯 "半径 的 数量 级 . 现在 引入 散射 长 度 以 代替 U, ,按照 
(6.2) 式 中 О, =4та/т, 48: 
rE 


式 中 = en ”为 气体 参数 , 如 果 气 体 参数 足够 小 , 则 这 个 半径 实际 上 大 于 原子 
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间距 . 
气体 非 均匀 性 起 显著 作用 的 另 一 个 问题 是 气体 在 外 场 内 的 问题 . 设 气体 处 
在 势能 U(r) <0 的 引力 场 内 (与 此 对 应 的 实际 实验 情形 是 原子 阻 留 于 “ 磁 阱 ” 
内 ). 基态 波 函 数 可 以 选 为 实 的 并 满足 方程 (30.4). 在 无 穷 远 处 函数 应 趋 于 零 ， 
而 化 学 势 р 从 归 一 化 条 件 来 确定 : 
| КЕСКЕ (30. 8) 


式 中 N 为 气体 粒子 总 数 . 在 一 般 情况 ,方程 (30.4) 只 能 数值 解 . 然而 存在 两 种 极 
限 情况 ,问题 可 以 大 大 化 简 . 

因为 方程 (30.4) 中 不 同 项 的 相对 重要 性 决定 于 (30.6) 式 所 定义 的 量 mn 与 
气体 “去 "特征 线 度 RR 之 比 . 简单 的 估算 表明 , 含 相互 作用 项 U, 与 含 拉 普 拉 斯 算 
子 A 项 之 比 的 数量 级 为 (R/r,)”. 

于 是 , 当 R <<, 时 相互 作用 完全 不 重要 . 此 时 方程 (30.4) 就 归于 粒子 在 执 
О(г) ИЕ у. 这 表明 气体 可 以 算 作 理 想 的 ,而 且 所 有 的 原子 都 要 凝聚 ， 
此 状态 对 应 于 场 U(r) 内 的 每 个 原子 都 处 在 基态 . 

相反 的 极限 情况 是 :方程 可 以 略 去 拉 普 拉 斯 算 子 A, 则 气体 密度 简单 地 由 下 
式 给 出 


(SCD))=n(m) = 0а 000)) (30.9) 
й 


此 式 表 述 化 学 势 在 外 场 内 不 变 的 经 典 条 件 .我 们 注意 到 在 这 种 近似 下 ,气体 有 由 
ш О(г) =0 所 决定 的 清楚 的 界限 . 化 学 势 在 区 域 U(r) < 人 上 通过 积分 
(30.9) 式 而 求 得 
я м 

试 求 近 理想 玻 色 气体 中 的 元 激发 谱 , 这 里 将 元 激发 谱 看 作 是 凝聚 体 波 函 数 
微 振动 的 色散 律 ， 

解 :现在 来 研究 与 在 恒定 平均 值 Vi 附近 的 微 振 动 ; 

Е = + Ае" ВЕТКЕ). 

这 里 A,B" 是 复数 微 振幅 . 把 这 个 表达 式 代 入 方程 (30.2) ,其 中 外 势 U 取 为 零 . 
使 (30.2) 式 线性 化 并 将 带 有 不 同 指数 因子 的 各 项 分 开 , 则 得 方程 组 : 


2 
hwA = Р-А +п0,(А +В), 
2т 


2 
-jioB = Р-В +п0,(А +В), 
2т 


Френ 由 此 令 方程 组 的 行列 式 等 于 零 , 求 得 : 
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2 2 2 
(йо)? = (25) +520. 
此 式 与 (25. 10) 式 相同 ， 
$31 玻 色 液体 的 格林 函数 2 


玻 色 液体 格林 函数 这 一 数学 工具 的 建立 ,在 许多 地 方 跟 费 米 液体 的 同类 工 
具 类 似 . 这 里 不 再 重复 全 部 讨论 ,但 我 们 首先 引入 一 些 基 本 定义 和 公式 ,并 且 着 
重 指出 它们 的 区 别 . 这 些 区 别 既 与 不 同 的 统计 法 有 关 , 也 与 凝聚 体 的 存在 有 
关 @. 与 本 章 上 述 几 节 一 样 ,现在 也 假定 液体 粒子 是 无 自 旋 的 . 
在 定义 玻 色 液 体格 林 函 数 时 ,应 当 把 算 符 表 成 (26.4) 式 ,并 将 凝聚 体 部 分 
从 海 森 伯 水 算 符 中 分 离 出 去 . 格林 函数 用 非 凝 聚 体 部 分 算 符 并 根据 
СОХ, ,Х,) = ТЧ ОХ) (Х,)) (31.1) 
定义 ,这 里 还 用 括号 (4…》 表 示 对 系统 的 基态 求 平均 ,7 是 编 时 乘积 记号 .但 这 与 
费 米 子 的 情况 不 同 ,现在 置换 各 乡 算 符 以 使 它们 排 在 需要 的 位 置 时 并 不 需 改变 
乘积 的 符号 ,因此 有 与 (7.10) 式 不 同 的 形式 : 
(РЯ (Х,)), >; 
іС(Х,,Х,) -| й ў (31.2) 
(7 (ХФ (Х,)), <. 
平均 值 同 (31.1) 式 是 一 样 的 ,但 应 以 全 少 算 符 代替 非 凝 聚 体 部 分 算 符 , 于 是 应 
得 出 : 





ТООХ) Ф" (Х,)) = -т + G(X,,X,), (31.3) 
式 中 mo 为 凝聚 体 中 粒子 数 密度 @. 在 均匀 液体 中 ,函数 6 当然 只 与 差 值 X= 
Хх, -XX 有 关 . 
非 凝 聚 体 密度 矩阵 p', 可 通过 格林 函数 按照 下 式 表达 出 来 ; 
Мр’(г, ,г,) =iG(t, ryt +0,г,) =iG(t= -0,г) (31.4) 


[注意 ,与 (7.18) 式 的 总 符号 不 同 ]. 其 中 当 r, = г, 时 ,可 得 到 非 凝聚 体 粒子 数 总 
密度 : 


-nic(t= -0,r=0) (31.5) 








Ф +31 $33, $35 中 用 的 是 A=1 的 单位 制 . 

回 ”将 格林 函数 这 一 数学 方法 运用 于 具有 凝聚 体 的 玻 色 体系 统 ,属于 C.T, Беляев( 1958) 的 工作 . 

图 像 对 待 费 米 系统 一 样 ,我们 将 研究 在 给 定 化 学 势 上 值 (而 不 是 给 定 N) 的 情况 下 玻 色 系统 的 状 
态 .相应 地 ,(7.1) 式 的 名 = 入 -jpN 这 个 差 起 着 系统 的 哈密 顿 量 的 作用 . 这 时 少 算 符 的 凝聚 体 部 分 与 时 间 
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[比较 (7.19) 式 ]. 
现在 还 按照 公式 (7.21 一 7. 22) 变 到 动量 表象 中 去 . 函数 G(w,p) 的 归 一 化 
可 用 下 列 公 式 表 出 : 


N 9. обр 
一 = "—= 31.6 
у по +1 limf С(о,р)е 025)" ( ) 


[比较 (7.24) 式 ]. 
对 于 动量 表象 中 的 玻 色 系 统 格林 函数 ,可 以 得 到 和 $8 中 对 于 费 米 系统 同 
样 的 展开 式 . 经 完全 类 似 的 计算 ,首先 得 出 公式 : 











Е з А„б(р-Р„) 
Go,p) = (2т)* 之 ә Е (М +1) и 
В„6(р-Р„) 
5-Е УЕ (А21) 9320): ЗЫ 


其 中 
А =1(014'(0) Іт) 1°, В, =1(т!ф’(0) 101? 
Сф Сг) ЗЕЕ ЕЕ ВЕ] Ф. 为 了 导出 这 个 展开 式 的 最 终 形式 ,我们 指 
出 :在 粒子 数 W 不 变 的 情况 下 , 玻 色 系 统 的 激发 态 能 量 和 基态 能 量 的 恒 为 正 的 
差 值 便 定义 为 该 系统 中 的 激发 能 量 e。(N). 考虑 到 BC(N) +и=Е,(№М+1), 
此 求 得 : 
Е„(М№М+1) -Е, (№) -и=Е,(М+1) -Е,(№+1) =e,(N+1) >0, 


Е„(№-1) -Е, (№) +и= Е. (М-1) -Е,(М-1) =а,(№-1) >0. 


但 是 添 入 或 取出 一 个 粒子 ,只 在 相对 数量 级 ~ 六 的 各 项 上 系统 的 性 质 才 发 生变 


化 . 对 于 宏观 系统 来 说 ,这 些 项 小 得 可 以 忽略 ,因此 应 当 认为 激发 能 e。(N +1) 
和 sw(N) 是 相等 的 . 所 以 ,最 终 求 得 : 





А.8,(р -р,) B.6,(p саа) (31.8) 


ш-в, +10 w+e, –10 


Сбор) = 27) У { 


从 而 用 获得 (8. 14) 式 的 同样 方法 不 难 求 出 :对 于 玻 色 系统 ,格林 函数 的 虚 部 永 
远 是 负 的 : 


Im С(ш,р) <0. (31.9) 
格林 函数 当 w 一 o 时 的 渐 近 形式 仍旧 和 费 米 系统 的 情况 一 样 : 
6G(o,p) 一 I/o， 101 时 (31.10) 


Ф 公式 (31.7) 对 应 于 公式 (8.7). 因为 粒子 无 自 旋 , 所 以 现在 没有 1/2 这 一 因子 . 注意 ,(31.7) 式 
第 二 项 前 的 符号 与 (8.7) 式 不 同 . 
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[比较 (8.15) 式 ]. 在 推导 这 个 结果 时 应 考虑 如 下 对 易 规 则 : 
(ант) Соо) -Yr (анк, Yi,r) =6(7, в). 

此 式 现在 是 以 算 符 多 和 名 * ИЯ РАН ЗФ. 

其 次 ,进行 如 $8 中 所 作 的 讨论 ,可 得 到 一 个 主要 结果 , 即 格林 函数 的 各 极 
点 确定 元 激发 谱 : 

С7'(е,р) =0, (31.11) . 

而 且 只 应 取 这 个 方程 的 正 根 ; 和 (8.16) 式 不 同 的 是 ,这 里 不 需要 从 г ЧА и. 

格林 函数 在 自身 的 极点 附近 具有 下 列 形式 : 

Сбор) (р), 
极点 留 数 的 符号 与 о 的 符号 一 致 ,这 一 点 是 根据 (31.8) 式 中 系数 4。,B。 的 正定 
性 得 出 的 [但 留 数 的 大 小 不 受 任何 类 似 于 费 米 系统 (10.4) 式 那样 条 件 的 限制 ]. 
和 $8 中 的 做 法 一 样 ,利用 表达 式 (31. 12) 不 难 证 明 :不 等 式 (31.9) 自然 保证 准 
粒子 衰减 系数 的 正定 性 ,也 就 是 说 , 当 e 值 向 复数 区 域 移动 时 ,需要 的 符号 是 
-Im 2>0. 

非 凝 聚 体 粒子 可 能 转 为 凝聚 体 以 及 进行 相反 的 过 程 , 除 函 数 (31.1) 之 外 ， 
还 将 使 玻 色 系统 格林 函数 这 一 数学 工具 中 自然 也 出 现 如 下 函数 (我 们 在 §33 中 
将 会 看 到 ) : 


2,>0,2_ <0. (31.12) 





ЗЕ(Х,,Х,) =(М-2Т Хх)" (Х,) 1, (31.13) 
iF* (XK) = (МТ Я" (ХХ, ИМ -2) = 
=(N+21T 更 (Х,)#" * (Х,)1№). (31.14) 


其 中 夏 迁 矩阵 元 是 对 于 系统 中 总 粒子 数 的 变化 的 ,记号 1N)》 表征 N 个 粒子 的 系 
统 的 基态 ((31. 14) 式 中 最 后 一 个 等 式 在 精确 到 数值 ~ 1/N 的 情况 下 是 成 立 的 ， 
对 比 95 页 上 的 脚注 ). 这 样 定义 的 函数 和 F* , 称 作 反 常 格林 函数 . 现在 我 们 
来 证 明 : 在 均匀 并 静止 的 液体 中 ,函数 F 和 书 * 彼此 相等 . 

同 函数 6 一样 ,均匀 液体 的 函数 和 只 与 差 值 X=X, - Х, 有 关 @. 此 时 ， 
НЯ Хх, 和 X, 只 能 改变 乘积 中 算 符 的 排列 顺序 ,而 排列 顺序 总 会 由 编 时 手 


Ф 在 函数 6 的 定义 中 分 离 出 去 少 算 符 的 凝聚 体 部 分 在 这 里 是 无 关 紧 要 的 ,因为 5 函数 5(w)5(P) 
在 动量 表象 中 对 应 于 (31.3) 式 中 的 常数 项 - т , 它 并 不 影响 (31. 10) 式 . 
Ф ЖР УВ, +, 无 关 , 这 一 性 质 与 哈密 顿 量 的 定义 式 及 И а и ХМ 
有 关 . 因而 由 不 同 粒子 数 系统 能 量 本 征 值 之 差 可 消去 这 一 项 : 
E(N+2) - E(N) =29Е/дМ =2p 


相应 地 从 算 符 几 $: 的 矩阵 元 中 消去 因 于 exp[ а +6) |. 
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续 建 立 . 所 以 

F(X) =F( -Х). (31.15) 
当然 ,由 此 得 出 :在 动量 表象 中 也 是 本 身 宗 量 的 偶 函数 : 

F(P) =F( -P). (31.16) 


其 次 ,和 F' 之 间 确定 的 关系 ,是 由 静止 液体 海 森 伯 yy 算 符 的 下 述 性 质 得 出 的 
结果 @: 
更 (г) = -1, -7). (31.17) 
壁 如 说 , 令 t, >4, ,而 有 : 
Р” (Х,,Х,) = (N+21’* (KX,) (ХМ) = 


= (м Ху) $ (+2) = 
= (М(Х) -Х,) 1+2) = 


=1Р(-Х,,-Х,). 
Е’ (Х) =F( -X). 考 虑 (31.15) 式 ,从 而 得 出 所 求 的 等 式 : 
F*(X)=F(X). (31.18) 


将 函数 F(X) 通 过 少 算 符 的 矩阵 元 表达 出 来 后 , 便 可 以 得 到 类 似 于 (31.8) 
式 的 F(w,P) 的 展开 式 ,因而 也 可 以 闸 明 该 函数 的 极点 问题 ;但 在 这 里 我 们 不 研 
究 这 个 问题 . 仅 指出 :函数 F(w,P) 的 极点 与 函数 C(w,P) 的 极点 相同 . 

在 本 节 的 最 后 ,我们 将 算出 理想 玻 色 气体 的 格林 函数 G'". 首先 应 当 指出 : 
因为 在 这 种 气体 的 基态 ,所 有 粒子 都 处 凝聚 体 中 ,所 以 非 凝 聚 体 粒子 的 潭 没 算 符 


宅 作 用 到 基态 波 南 数 上 ,将 使 该 波 函 数 变 成 零 . 因此 函数 Co (tr) 只 有 当 : = 


->0 时 才 不 为 零 . [根据 (31.2) 式 ,如 果 产 生 算 符 鲍 * 首 先 作 用 的 话 ]. 
虽然 对 于 理想 气体 来 说 化 学 势 j=0, 但 在 这 里 把 化 学 势 视 作 预 先 未 确定 





Ф ”这 个 问题 ,可 用 下 述 方法 证 明 . 算 符 2 ,六 的 一 切 不 等 于 零 的 矩阵 元 都 能 定义 为 实 量 [ 见 第 三 着 
(64.7—8) ] ;就 此 意义 来 说 ,这 两 个 算 符 都 是 实 的 , 即 2 = а; =, АВВ И 
фр) ди У ee 


具有 用”(r) = 多 ( -7) 这 一 性 质 . 由 此 也 可 得 出 海 森 伯 算 符 
多 (tr) = exp(i (г) exp( 10) 
的 等 式 (31.17) ,这 是 容易 证 明 的 ,只 要 注意 下 列 事实 即 可 :对 于 无 自 旋 相 互 作用 系统 ,哈密 顿 量 万 是 实 的 


СИИ" =Й) ,由 于 系统 是 各 向 同性 的 ,所 以 及 ( - r) = ЙС) 但 是 ,需要 强调 一 下 ,哈密 顿 量具 有 实数 
性 ,其 意思 是 指 ,在 液体 中 不 存在 宏观 超 流 运动 . 对 于 臻 色 凝 聚 系统 ,哈密 顿 量 依赖 于 宏观 参量 一 凝聚 
ЖЕ Я. 在 运动 液体 中 ,这 个 参量 是 复 的 , 随 之 哈密 顿 量 也 是 复 的 (但 自然 都 是 厄 米 的 ) 


114. 第 三 章 超 流 性 





的 自由 参量 时 ,我 们 不 能 使 A =0; 这 一 点 ,对 于 在 图 技术 中 进一步 将 函数 С л 
用 于 任意 液体 时 是 很 必要 的 ,在 这 样 的 液体 中 几 恰 好 起 这 种 参量 作用 ,与 此 相 


应 , 算 符 太 (tr) 可 写成 





ГАО! 5 арии |] (31.19) 


[与 (26.1) 式 只 差 指数 函数 因子 e*]. 按照 (31.2) 式 ,将 此 表达 式 代 人 С 的 定 
义 式 时 应 注意 : 当 取 平均 时 ( 即 取 对 角 和 矩阵 元 ) ,只 有 乘积 4, а; япа, а, 能 够 给 
出 不 等 于 零 的 结果 ;但 因为 在 气体 的 基态 时 pz0 的 粒子 的 一 切 状态 的 占有 数 都 
等 于 零 ,所 以 

(4, а,) =0, (6, 6 )=1. 
然后 以 通常 的 方法 由 对 p 求 和 过 渡 为 求 积分 , 则 得 : 


2 


А А . р а 
сеат е Јен ваа) бизон 


т 





0, ЧЕ < ов; 
(31.20) 
从 而 对 于 动量 表象 中 的 格林 函数 ,有 : 
С° (ш,р) = = exp ( -i tip + іон.) de. 
积分 时 应 借助 于 公式 
-。 
| е 7 (31.21) 
(在 被 积 式 中 引入 因子 e ,其 中 入 >0, 此 后 取 A 一 0 的 极限 ). 最 终 
CO (w,p) = (очи). (31.22) 


至 于 函数 及, 则 对 于 理想 气体 来 说 F(X) =0, 根 据 定义 (31.13) 式 这 是 显 
而 易 见 的 ,在 (31.13) 式 中 两 个 算 符 潭 没 了 非 凝聚 体 的 粒子 . 因此 在 动量 表象 中 
也 有 


Р (ш.р) =0. (31.23) 
此 等 式 表明 这 一 事实 : 当 7=0 时 ,只 是 由 于 相互 作用 才 出 现 非 凝 聚 体 粒 子 
я м 
试 求 声 子 场 的 格林 削 数 ,该 函数 定义 为 
D(X ,X)=D(X, -Х,) = -КТР'(Х,)р’(Х,)), (1) 


式 中 角 括号 表征 按 场 的 基态 求 平 均 ;6' 为 (24. 10) 式 中 的 密度 算 符 , 编 时 乘积 可 
按 (31.2) 式 的 规则 展开 . 
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解 :把 (24.10) 式 代入 定义 (1) 时 应 注意 :因为 在 基态 上 声 子 状态 的 所 有 占 
有 数 者 等于零，, 所 以 只 有 平均 值 (C Ce 》= 1 不 等 于 零 . 然后 由 对 kk 求 和 变 为 求 
积分 ,得 : 





_ Грк каеш) ФЕ 
Den Је (2т)°° 


ифа А 0 和 +t<0 的 情况 (积分 中 对 
于 4<0 的 情况 ,积分 变量 进行 了 变换 :k 一 -上 ) .被 积 式 (无 因子 es… 时 ) 就 是 函 
ж D(tr) 按 坐标 的 傅 里 叶 展 开 的 分 量 . 同时 也 按时 间 将 函数 分 解 , 便 得 到 动量 
表象 中 的 格林 函数 : 


pk iw-u)e ў (w+ ъв) г 
D(w,k) =], еба + | е а}, 
借助 公式 (31.21) 求 出 积分 , 则 得 : 


1 Е 1 Е рі? 
ю-иЕ +10 о +иЕ- 1012 -uk +107 





D(w,k) = 


$32 玻 色 液体 的 图 技术 


下 面 建立 用 于 计算 玻 色 系 统 格林 函数 的 图 技术 ,这 和 在 810—813 中 对 于 
费 米 系统 的 作法 是 一 样 的 . 同 以 前 一 样 ,我们 来 定 出 图 技术 规则 . 这 个 系统 分 子 
间 的 成 对 相互 作用 以 如 下 算 符 描述 : 

йо =1 | Dr) Сту) От т) Dn) ак), 

(32.1) 

具有 凝聚 体 的 玻 色 液体 的 特点 ,首先 在 于 全 部 海 森 伯 少 算 符 都 应 当 表 为 
р + 与 的 形式 ,其 中 它 为 非 凝聚 体 部 分 , 扎 是 凝聚 体 波 函 数 ,对 于 静止 液体 
来 说 ,全 只 是 一 个 实数 п, О. 作 这 样 的 代 换 之 后 , 算 符 (32.1) 可 以 分 解 为 由 四 
个 到 零 个 算 符 客 (连同 相应 因子 V 太 的 附加 数 ) 的 各 项 所 构成 的 级 数 . 

在 $12 中 关于 变 到 相互 作用 绘 景 的 所 有 氢 述 仍然 完全 有 效 ,而 借助 维 克 定 
理 ( 与 以 前 不 同 的 ,只 是 现在 在 求 平均 的 乘积 中 置换 少 算 符 不 需要 变 号 ) 可 以 将 
得 到 的 表达 式 实行 进一步 展开 . 但 是 算 符 (32. 1) 分 解 成 各 种 不 同 项 ,它们 将 导 
致 在 费 曼 图 中 出 现 新 的 图 元 素 . 我 们 可 以 立刻 写 出 最 终 的 动量 表象 中 的 这 些 图 
元 素 . 


Ф 应当 强调 ;因为 这 个 量 是 从 精确 的 海 森 伯 少 算 符 分 离 出 来 的 ,所 以 m 是 了 = 0 НЕЧЕ 
密度 的 精确 值 . 
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在 图 的 每 个 顶点 上 , 同 以 前 一 样 汇聚 了 三 条 线 :一 条 虚线 [相当 于 具有 
4 -动量 0 = (%,4) 的 因子 -iU(C)] 和 两 条 粒子 线 一 一 一 条 人 射线 及 一 条 出 射 
线 . 但 这 时 应 当 将 凝聚 体 粒子 和 非 凝 聚 体 粒子 区 别 开 来 .各 实 线 现在 对 应 于 非 凝 
聚 体 粒 子 , 这 种 线 [ 具 有 4 -动量 = (ор) ] 同 以 前 一 样 对 应 于 因子 1С (Р). 
凝聚 体 粒子 线 则 以 波纹 线 来 表示 ;用 这 些 线 来 描述 4 -动量 P=0, 它 们 相应 于 因 
子 Vnae@. 因 此 ,出 现 了 四 种 形式 的 顶点 : 





(32.2) 


( 带 有 一 条 或 两 条 波纹 线 的 顶点 称 作 不 完全 顶点 ). 在 每 个 顶点 上 必须 满足 
“4 -动量 守恒 定律 ;因此 在 顶点 b 和 e 上 虚线 的 4 -动量 与 实 线 的 4 -动量 是 
相等 的 ,而 在 顶点 4d 上 4 -动量 等 于 零 . 波纹 线 永 远 是 图 的 外 线 , 即 与 图 相连 接 
的 只 是 线 的 一 端 ,而 另 一 端 则 保持 自由 . 

进入 格林 函数 G(P) 定 义 中 的 每 一 个 图 都 有 两 条 4 -动量 P 的 实 外 线 (入 射 
线 和 出 射线 ) ,此 外 还 可 以 有 一 定 的 偶数 条 波纹 外 线 ;各 图 中 的 人 射 外 线 和 出 射 
外 线 的 总 数 是 相同 的 (以 此 来 表达 系统 中 凝聚 体 和 非 凝 聚 体 粒 子 总 数 的 守恒 ) . 
像 费 米 系统 一 样 (也 因为 同样 的 理由 一 一 见 $ 13) ,只 有 不 能 分 解 为 两 个 (或 更 
多 个 ) 不 相连 的 子 图 的 图 才 是 允许 的 . 但 与 费 米 系统 情况 不 同 的 是 ,这 里 要 改变 
共同 符号 的 定义 规则 , 按 这 种 规则 ,iG 中 所 含 的 图 都 有 相同 的 符号 ( 即 取消 48 
页 上 的 规则 3). 

图 中 每 一 条 虚线 在 自己 的 两 端 都 有 完全 的 或 不 完全 的 顶点 . 但 这 不 会 是 
(32.2d) 类 型 的 两 个 顶点 ,因为 其 中 连 一 个 实 外 线 也 没有 ,这 种 图 形 根本 不 能 与 
格林 函数 图 相连 . 并 且 也 不 可 能 是 (32.2d) 与 (32.2c) [或 (32.2d) 与 (32.2b) ] 
类 型 的 顶点 ,因为 当 存在 三 条 波纹 外 线 时 ,图形 中 顶点 上 4 - 动量 的 守 便 会 使 得 
第 四 条 外 线 的 4 - 动量 也 变 成 零 ,也 就 是 说 ,我 们 能 得 出 具有 凝聚 体 全 部 四 条 
(波纹 线 的 ) 外 线 的 图 形 . 

然而 , 按 以 前 叙述 的 规则 建立 的 微 扰 论 , 它 的 每 一 级 中 有 相当 数目 的 图 总 是 
变 成 零 . 其 消失 的 原因 是 :理想 玻 色 气体 处 于 基态 时 不 存在 非 凝聚 体 粒 子 . 这 一 


点 ,如 果 我 们 仔细 考查 坐标 表象 中 图 的 来 源 , 就 更 清楚 了 ,因为 所 有 (也 * 它 ) 形 

















Ф 更 准确 地 说 ,入 射 到 顶点 的 波纹 线 相应 于 因子 全 ,而 出 射线 相应 于 因子 5’, НЯ 是 个 实数 ， 
所 以 这 两 个 因子 实际 上 是 相同 的 . 
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的 收缩 都 等 于 零 ,括号 中 非 凝 聚 体 粒 子 的 漂 没 算 符 位 于 右边 ,并 首先 作用 在 基态 
上 ; 剩 下 的 只 是 (守业 *) 形 的 收缩 @. 

例如 “自身 封闭 "的 实 线 图 都 将 变 成 零 , 因 为 这 种 线 来 自 非 凝 聚 体 粒子 密 
ЕО (оог) (гог) > 的 收缩 . 其 次 ,以 虚线 封闭 的 实 线 图 : 


都 等 于 零 . 这 种 线 来 自 同一 个 相互 作用 算 符 六 (+) 里 两 个 少 算 符 的 收缩 
《更 (ат, (вот) СНВ ЕЕ). 

最 后 ,由 实 线 和 虚线 按 一 定 顺 序 构成 的 封闭 圈 图 (而 且 实 线 的 指向 沿 整 个 
图 图 都 相同 ) 所 组 装 的 一 切 图 都 等 于 零 . 现在 我 们 来 画 出 这 类 轿 图 . 在 线段 的 端 
点 旁 标 出 由 算 符 的 时 间 宗 量 : 





图 中 每 条 虚线 端点 上 的 宗 量 都 相同 @. 与 实 线 对 应 的 函数 СЧ 的 宗 量 等 于 差 值 
;对 于 任何 封闭 圈 图 ,这 些 差 值 之 和 等 于 零 , 因 此 即使 
其 中 的 一 个 差 值 是 负 的 ,对 应 的 函数 GW” 也 变 为 零 . 

上 述 规则 也 适用 于 确定 反常 格林 函数 的 图 ,不 同 的 只 是 :两 条 实 外 线 ,对 于 
函数 FF 来 说 一 定 是 出 射线 ,或 对 于 函数 F'* 来 讲 一 定 是 人 射线 . 相应 地 ,在 这 些 
图 中 入 射 波 纹 线 数 和 出 射 波 纹 线 数 变 得 不 相等 了 ,但 要 使 所 有 出 射线 的 总 数 仍 
等 于 入 射线 的 总 数 .一 条 实 外 线 描述 4 - 动量 已 ,而 另 一 条 描述 一 一 4 -动量 -P 
[这 里 РАККА РОР) з РОР) ЯШ), 根据 整个 图 的 “4 - 动量 守恒 
定律 "这 两 种 线 的 4 - 动量 之 和 应 当 等 于 替 ， 

按 图 技术 计算 的 格林 函数 包含 两 个 参数 一 一 化 学 势 р 和 凝聚 体 密度 n; 这 
两 个 参数 还 应 当 与 液体 密度 n = NAV 联系 起 来 . 

直接 由 格林 函数 的 定义 得 出 的 公式 (31.6) 是 这 三 个 量 之 间 的 一 个 关系 式 . 
下 面 得 到 的 方程 (33. М) 可 作为 第 二 关系 式 ,该 方程 用 图 技术 概念 术语 明显 地 














Ф 按 同样 的 理由 ,两 个 粒子 在 真空 中 散射 的 某 些 图 也 变 成 零 一 一 见 $16. 

Ф 应 注意 :在 虚线 图 的 空间 - 时 间 表 象 中 ,与 1 和 2 两 点 对 应 的 因子 是 iU(X -Х,), Е АЖ 
5(и-ь). 

Ф 因为 下 是 宗 量 的 偶 函 数 , 所 以 的 共同 符号 的 选取 在 这 里 是 无 关 紧要 的 ， 
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表达 出 化 学 势 几 . 
$33 自 能 函数 


现在 我 们 详细 考查 格林 函数 图 的 结构 ,为 此 像 在 14 中 对 费 米 系统 的 作法 
一 样 ,在 讨论 中 引入 自 能 函数 的 概念 , 即 采用 的 方法 是 研究 一 切 带 有 两 条 实 外 线 
的 图 的 集合 . 这 些 图 都 不 可 能 只 截断 一 条 实 线 就 分 成 两 个 部 分 . 但 与 $14 有 所 
不 同 , 就 图 的 外 线 指向 来 说 ,现在 可 能 出 现 不 同 的 情况 :除了 带 有 一 条 入 射线 和 
一 条 出 射线 的 图 外 ,还 存在 带 有 两 条 出 射线 或 两 条 人 射线 的 图 . 与 此 相应 ,就 产 
生 了 三 种 自 能 部 分 : 





і -is -iZo 


FO FO FO YD) 


(这 些 记 号 中 ,3 的 第 一 个 下 标 表 征 人 射 实 外 线 数 ,第 二 个 下 标 表征 出 射 实 外 线 
数 ). 自 能 图 ,除了 实 外 线 ,一 般 地 说 也 有 波纹 线 的 (凝聚 体 的 ) 自由 端 线 . 这 些 端 
线 包含 在 自 能 函数 的 定义 中 ,这 里 自 能 函数 是 以 圆圈 表示 的 . 下 边 我 们 将 会 看 
到 ,函数 3o(P) 和 Zoo(P) 实 际 上 是 相等 的 : 

(Р) =3o(P). (33.2) 
ЗЕЕ ВОЗ ‚Ч РЯ - Р 以 对 称 形式 包含 在 这 些 函 数 的 定义 中 ,它们 是 自身 
宗 量 的 偶 函数 : 

Za(P) =Zo(-P). (33.3) 
作为 示例 ,我 们 画 出 函数 У, ЯП 2 的 开头 两 级 微 扰 论 中 所 有 不 等 于 零 的 图 : 


FO FT (33.4) 
0 а ер (33.5) 


现在 我 们 列 出 用 自 能 函数 表达 的 精确 的 函数 G 和 的 方程 . 
用 微 扰 论 的 术语 来 说 , 差 值 6(P) - G6W(P) 可 用 无 穷 多 个 链条 图 之 和 表达 
出 来 ,其 形状 为 : 
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它们 是 由 不 同 数量 的 小 圈 组 成 的 , 圈 间 用 正 向 和 反 向 (相对 于 两 个 端 线 而 言 ) 的 
箭头 以 一 切 可 能 的 方式 连接 起 来 . 用 同样 方法 ,也 可 将 精确 的 函数 РСЖ РО 
=0) 以 链条 图 之 和 表示 出 来 ,链条 图 中 两 边 上 的 箭头 的 指向 相反 : 


如 果 从 所 有 这 些 链条 图 中 沿 竖 直 虚 线 所 示 的 地 方 切断 边缘 的 环节 (小 圆圈 连同 
箭头 ) , 则 剩余 图 的 边缘 箭头 的 指向 相同 的 图 集合 又 将 与 精确 的 函数 С 一 致 ,而 
边缘 上 箭头 的 指向 相反 的 图 集合 则 与 精确 的 函数 下 一 致 
现在 我 们 引入 以 单 向 和 双向 粗 箭头 表示 的 这 些 函 数 的 图 记号 : 
iG(P) iF(P) 1Е'(Р) 
Р Р -P Р -Р 


于 是 ,上 述 论断 可 写成 由 骨架 图 组 成 的 图 等 式 的 形式 : 
< 40-2 


[对 比 类 似 的 方程 (14.4) ]. 将 这 两 个 等 式 写成 解析 形式 ,得 :@ 
С(Р) =[1+х,(Р)С(Р) +5„(Р)Е(Р)]С°(Р), (33.8) 
Е(Р) =6®( -Р)[5,„,(-Р)Е(Р) +5,(Р)б(Р)]. 
求解 这 两 个 关于 G 和 的 方程 ,并 将 6G" 的 表达 式 (31.22) 代 入 , 便 得 到 所 求 的 
函数 : 





(33.6) 


(33.7) 


, 
(Р) = [о +2 -и +, -Р) |, 


Р(Р) = -5,(Р), (33.9) 


式 中 
D =[5,.(Р)]* - 
- [$.(Р) 0-0 +2 -ы] [5 -P) жетю +2 и). (33.10) 


”我 们 也 可 以 写 出 6G 和 F* 类 似 的 方程 组 ,而 该 方程 组 与 (33.8) 式 的 区 别 ,只 是 互 换 了 Х.Х. 
因为 =F* ,所 以 由 此 可 得 出 等 式 (33.2). 
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我 们 强调 一 下 ,这些 关系 式 不 依赖 于 自 能 函数 的 内 部 结构 ,所 以 也 与 粒子 间 具 有 
成 对 相互 作用 这 一 假设 无 关 , 因 此 它们 对 于 任何 玻 色 液体 都 是 正确 的 . 

液体 中 与 动量 已 有 关 的 元 激发 能 量 ,决定 于 函数 C 和 F 对 于 变量 о 的 极 
点 . 当 已 很 小 时 ,这 些 元 激发 是 声 子 , 它 们 的 能 量 同 六 一 起 趋 于 零 . 因此 函数 
(33.10) 4 р =0,w =0 时 应 变 成 零 . 由 此 我 们 求 得 等 式 : 

[5 (0) -4 =2(0), 
此 式 作为 的 方程 有 两 个 根 ,其 中 之 一 应 取 
р=5, (0) - %,(0). (33.11) 


实际 上 ,在 长 波 极限 下 y 算 符 由 (27.2) 式 给 出 , 非 凝 聚 体 部 分 算 符 多 = - 
Мп і Гоф," =, Е - 6; 后 一 等 式 , 当 取 (33.11) 式 时 丛 
好 得 到 满足 ,这 时 (33.9) 式 中 的 各 分 子 (在 РО 的 极限 情况 下 ) 只 差 一 个 符号 . 
等 式 (33.11 ) 就 是 第 二 关系 式 ( 见 $ 32 未 ) , 它 同 关系 式 (31.6) 一 起 可 以 把 参数 
р Я m 通过 液体 的 密度 п 表达 出 来 . 

进一步 将 表达 式 (33. 10) 按 о 和 p 展 成 掺 级 数 , 便 可 决定 在 宗 量 w 和 为 
小 值 范围 内 的 格林 函数 的 形式 . 这 时 应 该 考虑 到 :标量 函数 У, х, ГНЕ р? 的 
宕 展开 ,而 对 全 部 宗 量 为 偶 函 数 的 У, , 它 的 展开 式 也 只 包含 变量 о 的 偶 次 震 . 
将 (33.10) 式 表 为 


р-а) -EC-P]] - 





(5-а СУ, (Р) +5, (-Р)] +50), 

我 们 可 以 立即 得 出 结论 :展开 式 的 前 儿 个 未 消 掉 的 项 都 具有 万 = 常数 (oz -wp + 
i0) 的 形式 ,其 中 u 是 一 个 常数 ,显然 它 是 液体 中 的 声速 . 同时 应 当 指出 :由 于 
(33.11) 式 ,(33.9) 式 中 的 各 分 子 当 w,P-*0 时 只 差 一 个 符 导 ,因而 求 得 : 

ИИ. 0 

w -up +10 

根据 这 个 格林 函数 ,算出 很 小 时 的 粒子 动量 分 布 N(p) ,并 把 它 与 我 们 已 知 的 分 
布 (27.7) 对 比 , 则 能 确定 出 分 子 中 的 常数 值 . 积分 


Мр) = а" Clu,p)e "ee 
САРНЕСЯ. 23) 30) ае БЗК тр ЭСЕР ВИВИАН ОЗЬ 


算出 来 (对 比 $7 最 末 的 讨论 ) ,该 积分 相应 地 决定 于 w= -wp +0 极点 上 的 留 数 . 
最 后 我 们 得 到 N(p) = 常数 /2up ,将 它 与 (27.7) 式 对 比 , 即 得 出 常数 =nomu?/n. 因 
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此 ,最 终 求 得 w 和 pp 为 很 小 值 时 格林 函数 表 为 下 式 : 
ЕЮ). 

应 当 指出 ,在 精确 到 可 差 归 一 化 系数 的 情况 下 ,该 函数 与 声 子 场 格林 函数 相 
等 ( 见 $31 中 的 习题 ) ,这 个 结论 是 十 分 自然 的 ,因为 在 w 和 p 为 很 小 值 的 范围 内 ， 
玻 色 液体 中 的 全 部 元 激发 都 是 声 子 . 

最 后 ,我 们 演示 所 得 公式 用 于 研究 $ 25 中 近 理想 玻 色 气体 粒子 成 对 相互 作用 
的 模型 . 在 微 扰 论 的 一 级 近似 下 ,3 和 У, ВЕЛЕ (33.4) 的 前 两 个 图 及 (33.5) 的 第 
一 个 图 .将 它们 写成 解析 形式 ,得 到 : 

Уи =п,[0, + 0(р)], 5» = (р). 
在 同样 的 精确 度 下 ,这 两 个 公式 中 的 凝聚 体 密度 m 可 以 换 成 气体 的 总 密度 п. 在 
$25 中 已 指出 ,在 这 个 模型 中 气体 粒子 的 动量 可 认为 是 很 小 的 ,与 此 相应 ,各 傅 里 
叶 分 量 U(p) 可 用 它们 在 p =0 时 的 值 U。 来 代 换 . 于 是 
У =2һ0,, № =nU,. (33.13) 

将 这 两 个 表达 式 代入 (33. 11) 式 ,得 出 人 = ns, 它 与 (25.6) 式 符合 . 若 代 入 
(33.9—33. 10) 式 , 则 得 到 格林 函数 的 下 列 两 个 公式 
Сов) = +: /2т +т 
а? – (р) +i0 

-п0, 
а? (р) +10' 


(33.12) 














(33.14) 
Fl(w,p)= 





式 中 
=(р) = [ (2) +En0,] 

从 这 两 个 函数 分 母 的 形式 显然 可 看 出 a(p) 就 是 元 激发 能 量 ,这 符合 以 前 用 另 一 种 

方法 得 到 的 结果 (25. 10 一 25. 11). 


$34 ” 准 粒 子 的 裂变 


量子 液体 中 一 个 准 粒子 具有 有 限 寿命 (发 生 衰减 ) ,与 它 同 其 它 准 粒子 发 生 碰 
撞 或 它 自发 裂变 成 两 个 (或 更 多 个 ) 新 的 准 粒子 有 关 . 当 温度 7—0 时 ,衰减 的 第 一 
个 原因 消失 了 ( 因为 碰撞 概率 跟 准 粒子 数 密度 一 起 趋 于 零 ) ,这 样 ,衰减 只 能 由 准 
粒子 的 裂变 才 会 发 生 . 
现在 来 研究 动量 为 p 的 准 粒 子 裂变 为 二 的 情况 . 如 果 4 是 所 出 现 的 准 粒 子 之 
一 的 动量 , 则 男 一 个 准 粒 子 的 动量 为 p -gq, 能 量 守恒 定律 给 出 如 下 条 件 : 
&(р) ==(4) +e( lp -gq1). (34.1) 
可 以 看 出 ,在 p 值 的 某 一 范围 内 ,这 个 等 式 对 于 任何 4 都 不 满足 ;这 时 ,这 个 范围 内 
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的 准 粒 子 根本 不 会 衰减 (当然 ,假如 也 不 能 裂变 为 更 多 的 准 粒子 ). 

随 着 p 的 改变 , 当 p =p.( 裂 变 阅 ) 时 ,会 首次 出 现 方程 (34.1) 的 根 . 这 时 将 发 
Ж. 

首先 应 当 指 出 :在 p =р, 这 一 点 ,方程 (34.1) 的 右边 作为 4 的 函数 是 具有 极 值 
的 .事实 上 , 令 s(9) +5 lp -q1) 在 给 定 p 值 时 的 极 值 是 E(p)( 为 了 明确 起 见 ,我 
们 将 把 它 看 作 是 极 小 值 ). 于 是 ,方程 

=(р) -Е(р) ==(4) +=(1р-41) -Е(р) 
的 右边 是 非 负 的 . 因此 , 当 p 值 满足 e(p) -Е(р) <0 时 ,方程 显然 没有 根 ;而 只 在 
P=P。 这 一 点 才 有 根 出 现 , 在 该 点 上 se(p,) =Е(р.). 
将 方程 (34.1) 表 为 对 称 形式 : 
2(р) ==(4,) +=(4,), 4, +4 =р, 
我 们 发 现 ,方程 右边 的 极 值 条 件 可 以 写成 ge/8g, = 95/04, 或 
0, =0,, (34.2) 
боја „ЛЕХ Е УЗЛЕ Н ВО ЕЖЕ АЛАГАН ГАТ АЗЕ НЕ. 这 里 可 以 分 为 以 下 几 种 
情况 (元 . П. 皮 塔 耶 夫 斯 基 ,1959 ) . 

а) 当 p =po 时 , 玻 色 液体 中 准 粒子 的 速度 等 于 零 ,而 pe 对 应 于 图 2 曲线 上 旋 
ТИЛЛА. Ж, о, =, =0, 其 意思 是 指 :在 阔 点 上 准 粒子 裂变 为 两 个 动量 
为 mm, 能量 为 4 的 旋 子 . 相应 地 ,发生 裂变 的 准 粒 子 的 能 量 a(p.) =24 ,而 它 的 动量 
р. 是 以 p。=por +po , ИП 2росоз 9 = р. 这 一 条 件 与 p。 联系 起 来 ,这 里 26 是 两 个 旋 子 
飞 出 的 夹 角 . 由 此 得 出 ,在 所 有 情况 下 必 有 : 

р. <2р,. (34.3) 

b) 假若 速度 v ,=v , 0, 并且 与 它们 相应 的 动量 g, 和 а, 是 有 限 的 ,其 意思 是 
指 :在 闭 点 上 的 裂变 产生 两 个 具有 共 线 ( 平 行 或 反 平行 的 ) 动 量 的 准 粒子 . 

с) 如 果 速 度 。 о : 均 不 为 零 , 但 动量 之 一 (譬如 说 gq, ) 在 冰点 附近 趋 于 零 , 那 
么 相应 于 该 动量 的 准 粒子 是 声 子 ,并 且 速 度 w =. 此 时 可 有 这 样 的 冰点 ,超过 此 点 
便 可 以 由 准 粒子 产生 声 子 . 在 阔 点 上 声 子 的 能 量 等 于 零 , 准 粒子 速度 刚刚 达到 声速 
(速度 v, =v, =и 全 相同 ). 

d) 最 后 还 有 一 种 特殊 情况 , 即 一 个 声 子 裂变 成 两 个 声 子 , 而 且 阐 点 就 是 能 谱 
的 始点 p=0. 但 是 这 种 裂变 只 当 能 谱 起 始 一 段 ( 声 子 段 ) 的 曲率 具有 确定 的 符号 
[应 为 de(p)/dp* >0] 时 才 可 能 ,也 就 是 说 =(P) 曲 线 必须 从 起 始 的 切线 e =up 起 
向 上 弯曲 . 这 不 难 证 明 ,现在 将 这 一 段 能 谱 表 为 如 下 形式 : 

e(P) =up +ap’, (34.4) 


外 ”由 于 液体 是 各 向 同性 的 , 准 粒子 动量 p 及 其 速度 s = 3s/6p 取向 共 线 ,但 方向 可 能 相同 也 可 能 相 
反 . 
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该 式 除 线性 项 以 外 也 计 人 了 按 小 动量 的 宕 展开 的 下 一 项 @. 于 是 由 能 量 守恒 方程 
(34.1) 得 出 : 

и(р=9-1р-41) = -a(p’ -9 -1р-аР). 
在 阐 点 附近 与 准 粒 子 起 始 动量 p 成 小 角 Ө 的 方向 射出 一 个 声 子 ;在 方程 的 左边 ， 
有 : 


-Ilp- ql~ -总 (01-eos ө). (34.5) 
在 方程 的 右边 ,只 要 令 ip - 41 =р -9, 就 可 以 求 得 : 
и(1 – соѕ 0) =3a(p -9g)’, (34.6) 


由 此 可 见 , 应 当 是 a >0. 

我 们 在 下 面 ( $35 ) 将 会 看 到 :在 а) 和 b) 两 种 情况 ,函数 e(p) 不 可 能 在 阔 点 
以 后 延 拓 ,因此 这 一 点 是 能 谱 的 终点 . (ЛЕ с) 和 d) 两 种 情况 ,辐射 长 波 声 子 的 准 
粒子 ,其 裂变 会 导致 弱 衰减 的 出 现 ,这 可 以 借助 微 扰 论 来 确定 @. 

现在 我 们 来 计算 由 一 个 声 子 裂 变 成 两 个 声 子 的 衰减 (第 а 种 情况 ). 由 
(24. 12) 式 给 出 的 哈密 顿 量 的 各 三 次 项 中 ,都 有 这 种 过 程 的 矩阵 元 . 对 于 由 动量 为 
了 的 一 个 声 子 的 初 态 (i) 到 动量 为 q, 和 g, 的 两 个 声 子 的 末 态 (7) 的 跃迁 , 微 扰 算 符 
的 矩阵 元 等 于 


=18(p-g, 4) 290 (а (1+2 ды" 
Vi = 8(р -4 4:75 (ря (рав) (1+ 各] 


〈 略 去 了 无 微 扰 密度 oo 的 下 标 0). 注意 其 中 有 (pq,q,)”“ 这 一 因子 ;由 于 它 很 小 ( 指 
的 是 长 波 声 子 的 裂变 ) ,因而 保证 可 以 运用 微 扰 论 @. 
在 1s 内 裂变 的 微分 概率 由 下 列 公式 给 出 : 





(34.7) 


И 94,424, 
(2тћ)* ^ 
[ 见 第 三 卷 (43.1) 式 ]. 把 (34.7) 式 代入 上 式 时 将 出 现 8 函数 的 平方 ;应 把 它 理解 


dw = 8(E, - -Е,) 


Ф 由 声 振 动 的 色散 方程 可 将 频率 平方 w? 确定 为 波 矢量 函数 . 与 此 相应 ,将 声 子 能 量 的 平方 ex(P) 按 
动量 p 的 敌 作 正则 展开 ;由 于 液体 是 各 向 同性 的 ,所 以 从 ~ р? 项 开始 应 按 р? ЗЕЛЬЕ. ги 函数 e(P) 本 身 
ВОЛТА АЯТ р йо. 

© ЖЕНИ ИЛА ЕВ ВАНН КОВ, 
关于 液 氨 ( “He) 的 一 些 实验 资料 ,证 明了 在 压强 小 于 15 个 大 气压 时 有 开始 不 大 一 段 声 子 谱 存在 ,在 这 一 自 
里 具有 第 4) 种 情况 的 不 稳定 性 . 液 氨 谱 终止 于 第 a) 种 情况 的 点 上 . 

Ф 计算 矩阵 元 (34.7) 时 ,应 考虑 到 : 声 子 算 符 8 те; 中 的 每 一 个 都 可 以 从 5 或 。 的 三 个 因子 中 任 选 
一 个 ;因此 出 现 因 子 31. (34.7) 式 中 的 8 函数 是 由 积分 exp[i(P 9, - q;)r/ 和 因子 而 产生 的 . 最 后 注意 ,p， 
4: 14; 的 方向 几乎 重合 . 
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为 . 


[8(р -ч, -9,) * = От суа - 4-4), (34. 8) 


剩 下 的 一 个 $ 函数 被 对 中 的 积分 消 掉 了 ;这 里 也 取 E, = ир, Е, =и(4 +9:) ,我 
们 得 到 : 

= 于 人 + а }. A 4:)5(р-4, -1р- 609, н 
( 当 分 别 对 а? а, 和 dg, 积分 时 ,考虑 两 个 声 子 的 全 同性 ,答案 应 除 以 2) .最 后 ,把 8 
函数 的 宗 量 表达 成 (34.5) 式 ,并 对 40, =2mgidgidcos (在 % <р 的 区 域 ) 进 行 积 
分 ,可 求 得 裂变 的 总 概率 : 











_ 3p’ р Чи? |? 
rr re ， (34.9) 
声 子 的 衰减 系数 y= - Im = = hw/2. 其 中 ,对 于 近 理 想 玻 色 气体 来 说 ,根据 (25. 11) 
式 ,w /p47 及 a/m’ 这 一 数值 与 密度 无 关 . 在 这 种 情况 下 


Зр? 
= 34.10 
Ў 640тћ'р ( ) 





(С.Т. Беляев 1958). 
对 于 第 ce) 种 情况 在 六 点 附近 准 粒子 辐射 声 子 的 过 程 来 说 , 微 扰 算 符 的 形式 可 
借助 研究 声波 中 准 粒 子 能 量 的 改变 来 确定 . 这 种 能 量 改变 由 两 部 分 组 成 : 


8=(р) =" +9 р. 


第 一 项 与 液体 密度 的 变化 有 关 , 准 粒子 能 量 依赖 于 作为 参量 的 液体 密度 . 第 
二 项 (其 中 v 是 声波 中 液体 的 速度 ) 是 由 于 液体 宏观 运动 而 形成 的 准 粒 子 能 量 的 改 
变 ; 因 为 在 阔 点 附近 辐射 出 的 声 子 波长 大 于 准 粒子 的 波长 ,所 以 可 以 认为 : 准 粒子 
处 于 均匀 液 流 之 中 ,于 是 准 粒 子 能 量 的 改变 就 可 如 $23 初段 所 述 给 以 确定 . 在 82 
中 使 p = Y 9, 将 p' 换 成 二 次 量子 化 算 符 (24.10) ,并 将 p 换 成 准 粒子 动量 算 符 P = 
- 读 V, 即 可 得 到 微 扰 算 符 : 


ў 28+ 1 (5. рр. 6 
-ap +2 (8 "р+р.9) (34.11) 


《在 第 二 项 中 把 乘积 加 以 对 称 化 ,以 使 其 成 为 厄 米 形式 ). 其 次 ,可 像 上 面 处 理 声 子 
裂变 一 样 来 计算 声 子 辐射 的 概率 (见习 题 ). 





Ф 实际 上 ,5 函数 5( 昌 产生 于 积分 「 ef dr(2m) .如果 计算 上 =0 时 的 另 一 个 同样 的 积分 (因为 已 
有 了 一 个 8 函数 ) ,并 且 遍 及 有 限 体积 了 进行 积分 , 则 得 到 W(2)? ;这 就 是 公式 (34.8) 所 表达 的 . 
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я м 
1. 试 求 动量 为 p( ТИЕ р 的 准 粒 子 辐射 声 子 的 概率 ,这 时 准 粒 子 速 度 
达到 声速 . 
解 : 准 粒 子 在 动量 为 p 和 p' 两 个 状态 (平面 波 ) 间 跃迁 ,同时 产生 一 个 声 子 ( 动 
量 为 9) ,对 这 一 情况 取 算 符 (34.11) 的 矩阵 元 .在 阅 点 附近 , 声 子 的 动量 q <<p., 而 
4 的 方向 几乎 与 p 的 方向 重合 0. 考虑 到 这 一 点 , 即 可 求 出 : 


12 


. A и 
У, = -К2тй)*8(р-4, -人 ， 








2p 
式 中 
А=р. +288, 
и др | =, 
因而 声 子 辐射 的 微分 概率 为 
в 
dw = АТВ ер) (1р -41) отр 


(动量 的 8 函数 已 被 对 中 的 积分 消 掉 ). 把 5 函数 的 宗 量 写成 近似 形式 -ug(1 - 
соз 9) 并 对 4% 进行 积分 , 则 得 : 
24*(р-р.)* 
чи 
Зтрћ 
2. Ж о 的 中 子 在 液体 内 散射 . 试 求 此 时 可 以 产生 动量 为 p ,能量 为 a(p) 
的 激发 的 条 件 . 
解 :在 所 考察 的 过 程 中 能 量 和 动量 守恒 可 以 写成 如 下 的 方程 (m 为 中 子 质 量 ， 
了 为 其 初 动量 ): 
2 оу 
тб =), 
或 
Vpcos 9=e(p) +, 


这 里 0 是 P,p 间 夹 角 , 于 是 待 求 的 条 件 为 


y>2(P) + 卫 . 
р '2т 








Ф 为 了 明确 起 见 ,我 们 研究 声 子 恰好 以 这 个 方向 (而 不 是 相反 方向 ) 被 辐射 时 的 情况 . 对 此 ,函数 e(p) 
在 国 点 附近 应 有 如 下 形式 : 
=(р) = е(р,) + (р-р. )и+а(р-р.)* 
《线性 项 的 符号 为 正 ). 根据 能 量 守恒 定律 不 难 证 明 : 当 a >0 以 及 p >p。 时 才能 发 生 声 子 辐 射 ;辐射 出 的 声 子 
动量 取 遍 0<q<2(p -pe) 间 隔 内 的 一 切 值 . 
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$35 能 谱 在 其 终点 附近 的 性 质 


这 一 节 我 们 将 研究 在 元 激发 裂变 成 两 个 准 粒子 的 阔 点 附近 玻 色 液体 谱 的 性 
质 ,但 这 两 个 准 粒子 当中 一 个 也 不 是 声 子 [ $ 34 中 的 a) 和 b) 两 种 情况 ]@. 与 产生 
ТЮНЕР а) ,b) 两 种 情况 微 扰 论 是 不 适用 的 ,并 且 研 究 这 两 种 裂变 时 
需要 益 明 液体 的 格林 函数 在 阅 点 处 的 奇异 性 质 . 另 一 方面 ,使 我 们 只 对 这 些 奇 异性 
感 兴趣 这 一 事实 , 便 允 许 更 大 程度 地 使 用 图 解法 ,因而 简化 了 计算 过 程 . 比如 说 ,可 
以 不 必 区 别 G 和 FF 这 两 个 函数 (因为 它们 的 解析 性 质 是 相同 的 ) ,因而 可 以 认为 只 
存在 一 种 格林 函数 ; 若 考虑 G 和 下 之 间 的 区 别 , 只 会 使 方程 中 出 现 若干 个 同类 项 
( 按 其 解析 性 质 划 分 ) ,但 这 并 不 影响 所 得 的 结果 . 

我 们 感 兴趣 的 格林 函数 的 奇异 性 与 一 个 准 粒子 裂变 成 另外 两 个 准 粒子 有 关 ， 
这 一 事实 用 图 技术 的 术语 来 说 ,就 是 指 奇异 性 出 自如 下 形状 的 图 ， 


2 




















(35.1) 
Fo 


这 些 图 可 以 切断 两 条 实 线 而 被 截 开 ,也 就 是 说 ,各 图 本 身 包含 双 粒 子 的 中 间 
态 . 在 这 些 图 中 对 中 间 4 - 动量 0 = (q,4) 进行 积分 . 并 且 就 产生 奇异 性 来 
Я, ОЖР- О 的 值 域 起 决定 性 作用 ,而 裂变 出 的 准 粒子 (裂变 产物 ) 就 以 这 些 
动量 在 阐 点 附近 产生 出 来 .对 于 所 要 阐明 的 理论 来 说 下 述 论断 是 重要 的 :对 于 
格林 函数 G( 0) ,这 个 4 -动量 值 域 并 不 是 奇异 的 ,因为 在 这 个 值 域内 С(0) А 
有 通常 的 极点 的 形式 : 
6(9)=6(4,4) < [4% -=(4) +0)", (35.2) 
其 中 函数 =(9) 是 裂变 出 的 准 粒子 能 量 , 它 不 具有 奇异 性 . 这 个 值 域 的 物理 特殊 
性 ,只 在 于 其 中 一 个 准 粒子 能 和 另 一 个 准 粒子 “ 粘 " 在 一 起 ;但 这 个 过 程 在 绝对 
零度 时 是 不 可 能 发 生 的 ,因为 这 时 不 存在 真实 的 激发 . 格林 函数 的 奇异 域 只 是 原 
来 的 准 粒子 裂变 阔 附 近 的 一 些 己 值 [图 (35.1) 的 外 线 ]. 
图 (35.1) 中 的 两 条 连接 线 对 应 于 因子 ССО) С(Р- @) ,而 对 @ 进行 积分 . 
这 里 ,因为 只 有 @ 的 小 值 域 是 重要 的 ,所 以 图 中 其 余 的 因子 在 求 积分 时 可 以 当 
作 常 量 , 并 等 于 它们 在 阔 值 6 = 0. 时 的 值 @. 因此 ,在 图 中 出 现 用 积分 表达 的 因 





Ф 这 一 节 的 内 容 属于 Л. п. 皮 塔 耶 夫 斯 基 的 工作 (1959) . 

Ф 对 这 个 论点 应 该 作 明确 解释 . 因为 ,因子 C(Q) C(P - 0) 与 决定 (P,4) 平 面 位 置 的 角 9 无 关 . 所 
以 对 dy 求 积分 归结 为 将 待 积 式 其 余部 分 对 p 求 平均 ,此 后 d*@ 便 可 以 理解 为 2ng*dqodqdeos 6. 在 这 种 对 
ЧО 的 积分 中 ,小 值 域 恰恰 是 重要 的 .对 于 下 面 计算 的 其 它 类 似 场合 也 应 注意 此 点 . 
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А Gr Ю-В] 

式 中 P=(w,p). 借 助 于 在 复数 ао 的 一 个 半 平 面 内 用 无 穷 远 半圆 封闭 积分 围 道 
的 方法 来 完成 对 dg 的 积分 ,于 是 得 出 : 





ПКР) = 


1 | 44 
(2m) Л ө -е(4) –2(1р-41) +10 
下 面 我 们 还 要 分 析 这 个 积分 ,现在 需要 用 它 将 所 求 的 精确 函数 СОР) 表达 
出 来 ,为 此 应 把 所 有 (35.1) 形 的 图 累加 起 来 . 
函数 G(P) 可 以 写成 戴 森 图 方程 : 


pom (35.4) 


2-0 


这 里 粗 线 表示 精确 函数 iC, 细 线 表示 这 个 函数 的 “ 非 奇异 "部 分 ,后 者 由 “切断 两 
条 线 " 而 不 能 截 开 的 图 形 的 集合 所 定义 的 . (35.4) 式 右边 第 二 项 表示 (35. 1) 图 
形 的 集合 . 这 时 白 小 环 代表 精 确 的 “三 端 " 顶 角 函 数 [ 用 古 (Q,P - 8,P) 标 记 ]， 
阴影 小 环 代表 该 函数 的 非 奇 异 部 分 ,这 个 部 分 已 经 消去 了 因 切 断 两 条 实 线 而 被 
ЖОТА. 如 上 所 述 ,对 ао 求 积分 会 出 现 因子 了 (P) ,并 且 图 中 其 余 的 因子 
可 代 之 以 它们 的 Q = О. 时 的 值 .所 以 等 式 (35.4) 就 是 : 
С(Р) =а(Р) +6 (Р)С(Р)Г.(Р)П(Р) (35.5) 

А Г.(Р) =Г(0.,Р-0.,Р),Ша(Р),5(Р)Р=Р. М ЗЕ А Е 
函数 . 

在 (35.5) 式 中 出 现 的 G 和 芽 . 是 两 个 奇异 函数 ,为 了 通过 石 将 它们 表达 出 
来 ,还 需要 有 一 个 方程 . 注意 ,将 精确 的 顶 角 函 数 三 表 示 成 “梯形 "级 数 


> жж 
我 们 就 得 到 这 一 方程 ,上 列 级 数 与 四 端 硕 角 函 数 的 级 数 (17.3) 类 似 . 级 数 之 和 
可 给 出 方程 : 





П(Р) = (35.3) 





Ф 这 里 所 说 的 情况 与 量子 电动 力学 中 的 戴 森 方 程 相似 ( 见 第 四 卷 $ 107) : 同 那里 一 样 ,所 有 必要 的 
图 的 集合 都 是 只 修正 一 个 顶 角 函数 而 得 到 的 . 
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2 о о 2 
Р: Р + 2 Р 
PO Р-0 Р-0, 2-0 


[比较 (17.4)] ; 当 @= 0, 时 ,这 一 方程 可 给 出 如 下 的 解析 式 : 

Г.(Р) =c(P) +4(Р)П(Р)Г.(Р), 
式 中 c(P) ,4d(P) 是 正则 函数 . 现在 从 上 述 两 个 方程 中 消去 六 ,我 们 便 得 到 所 求 
的 格林 函数 通过 П 的 表达 式 : 


серу АИ 


1+В(Р)П(Р) 
ХНА, В, С 也 都 是 P=P, 附近 的 正则 函数 . 
对 不 同类 型 的 准 粒子 裂变 作 进 一 步 计 算 有 不 同 的 情况 . 
а) 裂变 成 两 个 旋 子 的 阔 
在 这 种 情况 下 , 阔 点 附近 裂变 粒子 的 能 量 e(9) 由 公式 (22.6) 给 出 ,于 是 
〈35.3) 式 的 积分 取 如 下 形式 ， 
П(о,9) = 


= [е-2а- Кар" + рат} " 
为 求 积分 我 们 引入 两 个 新 的 变量 9: ,4, ,根据 定义 ,有 
9. = (розт 0 +4,)соз ф, 4, = (posin Ө+94,) іп Фф, 
4, = Росо» 0+4. , 


并 且 = 轴 沿 忆 的 方向 , 角 Ө 决定 于 等 式 2poeos 0 = р. 在 冰点 附近 9! ,9, 很 小 ,因而 
以 所 需 的 精确 度 有 : 


+C(P), (35.6) 





Фа 
(2m) 





(35.7) 





g~po +q,sin +9gicos Ө, 
lp -ql~po +q’sin 0 -gq’cos 0, 
dg~=posin 014,04.4Ф, 
这 时 (35.7) 式 中 花 括 号 内 的 表达 式 取 下 列 形式 : 
{5 -24 (50 +420070) 上 
再 作 一 次 变量 代 换 : 


gssin 0= т’ рсоѕ ш, 9'соѕ 0= Va psin у, 
然后 对 少 积 分 ,可 求 得 : 





П(о,р) = -2 | зт - о рф _ +р” 
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Pp 很 大 时 , 式 中 积分 的 发 散 性 只 与 所 作 的 若干 忽略 有 关 , 因 而 是 无 关 重要 的 ; 当 
р’ 的 某 一 值 >> 124 -wl 时 ,积分 的 截断 只 对 П 的 正则 部 分 有 贡献 . 我 们 感 兴趣 
的 这 个 函数 的 奇异 部 分 产生 于 积分 下 限 附近 区 域 ,于 是 我 们 求 得 奇异 部 分 : 


1 
П =1һ 24 в: (35.8) 
#424 -w 值 很 小 时 ,这 个 对 数 很 大 ;把 (35.8) 式 代入 (35.6) 式 并 按 对 数 的 


负 寡 次 展开 ,我 们 得 到 : 





а 
24-0’ 

а,Ь,с Ж о Жр ЮТЕЙ. ЕЧ (р=р.) 发 生 裂 变 的 准 粒子 能 量 等 于 
24. 因为 准 粒子 能 量 决定 于 函数 6 的 零点 ,就 是 说 6 (2Д,р,) =0, 对 此 也 应 
有 4(24,p.) =0. 但 是 ,将 正则 函数 5(w,p) 按 差 P-P.。 与 差 w -24 ЕВЕ 
开 ; 将 正则 函数 c(o,P) 和 *(w,p) 也 换 成 它们 在 阔 点 上 的 值 , 最 后 我 们 得 到 阔 点 
附近 区 域内 格林 函数 的 如 下 表达 式 : 


67'(о,р) =в [р-р аа]. (35.9) 


С'(о,р) =ъ+ сат! 











其 中 a,a,B 是 常数 . 

令 这 个 表达 式 等 于 零 , 我 们 即 得 到 阔 点 附近 能 谱 e(p) 的 形式 . 假如 不 可 列 
变 区 域 位 于 p <р, ‚е <24 的 范围 , 则 常数 a 和 a 必 为 正 数 ,因而 方程 6-! =0 这 
里 具有 不 衰减 的 解 : 

















є =2A -aexp =) (35.10) 


我 们 看 到 ,能 谱 曲线 终于 阔 点 ,并 且 在 该 点 具有 无 限 阶 的 水 平 切线 .但 在 p >Р. 
的 区 域内 ,方程 6-' =0 既 没 有 实数 解 ,也 没有 p~p。 时 ==24 的 复数 解 . 就 此 意 
义 来 说 ,能 谱 曲 线 根本 不 可 能 延 拓 到 阅 点 之 后 ,而 只 能 终止 于 该 点 0D. 
b) 裂变 成 具有 平行 动量 的 两 个 准 粒 子 的 阅 

ТЕ (р =р, 时 ) ,表达 式 e(9) +e(1p -gl1) 作 为 g 的 函数 应 具有 
极 小 值 ,所 以 在 阐 点 附近 该 式 有 如 下 形式 : 

=(4) +е(1р-41) = 
28. +5. (р-р.) +а(4-4,)° +B(q -go,p.)’, 

式 中 а, В 是 常数 jn. 是 在 阔 点 因 裂 变 而 产生 的 每 个 准 粒子 的 速度 ,g。 是 一 个 准 
粒子 的 动量 .将 (35.11) 式 代 人 (35.3) 式 ,并 按照 


(35.11) 


Ф 在 123 页 的 注解 中 已 经 指出 :在 液 氨 的 情况 下 ,能 谱 恰好 终止 于 这 种 点 (图 2 中 的 曲线 具有 水 平 
切线 并 逐渐 接近 于 直线 e=24). 
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р=4-9,, РР. =рр.соѕ у 
引入 新 的 积分 变量 ,得 : 





С. р^ірісоз у 
Mop) -rn тартар д ту 
ОВЕ А АЗГ Н РЕ: 
Пе [0,(р-р.) - (е-е.)1'. (35.12) 


ЗЕ ЕАЖЛ (35.6) К, ИТК И ОВ У НУ: 
С" (o,p) =А(ш,р) +В(ш,р) [2.(р-р.) - («-2.) 1". 
因为 ' (е, ,р,) =0, 而 4 和 B 是 正则 函数 ,所 以 将 4,B 按 p-p. 和 w-e. В 
展开 ,最 终 求 得 : 
Gc[v(p-p) (wo-e)] + [а(р-р.) +6(ш-=.)], (35.13) 
式 中 a,b 是 常数 . 
能 谱 的 形状 决定 于 方程 6-'(s,p) =0. 现在 我 们 来 寻求 该 方程 形 如 e - e。 
=v.(p -Pp。) + 常数 (p -р.)* 的 解 ,为 使 方程 当 p <р, 时 有 解 ,必须 有 a+bv. >0， 
于 是 





ё =, +1, (р-р.) - (а+в.)*(р-р,)?. (35.14) 
在 同样 条 件 下 ,在 p >p. ИЗ, УЕ С ' =0 ЖАЖ рер, 时 ее, ИЖ. М 
此 ,在 这 种 情况 下 能 谱 也 止 于 阔 点 . 
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作为 二 维 玻 色 系统 的 液 氮 薄膜 具有 非常 独特 的 性 质 . 首先 要 指出 的 是 ,在 二 
维 情况 只 当 了 = 0 时 才 存 在 凝聚 体 . 温度 无 论 如 何 低 但 是 在 有 限 @ 的 情况 ,凝聚 
парон 因为 ,如 将 (27.8) 式 的 WP) 代 入 等 于 非 凝聚 体 粒 子 数 的 积分 


[мер 202. бт ты 中 , 则 在 小 p 区 域 此 积分 将 要 对 数 发 散 . 该 公式 在 此 区 域 本 应 是 


正确 的 . 这 个 矛盾 表明 :在 二 维 情况 作为 推导 公式 基础 的 假设 本 身 是 不 正确 的 . 
此 假设 宣称 “在 有 限 温度 时 存在 凝聚 体 ”. 

这 里 的 状态 与 二 维 晶 体 情 形 相 类 似 ( 见 第 五 卷 $ 137) 例如 ,在 晶体 中 原子 
位 移 的 涨 落 冲 席 了 品格 ,与 此 相似 ,相位 的 涨 落 消灭 了 凝聚 体 . 两 种 系统 在 形式 
上 相似 之 处 ,在 于 在 两 种 情形 下 在 能 量 的 表达 式 中 能 量 所 依赖 的 各 种 量 都 只 能 
以 微 商 的 形式 出 现 . 在 第 一 种 情况 下 ,是 指 原子 的 各 位 移 矢 量 本 身 不 能 包含 在 能 
量 之 中 ,因为 对 于 系统 的 整体 位 移 , 能 量具 有 不 变性 . 在 第 二 种 情况 下 ,是 指 凝 聚 
体 波 函数 的 相位 本 身 不 能 包含 在 能 量 之 中 ,因为 相位 不 是 单 值 的 . 事实 是 ,能 量 





Ф 这些 断 言 也 适 于 二 维 至 色 理想 气体 ,不 难 论证 当 Т0 时 在 二 维 情况 这 种 气体 的 化 学 势 为 零 
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只 依赖 于 这 些 量 的 梯度 ,并 且 最 终 将 导致 涨 落 的 发 散 . 

我 们 在 第 五 卷 138 中 已 经 看 到 :在 二 维 晶体 中 , 涨 落 的 对 数 发 散会 导致 系 
统 中 关联 函数 慢 的 ( 按 宕 规律 ) 减 训 . 与 此 相似 ,在 二 维 玻 色 系统 中 ,密度 矩阵 
(26.7) 当 Im -r,1 一 % 时 不 像 存 在 凝聚 体 时 趋 于 一 个 常数 极限 ,而 只 是 按 香 规 
律 减 小 (J.W. Kane,L. Kadanov ,1967. ) 

过 渡 到 对 问题 的 定量 研究 ,我 们 引入 一 些 记 号 .用 d, 表示 二 维 超 流 密度 , 即 
单位 面积 的 质量 . 对 于 宏观 厚度 的 氨 层 ,此 量 可 以 写成 d, =p,L. 这 里 p, 是 通常 
的 体 超 流 密度 . 对 于 沙 膜 ,不 存在 这 种 关系 ,此 薄膜 的 参量 根本 不 能 用 体 性 质 来 
定义 . 

凝聚 体 波 函数 当 T =0 时 写成 如 下 形式 

Е=уще*, 
这 里 引入 了 =0 时 凝聚 体 的 表面 密度 wm. 在 有 限 温度 时 相位 Ф 应 该 当成 涨 落 量 ， 
此 量 并 对 涨 落 进行 平均 . 这 些 涨 落 的 概率 是 
w=exp[ -等 А (35°.1) 
此 时 自由 能 AF 等 于 液体 的 动能 ( 比较 (28. 6) ) : 
т А 
AF=d3 | (9$) 45. 


当 有 限 温 度 时 凝聚 体 波 函数 应 定义 成 (后 ). 然而 ,此 量 根据 本 节 开 头 说 过 

的 是 等 于 零 . 为 证 明 此 点 我 们 利用 第 五 卷 $ 111 的 习题 所 得 的 结果 . 根据 这 个 结 

果 , 对 于 变量 y 的 具有 平均 值 为 零 的 线性 齐 次 函数 ,有 公式 (这 里 y 遵守 高 斯 统 
ЎН): 

(ехр(у)) =ехр((у?)/2). (35°.2) 


(在 量子 情况 ,这 个 论断 对 于 遵守 维 克 定理 的 算 符 是 正确 的 . 这 一 点 在 第 八 卷 
$ 127 计算 德 拜 - 瓦 勒 (Debye - Waller) 因子 时 利用 过 . ) 将 公式 (35".2) 用 于 与 
的 平均 ,得 


(2) =Vvoexp( - (АФ)/2) = Vzexp( -+(0)?), (35°.3) 


式 中 p(7) 是 §28 引入 的 相位 涨 落 的 关联 函数 . ( 相位 的 无 关 重要 的 平均 值 可 设 
为 零 ) 二 维 情况 pg(7) 的 表达 式 可 从 三 维 公式 (28.9) 用 明显 的 蔡 换 方法 得 到 . 
结果 是 





а. ФЕ 
(2т)° 


这 个 积分 对 任意 在 小 值 上 都 发 散 ,所 以 (35 .3 ) 的 右 侧 为 零 . 





m f 1 и 
9(D =Та р (35°.4) 
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现在 来 计算 系统 的 密度 矩阵 ,根据 定义 , 它 等 于 

pllr -г,1) = (8° (r,)S(r)) = и (exp[i(ABD(r) - AB(r,))]) 
(当然 ,与 (35 .3) 一 样 ,不 可 将 指数 函数 按 相位 涨 落 展开 ) ,再 一 次 应 用 公式 
(35".2) 来 平均 ,得 

pllr, -rl) =voexp[ -((AB(r) - АФ(р,))2)/2). 
方 括号 中 的 表达 式 显然 等 于 : 
((AB(r)AB(r,) - (АФ(г,))°), 
因此 
р(г) =zexp[e(r) -Ф(0)}. 

根据 (35*.4) 
дее 0н 
此 积分 在 小 值 * 是 收敛 的 . ТЕКА ЕВУ КЕ, , ~ Ти (и 为 声速 ) 时 不 能 
用 涨 落 经 典 理论 有 关 , 因 此 ,积分 应 在 此 丰 值 处 截断 . 结果 ,给 积分 主要 贡献 的 值 
域 为 


Ф(г) -p(0) = 了 (35*.5) 


kan 2h И, 
在 此 值 域 具有 对 数 精确 度 可 以 略 去 括号 内 的 指数 函数 项 . 之 后 经 简单 的 积分 ,得 
т 1 
Ф(г) -Ф(0) = ат" 
密度 矩阵 的 最 后 形式 为 
рб) = 1 (35 6) 
这 里 衰减 指数 为 
(35°.7) 


当然 ,密度 矩阵 按 寡 规律 (35".6) 缓 慢 下 降 的 液体 在 定性 方面 与 普通 液体 
是 不 同 的 . 后 者 的 密度 矩阵 按 指数 函数 下 降 . 要 讲 的 理论 的 核心 假设 认为 :具有 
缓慢 下 降 关 联 的 液体 是 超 流 的 . 虽然 ,凝聚 体 粒 子 的 数目 等 于 零 ,而 超 流 密度 d. 
却 不 是 零 ( 当然 ,这 个 假定 是 在 推导 显 含 d, 的 公式 (35".6) ,(35 .7) 时 做 出 
的 .这 里 重要 的 是 d, 有 限 的 假定 不 能 与 以 下 的 假定 相 矛 盾 , 即 凝聚 体内 的 粒子 
数 为 零 ) 

实际 上 , 冲 毁 凝聚 体 的 是 相位 长 波 涨 落 、 此 涨 落 在 空间 几乎 均匀 地 改变 相 
位 ,并 不 影响 液体 的 力学 性 质 . 这 一 点 是 很 清楚 的 ,如 果 注 意 到 大 量 出 现 作为 有 


Ф 下 面 的 计算 与 二 维 晶 体 密度 涨 落 关联 函数 的 计算 相 类 似 (第 五 卷 $ 138) . 
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势 流 的 超 流 , 即 速度 沿 闭合 围 道 的 环流 等 于 零 . 这 等 价 于 相位 单 值 性 的 要 求 . 此 
要 求 不 会 被 相位 的 长 波 涨 落 所 破坏 . 然而 ,破坏 它 的 是 在 围 道内 自发 产生 量子 涡 
线 .这 种 过 程 在 三 维 物 体内 是 不 可 能 产生 的 ,因为 涡 线 在 这 种 情况 下 具有 宏观 长 
ВЕ. 从 而 能 量 也 是 如 此 . 而 涡 线 具有 原子 数量 级 的 能 量 , 它 横 穿 原 子 厚度 的 膜 ,可 
用 热 方式 激发 涡 线 . 这 种 "点 状 " 涡 线 乃 是 二 维系 统 独特 的 一 类 元 激发 , 它 与 普 
通 激发 不 同 之 处 在 于 它 的 能 量 对 数 地 依赖 膜 的 面积 . 这 导致 只 当 温度 高 于 确定 
的 相 变 温度 时 ,才能 经 由 热 方式 产生 涡 线 . Ф 

首先 应 指出 ,产生 涡 线 在 热力 学 上 是 有 利 的 ,如 果 这 降低 自由 能 . 产生 涡 线 
供 自由 能 变化 AF = ДЕ - TAS, 这 里 A 已 是 涡 线 给 能 量 的 贡献 ,AS ВАЖИЯ 
献 .在 (29.8) 式 将 0, 换 以 d., 得 出 

R 


т тв, ос 
ДЕ = ті, zln 52344 па д, 


这 里 с=т" 是 膜 的 面积 ,ce = та“, й AS 决定 于 相 空间 体积 的 对 数 ,对 于 涡 线 
则 为 面积 的 对 数 , 涡 线 的 状态 由 它 在 平面 上 的 两 个 坐标 来 确定 .于 是 
АР 4, Ты Tn. (35 8) 
2 ‘т? ос, с 
ЗЕ АНН РВ о, 具有 面积 量 纲 ,其 数量 级 等 于 0。. 以 对 数 精确 度 
Я с, =0,, 81 ЛЕ <0, В 
ТТ, = 34, 一 (35°.9) 
则 产生 涡 线 是 有 利 的 . (J. М. Kosterlitz, О. Thouless,1972) 
应 强调 ,普通 型 激发 ( 例如 旋 子 或 激发 原子 ) МВ, ЕК ГАХЕ 
数 . 相反 的 ,普通 型 "激发 的 能 量 却 与 面积 无 关 . 因此 它 的 产生 在 热力 学 方面 总 
是 有 利 的 . 在 任意 的 ,无 论 如何 低 的 温度 总 有 一 些 这 类 的 激发 ,而 在 7<7. ВЯ 
线 数 严 格 等 于 零 . 
也 要 指出 一 种 重要 的 情况 ,薄膜 因为 存在 宏观 角 动 量 , 在 热力 学 方面 是 无 利 
的 , 定 会 产生 等 量 的 反 向 环流 的 涡 线 ,于 是 平均 角 动 量 等 于 零 . 可 以 将 涡 线 的 产 
生 看 做 涡 旋 束缚 对 的 解 离 过 程 . 
因为 ,在 $29 所 指出 的 ,出 现 涡 线 表明 超 流 的 破坏 , 当 温 度 高 于 7., 超 流 便 
消失 .7T. 是 过 渡 到 基态 的 相 变温 度 、 然 而 这 种 相 变 不 同 于 第 一 .第 二 级 相 变 乃 是 
二 维系 统 所 特有 的 . 超 流 密度 а, 在 相 变 点 以 路 变形 式 变 成 零 . 低 于 相 变 点 ,此 密 
度 以 普 适 关系 式 (35".9) 与 相 变 温度 7。 自然 相 联 系 . 
按照 (35".7) 和 (35 .9) 两 式 ,密度 矩阵 的 衰减 指数 р 在 相 变 点 等 于 1/4， 


Ф 所 述 的 理由 分 别 由 В. Л. Березинский( 1970) 和 1. М. Kosterlitz,D, Thouless( 1972 ) 独立 提出 的 . 
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于 是 
p(r) -г+. (35°.10) 
高 于 相 变 点 ,由 于 а, =0 此 函数 呈 指 数 衰减 . 
下 面 我 们 将 看 到 , 当 从 上 方 接近 相 变 点 , 涡 线 密度 按 指数 规律 趋 近 于 零 . 相 
应 地 , 涡 旋 以 指数 微小 的 形式 贡献 给 热力 学 各 函数 ,于 是 在 相 变 点 热力 学 函数 的 
一 切 微 商 都 是 连续 的 . 在 宏观 厚度 的 膜 内 (此 时 а, =p.L) 情形 就 变 得 特殊 了 . 当 
远离 入 点 ,p。 ~p, 如 按 (35 .9) 估 算 , 温 度 7. 是 高 的 . 二 维系 统 在 这 里 无 论 如 何 
都 不 会 出 现 . 然而 , 随 着 向 A 点 的 接近 ,p. 会 减少 ,最 终 达到 
р.(Т) = (2Тт*/тЁ А?) = (2Т,т?/тіћ). 
在 此 温度 , 膜 将 失去 本 节 所 述 机制 的 超 流 性 . 于 是 ,在 厚 膜 内 形成 涡 旋 的 相 变 将 
发 生 在 略 低 于 A 点 处 , 膜 越 厚 , 越 靠近 A 点 . 
上 述 现象 不 仅 是 超 流 氨 所 特有 ,而 且 可 以 出 现在 其 他 二 维系 统 . 在 这 些 系统 
涨 落 破坏 了 远程 有 序 性 ,结果 产生 具有 缓慢 减弱 关联 的 状态 . 例如 在 第 五 卷 
$137 讲 过 的 二 维 晶 膜 . 此 时 ,与 膜 平 面相 垂直 的 位 错 起 着 涡 线 的 作用 . 此 位 错 
能 量 形 如 4ln(e/eo).@ 相 应 地 当 温度 7. =4 时 产生 相 变 . 当 7 > Т, 在 膜 内 会 有 
位 错 的 有 限 密度 . 在 此 膜 内 位 错 的 运动 可 能 形成 位 错 流 . 在 此 意义 下 ,位 错 的 行 
为 有 如 液体 ,其 相 变 是 熔 解 . 虽然 相 变 点 附近 位 错 数目 不 多 ,在 无 位 错 之 处 ,就 会 
有 足够 多 的 “固态 "区域. 
涡 线 数目 由 涡 线 化 学 势 等 于 零 的 条 件 来 确定 .为 了 写 出 化 学 势 的 表达 式 ,我 
们 注意 到 ,自由 能 (35". 8) 的 附加 项 就 是 化 学 势 . 不 过 那里 所 写 的 是 膜 面积 上 总 
共 只 有 一 条 涡 线 的 情况 . 过 渡 到 单位 面积 上 及 条 涡 线 ,只 需 将 总 面积 o 换 成 
一 条 涡 线 所 占有 面积 ( 即 除 以 N) 就 行 了 . 代替 o。 Жо, 引入 另外 两 个 参量 М, 
和 е,(4Е Т, 附近 它们 可 认为 是 恒 量 ) , 则 得 出 涡 线 的 化 学 势 . 


Гати? № . 
и, = [Did,(7) т} to (35°.11) 


(根据 量 的 数量 级 N。~ oo' ,eo -Т.. ) 
当 7=7. 对 数 前 的 系数 等 于 零 , 当 7>7, 它 应 为 负 , 此 系数 变 为 零 的 规律 不 
能 从 一 般 的 议论 中 建立 起 来 . 据 第 二 级 相 变 涨 落 理论 的 精神 ,我 们 推测 , 变 为 零 
是 按 某 种 短 规 律 发 生 的 : 
ті 
2т? 


式 中 v 是 某 一 临界 指数 ,从 化 学 势 等 于 零 的 表达 式 ,得 出 在 高 于 相 变 点 的 情况 下 





d(T) -7] -(т-т.), 


Ф 参照 第 七 卷 $27 习题 2. 在 此 题 所 讨论 位 错 模型 是 在 各 向 同性 固体 中 4 = 1yb*/8", 其 中 j 是 位 
移 模 量 ,6 是 位 错 的 伯 格 斯 矢量 ( Burgers vector) „Г ЛЬДАХ. 
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涡 线 的 平衡 数目 与 温度 的 关系 : 


N=Nexp| - (35°.12) 


b 
| 
当 7 一 7. ,我 们 说 过 ,此 数 是 指数 函数 性 地 变 小 . 

涡 旋 之 间 的 距离 &~N-“ 以 及 涨 落 的 关联 半径 可 同时 被 确定 . 在 此 半径 上 
发 生 密度 矩阵 的 指数 性 衰减 . 我 们 见 到 ,在 相 变 点 附近 这 个 半径 将 指数 性 地 
增 大 . 
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宏观 系统 格林 函数 在 温度 不 等 于 零 时 的 定义 与 温度 等 于 零 时 的 定义 是 不 同 
的 ,其 区 别 仅 在 于 将 按 封 闭 系统 的 基态 求 平均 换 成 了 按 吉 布 斯 分 布 求 平均 :现在 
用 记号 (…) 表 示 
ан 


(0) = У w (пі 1а) м, = ер (= т 


这 里 是 按 系 统 所 有 的 (用 不 同 的 能 量 Е, 和 不 同 的 粒子 数 N, 描述 的 ) 态 进 行 求 
ЖТ,Е, =Е, -JN,,《nl.…In) 是 第 n 态 的 对 角 和 矩阵 元 . 用 这 种 方式 定义 的 平均 值 
是 热力 学 变量 7,w,Y 的 函数 . 

研究 有 限 温 度 格林 函数 的 解析 性 质 ( 歼 . 瑟 . 朗 道 ,1958 ) 时 最 好 利用 所 谓 推迟 
格林 函数 及 超前 格林 函数 . 这 样 可 使 格林 函数 的 解析 性 质变 得 更 为 简单 @. 为 了 
明确 起 见 , 我 们 首先 说 明 费 米 系统 的 情况 . 





(36.1) 





推迟 格林 函数 定义 为 : 
С", (Х,,Х,) врт (Х,) + Ye (Х,) V(X), а>, (36.2) 
0, t <t. 


对 于 微观 均匀 的 非 铁 磁性 系统 , 当 没 有 外 场 时 ,这 个 函数 ( 像 通常 的 6 一 样 ) 归 
结 为 只 与 X=X, -Х, 这 个 差 有 关 的 标量 函数 : 
СЖ, ,Х,) =8.6"(Х), 6" = (36.3) 


Ф 在 §36 一 §38 中 我 们 采用 请 = 1 的 单位 制 . 
Ф ”一 般 用 上 标 R 和 4( 来 自 于 英语 retarded 和 advanced) 来 区 分 这 两 个 函数 . 
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现在 用 通常 的 方法 变 到 动量 表象 .但 因为 :<0 时 6G"(t,r) =0, 所 以 在 
GC"(w,p) = Г е (аг) а? (36.4) 


这 一 定义 式 中 ,实际 上 只 需 从 0 到 = 对 上 + 求 积分 . 移动 变量 w 到 上 半 平 面 仅仅 是 
改善 这 个 积分 的 收敛 性 . 因此 (36.4) 式 的 积分 在 w 的 上 半 平 面 内 定义 一 个 不 具 
奇异 性 的 解析 函数 中 . 但 在 下 半 平 面 内 ,函数 С" 是 借助 于 解析 延 拓 的 方法 来 定 
义 的 ,这 里 该 函数 有 极点 ( 见 下 文 ) у 
对 于 函数 С" ,我 们 可 以 得 到 类 似 于 8$8 中 对 7=0 时 导出 函数 G(8.7) 式 那 
种 形式 的 展开 式 . 
把 少 算 符 乘积 的 矩阵 元 (a1…1In》 按 矩阵 乘法 规则 展开 ,并 把 矩阵 元 表达 成 
(8.4) 的 形状 ,我 们 得 到 : 
16" (в,г) = 
= pA ы 0,00) 1 т) ml BO) 1 п) + 
жеени н) (nl фа (0) 1 т) (ті, (0) 1) }, 
式 中 
р о, =Е, -Е,, КР. -Р,. 
对 于 花 括 号 中 的 两 项 来 说 ,对 和 普 求 和 有 某 些 不 同 的 意义 :第 一 项 里 ,处 于 
т 态 的 粒子 数 以 关系 式 N, = №, + 1 相 联系 ;而 第 二 项 里 ,是 以 N, = М, -1 相 
联系 . 在 第 二 个 求 和 式 中 互 换 下 标 т 和 便 可 以 消除 这 个 差异 .同时 注意 到 
(аір, (0) Іт) (т (0) 1л) =1(п1ф. (0) 1т) 1=4,,, 
我 们 即 得 出 如 下 形式 的 完整 表达 式 : 
16" (в,г) 1 У шет tm д (жетет), 1>0 (36.5) 
最 后 ,计算 (36.4) 式 的 积分 时 应 作 一 下 ( 同 $8 Я: ВЕ) оо +, 
最 终 求 得 : 
(2т)* А=8(р-®„.) 
ню: 
应 注意 :这 个 表达 式 的 全 部 极点 (按照 上 边 说 的 ) 都 分 布 在 实 轴 下 面 , 即 在 № 


下 半 平 面 之 内 . 
上 述 性 质 足以 用 来 建立 函数 的 实 部 和 虚 部 之 间 的 一 定 的 关系 , 即 所 谓 


(1 жет"), (36.6) 





Ф ”对照 一 下 第 五 卷 §123 中 关于 函数 a(w) 的 类 似 讨论 . С" 和 a 这 两 个 函数 具有 相同 的 解析 性 质 
当然 不 是 偶然 的 :从 第 五 卷 的 (126.8) 式 来 看 ,该 式 就 是 用 相似 的 方法 通过 一 定 的 算 符 对 易 子 表达 出 来 
的 . 
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Kramers - Kronig 关系 ,或 称 作 色散 关系 : 
Ве С*(ш,р) -1[ Ша С"(и,р) а, (36.7) 


и - Фо 
[ 见 第 五 卷 $ 123 中 关于 а(о) 同样 关系 式 的 推导 ]. 对 于 上 式 ,只 要 借助 公式 
(8.11) 在 (36.6) 式 中 分 离 出 实 部 及 虚 部 来 直接 检验 , 便 可 确信 它 的 正确 性 . 还 
应 指出 ,考虑 到 公式 (8.11) 可 以 将 (36.7) 式 重 写 成 如 下 形式 : 


1[ plup), 
Сор) = | РР, (36.8) 





式 中 
р(и,р) = -4m У ш,А„.6(и-ш.)8(р- К.) (1 же). 


о ЗЭВ, ЯТ р = Im С". 
表达 式 (36.8) , 当 趋 于 “宏观 极限 "V 一 wm ( 比值 NV 一定) 时 ,具有 更 深刻 
的 意义 . 在 这 个 极限 下 ,各 极点 os。 都 汇合 在 一 起 ,因而 函数 p(z) 对 于 一 切 ， 值 
都 不 等 于 零 (但 不 简单 地 等 于 各 离散 点 上 的 8 函数 之 和 ). 这 时 公式 (36.8) 可 直 
接 确定 在 o 上 半 平 面 内 及 实 轴 上 的 C*(w) .为 确定 在 о 下 半 平 面 内 的 Cx(w) ， 
必须 进行 积分 的 解析 延 拓 ,因而 应 当 改变 积分 围 道 的 形状 ,以 使 围 道 总 是 从 下 面 
ио 这 一 点 .这 时 CA(w) 在 下 半 平 面 内 距 实 轴 为 有 限 距离 处 可 以 有 奇 点 ， 
积分 转 道 被 * 夹 "于 极点 w=w 和 分 子 的 奇 点 之 间 . 
现在 用 类 似 的 方法 引入 超前 格林 函数 ,按照 定义 : 
16.(Х,,Х,) = 
0, и>ь; 
ах <. 
动量 表象 中 的 函数 C'(w,p) 是 变量 w 的 解析 函数 , 它 在 下 半 平 面 内 没有 奇 点 . 
它 的 展开 式 不 同 于 (36.6) 式 的 地 方 在 于 改变 了 分 母 中 i0 前 的 符号 . 这 就 是 说 ， 
在 实 轴 上 Со) = (в) ,而 在 w 整个 平面 内 ， 




















(36.9) 


Со?) =6' (о). (36.10) 
оо 时 ,函数 G6" 和 С" 与 6 一 样 都 按 如 下 规律 趋 于 零 : 
6,G6=1/w， 当 lwl 一 wm 时 . (36.11) 


我 们 提醒 一 下 [ 见 (8.15) 式 的 推导 ] ,这 个 渐 近 表达 式 的 系数 (为 1) 决 定 于 函数 
在 = и 时 路 变 之 值 ;这 个 路 变 值 与 温度 无 关 , 并 且 对 于 所 有 三 个 函数 C" ,64,C 
都 是 相同 的 ,根据 它们 的 定义 ,这 一 点 是 很 显然 的 . 

为 了 建立 用 上 述 方法 引入 的 函数 6" ,G 与 通常 的 格林 函数 


16.(Х,,Х,) = (ТФ, (Ху) (Х,)) (36.12) 
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之 间 的 关系 ,我 们 可 获得 此 格林 函数 类 似 于 (36. 5 ) 的 展开 式 . 经 过 上 面 所 进行 
的 完全 类 似 的 计算 , 便 得 出 如 下 结果 下 : 


， 
Сбор) =- ТА (р kos) х 





(36.13) 
х { 1 (1жееит) +ind(w о) (1 07) } 
о = © 
№ (36. 13) 和 (36.6) 两 式 ,我 们 求 得 : 
в 
де С(о,р) +icoth ы Сор). (36.14) 
这 时 , 仍 从 上 述 的 表达 式 (36. 13) 可 以 看 出 : 
зівпіт C(w,p) = -sign о. (36.15) 


应 当 注意 ,函数 С( 5 С" 和 С" 不同 ) 不 是 о 的 解析 函数 . 
当 7—0 时 ,有 coth(w/27) 一 sign w, 因 而 由 (36.14) 式 得 出 :在 实 轴 上 
«(2 020; (36.16) 
С^, о <0. 
所 以 ,了 7=0 时 的 函数 С(о) ЕТК Т АЖ: ЕН Б G*(w) 和 
左 实 半 轴 上 的 G'(w) 当 IlIm wl-*0 时 是 G(w) 在 w 的 两 个 实 半 轴 上 的 极限 值 . 
现在 不 难 写 出 理想 费 米 气体 的 函数 6" ,6* 的 表达 式 . 只 需要 注意 :这 两 个 
函数 都 遵从 同一 个 方程 (9.6) ,而 在 推导 这 个 方程 的 过 程 中 只 利用 了 函数 在 4 
= 时 的 跃 变 值 . 由 于 G6"”" 的 极点 位 于 实 轴 下 方 , 而 G6" 的 极点 位 于 实 轴 上 方 ， 
因而 绕 过 极点 的 方式 是 熟知 的 .由 此 得 出 下 式 : 


а 
Css(w,p) = [о -2-+и+ію)\ . (36.17) 
2m + 


上 式 在 温度 等 于 零 时 和 在 有 限 温度 时 都 成 立 . 根据 (36. 14) 式 ,我 们 求 得 函数 
с 9: 


А 
(0) _ К о, _p 
С (ш,р) =Р imtanh ур 3(o | (36.18) 





1 
© -р/2т + ш 
当 7—0 时 ,我 们 又 回 到 了 公式 (9.7) ,该 式 与 (36.17) 式 的 区 别 就 是 将 +i0 换 成 
Т 10 .sign о. 
现在 我 们 对 玻 色 系 统 引 入 类 似 的 公式 . 推迟 格林 函数 和 超前 格林 函数 分 别 
定义 为 : 


Ф 改 用 动量 表象 时 ,对 + 的 积分 可 分 成 从 - 到 0 和 从 0 到 wm 两 部 分 ,并 且 在 其 中 一 个 积分 里 交换 
求 和 指标 m,n. 
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16" (Х,,Х,) = 


ААА» и >; 


0, в <ь.. 
(36.19) 
iG'(X,,X,) = 
0, .>6; 
о ыу, и <ь. 


假如 我 们 这 时 所 谈 的 是 温度 超过 А 点 的 情况 , 则 在 这 两 定义 式 中 将 出 现 全 更 标 
符 ; 当 温度 低 于 和 点 时 ,定义 式 则 与 非 凝聚 体 算 符 有 关 . 代替 (36.6) 式 ,现在 有 : 

А..ӧ(р - Kn) 
四 -wm +10 


С"(ш,р) = (2т)' У ш, (1-e 7)， (36.20) 
这 个 函数 与 6 的 关系 ,由 下 列 公式 给 出 : 
С" (ш,р) = Ве (ор) +itanh ут," Im GC(w,p), (36.21) 
并 且 在 实 轴 上 有 
Im G(w,p) <0, (36. 22) 
[函数 С 由 (31.1) 式 定义 ,并 以 按 吉 布 斯 分 布 求 平均 代替 按 基态 求 平均 ]. 对 于 
理想 玻 色 气体 来 说 ,函数 С" 由 同样 的 公式 (36. 17) 给 出 ,而 函数 6 为 : 


2 
С° (ш,р) =Р -imeoh 闸 "5 («рт +и). (36.23) 





1 
© = р/2т + 

格林 函数 在 温度 不 等 于 零 时 的 物理 意义 与 7=0 时 的 物理 意义 基本 上 相同 . 
当然 ,格林 函数 6 与 粒子 动量 分 布 之 间 的 关系 式 (7.23 ) 以 及 6 与 密度 矩阵 之 间 
的 关系 式 (7.18) ,(31.4) 仍 旧 成 立 . 

这 里 ,关于 格林 函数 的 极点 与 元 激发 能 量 相合 的 论断 也 仍然 有 效 (但 因为 
函数 С 本 身 不 是 解析 的 ,所 以 这 时 讨论 解析 函数 6" 在 w 的 下 半 平 面 内 的 极点 
或 讨论 函数 6 在 w 的 上 半 平 面 内 的 极点 更 为 合适 ). 这 个 论断 ( 像 $8 中 的 情 
况 一 样 ) 可 重新 由 展开 式 (36.6) 得 出 . 虽然 在 这 个 展开 式 的 不 同 项 里 现在 会 出 
现 系 统 任意 两 个 态 之 间 的 跃迁 频率 w。, 但 是 在 趋 于 宏观 极限 之 后 , 同 以 前 的 情 
况 一 样 , 仍 保留 的 极点 只 对 应 于 由 基态 到 具有 一 个 元 激发 的 各 态 的 跃迁 . 两 个 激 
发 态 之 间 的 跃迁 不 会 使 宏观 单 粒子 格林 函数 中 出 现 极点 ,正如 由 基态 到 具有 多 
于 一 个 准 粒子 态 的 跃迁 不 会 引起 极点 的 出 现 一 样 ( 见 58). 因为 这 些 态 的 能 量 
之 差 并 不 单 值 地 决定 于 它们 的 动量 之 差 . 

还 应 强调 一 下 : 当 温 度 不 等 于 零 时 , 准 粒 子 寿命 不 仅 与 它们 本 身 的 不 稳定 性 
有 关 , 而 且 也 与 它们 之 间 的 相互 磁 撞 有 关 . 由 这 两 种 原因 引起 的 衰减 必须 是 微弱 
的 ,这 样 , 准 粒子 的 概念 继续 有 意义 . 
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为 了 建立 计算 有 限 温度 时 格林 函数 的 图 技术 ,需要 从 少 算 符 的 海 森 伯 绘 景 
变 到 相互 作用 绘 景 ,这 同 在 $ 12 中 的 做 法 是 一 样 的 . 这 时 我 们 重新 得 到 的 表达 
式 与 (12.12) 式 的 差别 ,只 在 于 求 平均 不 是 对 基态 进行 的 . 但 是 ,这 一 差别 是 很 
重要 的 :与 由 (12.12) 式 变 到 (12.14) 式 的 做 法 不 一 样 , 现 在 对 算 符 $… 的 平均 不 


可 能 与 对 其 余 因 子 的 平均 再 分 离开 来 ;问题 在 于 , 非 基 态 在 算 符 8-' 的 作用 下 并 
不 自然 地 变 为 其 本 身 ,而 是 变 成 具有 同样 能 量 的 一 些 激发 态 的 一 定 的 县 加 ( 包 
括 准 粒子 所 有 可 能 的 相互 散射 过 程 的 结果 ). 这 种 情形 ,将 使 得 图 技术 变 得 极为 
复杂 , 即 因 $… 中 的 少 算 符 也 参与 收缩 而 产生 一 些 新 的 项 

但 是 ,可 以 改变 格林 函数 的 定义 ,以 避免 产生 类 似 的 复杂 情况 . 根据 这 种 定 
义 建 立 起 来 的 数学 工具 ,是 松原 (T，Matsubara,1955 ) 研究 的 成 果 , 很 适宜 于 计 
算 宏观 系统 的 热力 学 量 . 

我 们 按 下 面 定义 引入 所 谓 松 原由 算 符 中 : 


Фи (тг) ей, (г)е-"", 
Ы | G7.D) 
И (то) етра (re ™. 

式 中 是 辅助 实 变量 ;这 两 个 算 符 ,从 纯 形式 观点 来 看 ,与 海 森 伯 算 符 的 区 别 在 


于 后 一 种 算 符 中 是 把 实 变量 ! 换 成 虚数 - ir@. 例如 在 (7.8) 式 中 作 代 换 ; 它 
Фе Р лаа - arar, 便 得 到 (37.1) 式 的 两 个 算 符 所 遵从 的 方程 . 像 用 


” 海 森 伯 少 算 符 定义 通常 的 格林 函数 一 样 ,借助 上 述 两 个 算 符 可 定义 新 的 格林 函 


数 7. 


Fam TsT2 72) = = (Т, Tn) (туо), (37.2) 
这 里 记号 7, 表示 “7 编 时 ”, 即 按 т 从 右 至 左 增 大 的 次 序 排列 算 符 (在 费 米 系统 
的 情况 下 ,置换 一 次 算 符 时 需 改 变 符号 ) ;括号 (…》 表 征 按 吉 布 斯 分 布 求 平均 . 
将 定义 (37.2) 写 成 如 下 形式 后 , 即 可 把 这 个 分 布 表示 成 显 形式 : 


Fs = ТНТ, ник, 





Ф 这 一 节 里 我 们 写 出 的 公式 将 同时 用 于 费 米 系统 和 玻 色 系统 (高 于 A 点 ). 用 记号 来 区 别 时 ,上 标 
对 应 于 费 米 系统 ,下 标 对 应 于 玻 色 系统 . 此 外 ,对 于 玻 色 系统 应 略 去 自 旋 下 标 - 


加 ”我 们 强调 一 下 ;鉴于 这 一 区 别 , 算 符 W* 与 到 елни. 
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= (7-й, (37.3) 


式 中 Tr 表示 所 有 对 角 和 矩阵 元 的 和 . 用 这 种 方式 定义 的 格林 函数 称 作 温 度 格林 函 
数 , 以 区 别 于 “通常 的 "函数 G( 故 把 С 称 作 时 间 格 林 函 数 ) . 

像 函数 Gg 一样, 非 铁 磁 系 统 的 函数 用 s 在 无 外 磁场 时 归结 为 标量 : 用。 
25... 对 于 空间 均匀 系统 来 说 ,该 函数 与 r, г, 的 关系 又 归结 为 与 r= -7 
这 一 差 值 的 关系 . 

同样 不 难看 出 :就 定义 (37.3) 本 身 来 说 ,函数 多 只 与 7 =7, -7, 这 一 差 值 有 
Ж. Я, т, О МЭ 

т. ис тротоар (прет, Cr en， 
或 者 在 记号 Tr 下 循环 置换 因子 : 
= + торе р (то )еб (т, |, 7<0. (37.4) 
由 此 ,上 述 的 说 法 是 显然 的 . 
事实 上 ,变量 > 的 取 值 只 在 如 下 有 限 区 间 内 : 


-1/Т<т<1/Т, (37.5) 


并 且 当 7<0 时 和 7>0 时 ,函数 (т) АГИ Т № ЭС К ЕК. ц 
=7Ti -7 >0 时 , 作 类 似 于 (37.4) 式 的 推导 , 求 得 : 


Ф= -| еб (rn, )е- р: (м) = 


= -ere dt (уе обр (к) ,7>0 
把 此 式 与 (37.4) 式 作 比 较 , 则 得 : 
Ят) == т+т), т<0 (37.6) 


[由 于 (37.5) 式 ,右边 函数 的 宗 量 当 r <0 时 是 正 的 ]. 
现在 我 们 把 函数 贸 7,r) 按 坐标 展 成 储 里 叶 积 分 ,并 按 r[ 在 (37.5) 式 的 区 
间 内 ] 展 成 傅 里 叶 级 数 加， 


тут) =Т 5 Ге" В рек 
其 中 ,对 于 费 米 系统 | 


7. Б. (37.7) 








器 ”括号 中 的 因子 2 是 对 费 米 系统 的 ,对 于 玻 色 体系 统 应 换 成 1. 
© А. А. Абрикосов, Л. П. Горъков,И. Е. Дзялошинский ( 1959) Ж Е. С. Фрадкин (1959) 引 入 了 这 
种 方法 . 
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С,= (25+1)тТ (37. 8а) 
对 于 玻 色 系统 
2, =25тТ (37. 8b) 
(5=0,+1,+2,…); 这 时 自然 满足 条 件 (37.6). 对 (37.7) 式 的 逆 变 换 ,具有 如 
下 形式 : 
0р) = ее ть фа (37.9) 
[考虑 到 (37.6) 及 (37.8) 式 ,在 - 1/Т<т<1/Т 范围 的 积分 变 为 从 0 到 1Z7 的 
积分 ]. 
进行 类 似 于 8$ 36 中 所 作 的 一 些 计算 ,可 以 把 С, р) МАТЕА 0 р О 
矩阵 元 表达 出 来 . 计算 的 结果 为 : 
3 AsS(p - 
Hep) = т) ты (р -Е..) 


(2) ,~ sn 
由 此 ,首先 可 以 看 出 : 




















(1+e ="). (37.10) 


-bp) = 2 (6,.р). (37.11) 
其 次 将 (37.10) 式 与 6" 的 两 个 展开 式 (36.6) 和 (36.20) 作 对 比 , 我 们 求 得 : 
HY,p) =6"(1,,р), 6,>0. (37.12) 


ЖЕ 139 页 上 已 说 过 ,条 件 Y, >0 ЖИРЕ (36.6) # (36.20) А о МЕЖ 
平面 内 才 直接 成 立 .因此 ,在 傅 里 叶 分 量 中 温度 格林 函数 与 在 w 的 虚 轴 上 离散 
点 处 所 取 的 推迟 格林 函数 相同 . 特别 是 ,由 这 个 结论 可 以 立即 写 出 理想 气体 温度 
格林 函数 的 表达 式 о 换 成 这 ,, 由 (36.17) 式 可 得 : 


PO,p) = (这 -到 + (37.13) 


下 一 节 将 要 讲述 计算 函数 9, р 的 图 技术 . 为 了 确定 函数 G"(w,p)( 因 
而 特别 是 为 了 确定 系统 的 能 谱 ) ,需要 建立 一 个 解析 函数 ,该 函数 应 在 w = 这 , 点 
与 贸 Y,,p) 相 同 ,并 在 о 的 上 半 平 面 内 没有 奇 点 .假如 补充 上 lw1 一 w 时 С" (о, 
P) 一 0 这 一 要 求 , 则 这 套 手 续 就 是 唯一 的 [ 见 (36. 11) 式 ]. 然而 在 具体 的 情况 
下 ,这 种 解析 延 拓 可 能 伴 有 一 定 的 困难 . 但 计算 热力 学 量 时 并 不 需要 进行 解析 
延 拓 . 

例如 ,为 了 计算 势 Q, 可 以 根据 对 密度 矩阵 按 吉 布 斯 分 布 取 平均 的 表达 式 

Aps(mP) = 土 和 so(TiP37+0:m) (37.14) 
来 进行 . [该 式 显然 由 定义 (37.2) 得 出 ;比较 (7.17)]. 取 r,=r,( 并 对 a=B 求 和 
后 ) ,我 们 得 到 系统 的 密度 
М 


=ату [3 -er_dP 
= #7 > {Hip)e ppd (37.15) 
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该 表达 式 将 NN 定义 为 ,7T,V 的 函数 ,然后 对 等 式 N = - 902/au 求 积分 即 可 算出 
О(и,Т,У). 
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建立 计算 温度 格林 函数 多 的 图 技术 同 在 §12,§ 13 中 对 时 间 格 林 函 数 G 的 
处 理 方法 是 类 似 的 . 松原 少 算 符 的 定义 (37. 1 ) 与 海 森 伯 算 符 的 定义 之 区 别 , 只 
不 过 是 在 形式 上 将 и 换 成 7, 这 一 事实 允许 在 许多 方面 利用 直接 类 比 法 . 
首先 我 们 引入 “相互 作用 绘 景 "中 的 松原 算 符 ,这 些 算 符 与 (37.1) 式 的 区 
别 , 是 把 精确 的 哈密 顿 量 应 ' 换 成 自由 粒子 的 哈密 顿 量 房 : 
Я (т.г) =ехр(т Ёу)ф, (ғ) ехр( -тйь). (38.1) 
ЗЕЕ, НИИ" 之 间 的 关系 是 由 松原 5 矩阵 来 实现 的 , 它 的 建立 类 似 于 (12.8) 
式 : 
(тот) = Тек - Г 0], (38.2) 
式 中 
六 (>) =exp(7 Й;) Pexp( -т й!) (38.3) 
是 相互 作用 绘 景 中 的 相互 作用 算 符 .但 是 ,以 前 在 $ 12 фе, т, 之 间 的 联系 是 


在 1= -时 “加 入 "相互 作用 的 初始 条 件 下 建立 起 来 的 ,而 现在 癌 ЖИР 当 
=0 时 相 重合 应 起 着 “初始 条 件 ”的 作用 . 相应 地 ,代替 (12. 11) 式 可 写成 ; 


(7) 071 (7,0) 9 (т) 907,0). (38.4) 
把 此 式 代入 格林 函数 的 定义 (37.3 ) 中 ;为 明确 起 见 , 取 r, > r; ,我 们 有 : 


(тт) = 


= -Т1 86" (т,,0) (т) (т ,0) 6" (т, 0) (т,) 6 (т,,0) | 
(为 简单 起 见 ,没有 写 出 宗 量 7, ,г,). Е, Чт, >т, > т, 时 ， 
бту) = (тит) (тууту), 
д (тт) в" (туут) = 6 (т, ,т,), 


我 们 把 上 式 重新 写成 如 下 形式 : 
ФР, (ти ит.) = [ә (1,0) x 
x [5 (ти) о тС) ,0) |}, 
方 括号 中 的 各 因子 是 从 右 至 左 按 增 大 次 序 排列 的 . 因此 可 以 写成 : 


(тот) = ТН вт, (т (у) 6], (38.5) 
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其 中 
6=6 (1-50). 

不 难 验证 :写成 这 种 形式 的 表达 式 当 т, < т, 时 仍然 成 立 . 

不 同 于 (12. 12) 式 的 是 :在 (38.5) 式 中 包含 多 余 的 ( 吉 布 斯 ) 因 子 , 除 此 之 
外 , 仍 按 相互 作用 粒子 系统 的 各 态 进 行 平均 . 下 面 我 们 证 明 , 这 两 个 差异 将 “ 相 
互 抵消 ”, 因 而 可 回复 到 完全 类 似 于 (12. 14 ) 的 形式 . 为 此 ,我们 利用 公式 

е7 =е7"09(т,0), (38.6) 
НА (38.1) 6А. (38.4) К ЈИ ОКН" 的 定义 (37.1) 作 
比较 而 得 出 的 . 借助 于 上 式 , 在 (38.5) 式 中 作 如 下 代 换 : 
ейт (去 ,0) er 
把 因子 e” 从 记号 Tr 下 提出 来 ,再 把 它 从 分 子 移 到 分 母 上 ,并 表示 成 : 
er-27 = Те е- ИТ = А (3.0) 

ЖТ, ехр(0,/Т) (这 里 0, 是 在 同样 的 ,7,V 值 时 理想 气体 的 热力 学 势 ) 乘 
分 子 和 分 母 ,我 们 最 终 得 到 : 


(ть) = а, в. (38.7) 
Oo 
这 里 , 按 无 相互 作用 粒子 系统 的 各 态 进 行 平均 : 
(5) ата) 


显然 这 个 结果 与 (12. 14) 式 相似 ， 
为 了 变 到 微 扰 论 的 图 , 同 $ 13 中 的 作法 一 样 ,我 们 将 表达 式 (38.7) 按 相互 


作用 算 符 久 (7) 的 塞 展开 .对 于 粒子 间 呈 现成 对 相互 作用 的 系统 来 说 ,这 个 算 符 


与 (13.2) 式 的 区 别 只 是 把 海 森 伯 算 符 包 , 帮 换 成 了 松原 算 符 吕 ,到 . 消 算 符 
乘积 的 平均 值 重 新 按 维 克 定理 展开 ( 即 用 所 有 可 能 的 方式 来 选取 算 符 的 成 对 收 
缩 ) ;用 $13 中 的 同样 的 讨论 ,可 以 证 明 在 这 种 情况 下 这 个 定理 是 适用 于 宏观 极 
限 的 . 

因此 ,现在 产生 的 图 技术 规则 与 $ 13 中 所 得 到 的 ,对 于 7=0 时 的 图 技术 规 
则 完全 类 似 , 图 表示 法 也 丝毫 不 差 地 保持 原样 . 只 不 过 图 的 解析 读 法 规则 有 一 点 
儿 改 变 . 

在 坐标 表象 中 ,每 一 条 由 点 2 进入 点 1 的 实 线 都 相当 于 一 个 因子 
-pr niraym)( 带 有 负 号 ). 每 一 条 连接 点 1 和 点 2 的 虚线 对 应 于 一 个 因 
子 -V(n л) 5 (т, -7;). 图 的 各 内 点 的 一 切 变量 7,r, 要 在 整个 空间 对 dx 积 
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分 ,并 在 由 0 到 1/7 的 界限 内 对 dr 积分 . 

为 了 变 到 动量 表象 ,需要 把 所 有 的 函数 3 09У 展 成 (37.7) 式 的 形式 . 对 全 部 
内 变量 + 求 积 分 之 后 ,在 图 的 每 个 顶点 都 出 现 一 个 表征 动量 守恒 定律 ( 2p =0) 
的 5 函数 .此 外 ,在 每 个 顶点 上 还 出 现 如 下 形式 的 积分 : 


т | екі (а +6 +65) 197. 


这 个 积分 [考虑 到 (37.8) 式 ] 只 当 У с =0 时 才 不 为 零 ,并 且 在 这 种 情况 下 等 
于 1. 因此 ,在 每 个 项 点 上 也 遵从 离散 频率 守恒 定律 . 现在 每 条 实 线 与 因子 
-多 s (Z,,p) 相 对 应 (但 自身 封闭 的 实 线 重新 对 应 于 因子 a” (w,7) 一 一 理想 
气体 在 ,7 一 定时 的 密度 ). 每 一 条 虚线 相应 于 因子 - 0(4). 所 有 顶点 上 的 守 
恒定 律 都 考虑 到 之 后 ,对 余下 的 全 部 不 确定 的 动量 和 频率 作 如 下 形式 的 积分 并 
求 和 : 


公共 系数 (包含 在 - 多。 中 的 图 均 带 此 系数 ) ,在 费 米 系统 情况 下 等 于 ( - 1) ,这 
里 工 是 图 中 闭合 实 线 的 圈 数 . 在 玻 色 系统 情况 下 ,此 系数 等 于 1. 

当然 ,在 这 种 图 技术 中 ( 像 在 7 了 =0 时 的 图 技术 一 样 ) 也 可 以 进行 部 分 求 和 
以 及 引入 名 种 图 “单元 ”. 比如 说 ,可 以 定义 顶 角 部 分 , 它 是 通过 双 粒 子 格林 函数 
表达 出 来 的 . 这 个 顶 角 部 分 是 以 类 似 于 (15. 14) 式 的 戴 森 方程 与 函数 多 联系 起 
来 的 .我 们 不 必 写 出 这 些 公式 ,因为 这 些 公 式 的 推导 完全 类 似 于 7 了 = 0 时 图 技术 
的 情形 . 

当 变 到 了 =0 的 情况 时 ,在 松原 图 中 对 * 的 求 和 变 为 对 《 的 积分 ,因而 松原 
图 技术 就 变 为 与 第 二 章 所 讲 的 普通 图 技术 非常 类 似 的 技术 . 但 不 同 的 是 , 当 * 为 
实数 时 松原 函数 与 相应 的 虚 半 轴 上 С" 和 С" 的 值 相 同 [ 见 (37. 11 一 37.12) 式 ]. 
为 过 渡 到 了 = 0 时 通常 的 图 技术 ,还 需要 把 积分 围 道 一 直 转 到 与 w 的 实 轴 相 
重合 . 
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在 第 一 章 所 叙述 的 朗 道理 论 都 只 与 一 种 费 米 液 体 有 关 , 即 只 与 不 产生 超 流 
现象 而 有 能 谱 的 液体 有 关 . 对 于 量子 费 米 液体 来 说 ,这 种 谱 型 并 不 是 唯一 可 能 
的 ,现在 我 们 开始 研究 具有 另 一 类 型 能 谱 的 费 米 系统 .采用 粒子 间 有 吸引 作用 的 
简 并 近 理想 费 米 气体 的 简单 模型 (这 是 可 以 作 完 全 的 理论 研究 的 ) ,可 以 最 鲜明 
地 说 明 这 种 能 谱 的 起 源 及 其 基本 性 质 了 . 

粒子 间 旦 现 排 斥 作 用 的 弱 非 理想 费 米 气体 已 在 $6 中 讨论 过 了 . 初 看 起 来 ， 
在 那 一 节 里 所 进行 的 计算 ,对 于 粒子 间 的 排斥 作用 情况 和 吸引 作用 情况 ( 即 散 
射 长 度 a 为 正 值 和 负 值 时 ) 在 同等 程度 上 都 是 正确 的 .但 实际 上 ,在 吸引 作用 (a 
<0) 的 情况 下 ,用 这 种 方法 求 出 的 系统 的 基态 ,对 于 一 定 的 改组 (改变 基态 的 性 
质 和 降低 能 量 ) 是 不 稳定 的 . 

这 种 不 稳定 性 的 物理 本 质 在 于 粒子 都 倾向 于 “成 对 ” :在 p 空间 中 ,位 于 费 
米面 附近 并 具有 大 小 相等 、 方 向 相反 动量 和 反 平 行 自 旋 的 粒子 对 ,都 倾向 于 形成 
束缚 态 ,这 就 是 所 谓 的 库 珀 (L. М. Соорег, 1957 ) 效应 . 奇妙 的 是 ,在 费 米 气体 中 
粒子 间 的 吸引 作用 无 论 有 多 弱 都 会 产生 这 种 效应 . 

正 是 由 于 这 种 效应 ,在 讨论 有 排斥 作用 的 费 米 气体 问题 中 曾 使 用 过 的 适 于 
气体 单个 粒子 自由 态 的 算 符 集合 6,。, 6; ,现在 已 不 能 作为 微 扰 论 最 初 的 正确 近 
似 了 @. 现在 需要 立即 引入 新 的 算 符 来 代替 上 述 算 符 ,我 们 寻求 的 是 下 列 线性 组 





Ф 这 个 问题 是 超 导 理论 的 基础 ,该 理论 是 由 J. Bardeen,L. М. Соорег 和 }. В. Schrieffer 于 (1957 ) 建 
立 的 .下 面 叙 述 的 解法 属于 H. Н. Боголюбов (1958) 的 工作 . 

Ф 指出 微 扰 论 (就 $6 中 运用 的 形式 来 说 ) 不 适 于 具有 自 旋 投影 为 上 1/2 和 动量 为 Pa = -pi 的 粒 
子 对 ,也 就 指明 绊 = 处 存在 奇 点 ,用 这 种 理论 得 到 的 准 粒子 相 互 作用 函数 的 表达 式 (6. 16) 就 具有 这 种 
奇 点 ;这 种 奇 点 只 在 反 平 行 自 旋 的 情况 下 才 存 在 ,而 这 些 自 旋 对 应 于 算 符 оо, 的 本 征 值 等 于 - 3. 
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合 形式 的 算 符 ， 


р =и, а, +0, а',,, 


(39.1) 


=, а,, Vp d,s 


上 述 形式 合并 了 具有 相反 动量 和 相反 自 旋 ( 投 影 ) 的 粒子 的 算 符 ( 下 标 + 和 - 表 
示 自 旋 投 影 的 两 个 值 ) ;由 于 气体 是 各 向 同性 的 ,系数 w,,v, 只 能 依赖 于 动量 p 
的 绝对 值 . 为 使 这 些 新 算 符 对 应 于 准 粒子 的 产生 和 淹没 ,它们 应 同 以 前 的 算 符 一 
样 遵从 同样 的 费 米 对 易 规则 : 

Бб + hb, =1, (39.2) 
而 所 有 其 它 的 算 符 对 都 是 反对 易 的 (下 标 a 注 明 两 个 自 旋 投影 值 ). 对 此 ,变换 
系数 应 遵从 如 下 条 件 : 

и +0 =1 (39.3) 

(适当 地 选择 相 因子 能 够 使 ww 都 成 为 实数 ). 这 时 ,对 (39.1) 式 的 逆 变 换 具有 
如 下 形式 : 


а, =и,6,, +, 


а, =и, в, и, 6... 
根据 同样 原因 (具有 相反 动量 和 相反 自 旋 的 一 列 粒子 之 间 的 相互 作用 起 主 
要 作用 ) ,在 哈密 顿 量 (6.7) 的 第 二 个 求 和 式 中 ,我 们 只 保留 p, = -p,=p,p' = 
-ps=p' 的 一 些 项 : ` 
й= у аа, у Ух аа асб (39.5) 
式 中 重新 引入 了 “耦合 常数 "5 Ат И 1а/т( ЖАН а <0). 
在 以 下 的 计算 中 ,最 好 再 一 次 采用 通常 的 方法 ,不必 明显 考虑 系统 中 粒子 数 
的 不 变性 :现在 引入 差 久 = 入 -jp 衣 作 为 新 哈密 顿 量 ,这 里 
N= > аа 
是 粒子 数 算 符 ;其 次 ,原则 上 可 利用 平均 值 太 等 于 给 定 系统 中 的 粒子 数 这 一 条 


件 来 确定 化 学 势 . 
我 们 还 引入 记号 


(39.4) 


2 


вы 
Lb -6, (39.6) 
因为 j=pi/2m, 所 以 在 费 米面 附近 
т, =,(р-рь), (39.7) 


式 中 о, =pe/m. 从 表达 式 (39.5) 减 去 多用 ,于 是 我 们 把 原 哈密 顿 量 写 为 
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3 т, ана, 6 У; аў а-а 28у, (39.8) 
我 们 在 这 个 哈密 顿 量 中 进行 (39. ИЕ РЕКИ 
可 把 求 和 下 标 p 换 成 -p ,得 到 : 
r=2 > op + nh, + ) + 


р-р, - 


+2 У при, (Б Б кб, -7 У. 8:8, (39.9) 
р А 


В, = В, -bb жоош, (ВоВ -bb,,). 
ДЕНЕВ, ЈИЕ ЕЛМАЙ и, ,um: НН: 
表达 式 来 定义 ; 
5=- У [nolnne+(1-nme)ln(1-mo)]. 
因此 上 述 条 件 与 在 准 粒子 占有 数 me 一 定时 能 量 取 最 小 值 是 等 价 的 . 
在 哈密 顿 量 (39.9) 中 ,对 角 和 矩阵 元 只 具有 含 乘积 
bb =1 -no 
的 一 些 项 . 因此 我 们 求 得 : 
E =2 > N+ DN) (п, +n, )-— 
-< | р и, (1-п,. -п,_) | (39. 10) 


把 这 个 表达 式 对 参数 w[ 这 时 考虑 (39.3) 的 关系 ] 取 变 分 ,我 们 便 得 到 极 小 
值 的 条 件 ; 


2 
Be (n,n, ) [три 一 
ри 


600-0) > wd (1 -np -п,_)] =0, 





从 而 求 得 方程 
27,и,, =Д(и-0), (39.11) 
式 中 4 表示 求 和 : 
4-5 У uv, (1 п, -п,.). (39.12) 
由 (39.11) 和 (39.3) 式 ,通过 和 和 4 表达 由 
и, 1 т, 
НЕЕ 7 =) (39. 13) 


将 这 两 个 值 代 人 (39. 12) 式 , 即 得 到 确定 4 的 方程 : 
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У ЕВ 

274 „А? +т, 
在 热平衡 的 情况 下 , 准 粒 子 占 有 数 与 自 旋 方 向 无 关 并 由 费 米 分 布 ( 化 学 势 等 于 
零 , 见 6 页 的 注解 ) 给 出 








п, =n, =n =[e +1)". (39. 14) 

再 将 求 和 变 为 对 p 空间 求 积 分 ， a 
а 1-2m 8 о 
| ГЕ + в Б (39215) 


现在 转 而 研究 上 面 得 出 的 几 个 关系 式 . 我 们 看 到 , 量 4 在 所 研究 类 型 的 能 
谱 理论 中 起 主要 作用 . 现在 首先 计算 7=0 时 这 个 量 的 数值 (用 Д, 表示 ) 

当 7 了 =0 时 , 准 粒子 是 不 存在 的 ,因此 m =0, 方 程 (39.15) 取 如 下 形式 : 

Е | 4Tp dp 
2(2т#)* МА +т 

应 立即 指出 , 当 g <0 时 , 即 在 粒子 间 呈 现 排斥 作用 的 情况 下 (方程 两 边 的 符号 
显然 是 不 同 的 ) ,这 个 方程 显然 不 可 能 有 Д, 的 解 . 

满足 hu <<wrlps -pl << ор; = ш 的 动量 区 域 对 (39. 16) 式 中 的 积分 提供 主 
要 贡献 ,并且 积 分 具有 对 数 性 质 ( 结 果 证 实 A。 Вы Л). 当 某 一 7 = 三 ~ 人 时 截断 
对 数 积分 ,我们 有 





=1. (39. 16) 








2 
pdp Pr ~2Pr ё 
| rar, -p) н Гает" ve Ао 








因此 求 得 : 
Етрь 5 _ 
ола. 1. (39.17) 
З 2л ү. тћ 
从 而 А, =Bexp ( ар. ) = ехр ( 11) (39.18) 
这 个 表达 式 也 可 以 写成 
Au = Bexp( -2/40,), (39.19) 


式 中 图 =mpr/m Н? 是 费 米面 上 单位 能 量 间隔 的 粒子 状态 数 (>de 是 de 间隔 内 
的 状态 数 ) . 


Ф 当 p>>pr 时 ,xp? ,因而 (39.16) 式 中 的 积分 就 写 出 的 形式 来 看 ,将 同 p 一 样 发 散 . 但 实际 上 这 
个 发 散 是 虚假 的 ,将 常数 &( 即 散射 长 度 4a) 和 相互 作用 势 之 间 的 关系 重 整 化 , 即 可 消除 此 发 散 ,这 和 §6 
及 $25 中 的 处 理 方法 是 一 样 的 . 连续 进行 这 样 相当 复杂 的 计算 还 可 以 求 出 截断 参数 5 和 化 学 势 人 之 间 的 
比例 系数 :5 = (2/e) ?jp = 0.494 [ № Л. П. Горьков, Т. К. Мелик - Бархударов, ЖЭТФ, 40, 1452 
(1961) ] . 
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使 我 们 最 感 兴趣 的 是 系统 能 谱 即 元 激发 能 量 s,, = е, =e(p) 的 形式 .现在 
我 们 根据 准 粒 子 占有 数 改变 时 整个 系统 能 量 的 变化 [ 即 把 (39. 10) 式 中 的 巨 对 
ms 取 变 分 ] 来 求 s(p) 的 形式 .因为 w,v, 的 值 已 由 对 它们 的 微 商 等 于 零 这 一 
条 件 选 定 了 ,所 以 可 在 u,v 一 定 的 情况 下 把 对 n,。 取 变 分 .因此 

5Е 
== ( ) Я 
利用 (39.11 一 39. 13) 式 计算 微 商 , 便 得 到 如 下 简单 的 结果 : 
=(р) = А +7». (39.20) 

我 们 看 到 , 准 粒子 能 量 不 可 能 小 于 p =p; 时 所 
达到 的 4 值 . 换言之 ,系统 的 激发 态 与 基态 隔 着 一 个 
能 隙 .具有 半 整 数 自 旋 时 , 准 粒 子 都 必定 成 对 出 现 . 

就 此 意义 可 以 说 ,能 阶 的 大 小 等 于 24. 我 们 注意 到 а 

这 是 一 个 指数 函数 性 的 小 量 :因为 p,1a1/ <<1, 所 

以 与 4 相 比 4, 是 指数 函数 小 量 . 也 应 指出 ,表达 式 Р-р, 
(39.18) оН Е ЖЕ 
g 包含 在 指数 函数 的 指数 的 分 母 中 ,因此 g =0 的 什 Ен 
ИА (ИЖЕ. 

(39.20) 式 的 能 谱 遵 从 $23 中 建立 的 超 流 条 件 :a/p 的 最 小 值 不 等 于 零 . 
此 粒子 间 相互 吸引 的 费 米 气体 必定 具有 超 流 性 质 . 

在 图 5 中 将 超 流 情况 下 准 粒子 的 色散 规律 (上 面 的 曲线 ) 和 正常 费 米 系统 
的 色散 规律 作 了 对 比 . 在 后 一 种 情况 下 ,这 种 规律 (根据 §1 结尾 所 作 的 解释 ) 是 
用 。=vrlp -pe1 的 两 条 直线 表示 出 来 的 . 

能 辽 4 的 大 小 与 温度 有 关 , 这 就 是 说 能 谱 形式 本 身 与 准 粒子 的 统计 分 布 有 
关 一 一 与 正常 型 费 米 液体 的 情况 类 似 . 因为 当 温度 升 高 时 准 粒子 占有 数 增加 
( 趋 于 1) ,所 以 从 方程 (39.15) 就 可 以 看 出 ,这 时 4 减 小 并 在 某 一 有 限 温度 7. 时 
变 为 零 :系统 由 超 流 状态 变 成 正常 状态 . 这 个 转变 点 就 是 第 二 级 相 变 (类 似 于 超 
流 玻 色 液体 的 A 转变 ). 

在 简 并 费 米 气体 的 能 谱 中 有 能 随 存 在 , 它 是 本 节 开 头 已 经 讲 到 的 “成 对 " 效 
应 的 表现 .24 的 大 小 可 以 看 作 是 库 珀 对 的 束缚 能 , 即 分 离 这 种 粒子 对 时 所 需 的 
能 量 . 

哈密 顿 量 (39.5)( 如 $6 所 指出 的 ) 只 考虑 s 单 态 ( 即 粒子 的 相对 运动 轨道 
角 动 量 等 于 零 ,并 且 自 旋 反 向 平行 ) 上 粒子 对 间 的 相互 作用 . 总 自 施 等 于 零 时 ， 
粒子 对 的 行为 同 玻 色 型 组 成 物 一 样 能 够 以 任意 数目 D 聚 集 在 (整体 运动 的 ) 最 低 














Ф 原文 为 有 限 数目 一 一 译 者 注 . 
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能 级 ( 即 总 动量 为 零 的 能 级 ). 就 这 样 的 直观 解释 来 看 ,这 种 现象 完全 类 似 于 玻 
色 气体 中 粒子 在 零 能 态 的 聚集 ( 玻 色 - 爱 因 斯 坦 凝 聚 ) ;在 这 种 情况 下 ,凝聚 体 
是 成 对 粒子 的 集合 . 

当然 不 应 赋予 束缚 对 的 概念 以 过 多 的 字面 上 的 意义 . 更 准确 地 说 ,应 谈 及 p 
空间 中 粒子 对 各 态 之 间 的 关联 ,这 种 关联 使 合 动量 为 零 的 粒子 对 以 有 限 概 率 出 
现 .在 关联 区 域内 ,动量 的 弥散 值 sp 对 应 于 4 量 级 的 能 量 , 即 бр ~ Aur 相应 长 
度 &~ 有 /6p ~ hve/A, 用 来 确定 具有 关联 动量 的 粒子 之 间距 离 的 数量 级 . 当 7=0 
时 ,这 个 长 度 ( 称 作 相干 长 度 ) 为 


jior ђ ті 
а ор (т): (39.21) 


因为 对 简 并 费 米 气体 hi/ps 在 数量 级 上 与 原子 间距 相同 ,所 以 我 们 看 到 ,é。 比 原 
子 间距 大 得 多 . 特别 是 ,这 种 情况 直观 地 表明 了 束缚 对 的 概念 不 是 无 条 件 的 . 

库 珀 效应 的 发 生 与 费 米 面 的 存在 有 密切 关系 ,该 面 7=0 时 在 p 空间 的 占据 
状态 限定 了 有 限 区 域 ; 有 一 个 重要 情况 是 :在 这 个 表面 上 ,单位 能 量 间隔 的 状态 
数 不 等 于 零 . 这 种 关系 表现 于 决定 能 院 4。 大 小 的 公式 (39. 19) 之 中 ,这 里 当 vs 
一 0 时 4 变 为 零 . 
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现在 我 们 从 计算 能 际 大 小 与 温度 的 关系 来 着 手 研究 超 流 费 米 气体 的 热力 学 
性 质 . 把 方程 (39. 15) 重 写成 如 下 形式 : 


+8 п „ЧР 

[т Е 
我 们 注意 到 ,方程 左边 的 积分 与 7=0 时 积分 的 差别 , 仅 在 于 把 As 换 成 4. 因此 
考虑 到 (39.17) 式 我 们 看 出 ,方程 左边 等 于 29, 把 (39.14) 式 中 的 m & 


реге 
入 方程 的 右边 并 对 dp = ат/ь, 进行 积分 : 





0 全 -三 元 各 -2 全)， co 


式 中 
dx 


и? + и? (exp Ме +t 7+1) 
(由 于 积分 收敛 得 很 快 ,积分 限 可 以 扩大 到 + % ). 


Ки) = | 
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在 低温 (7 << 4A。 ) 范围 内 容易 算出 积分 9 ,并 得 到 : 
BT лит 
A=4, (1 - е ). (40.2) 


о 


但 在 相 变 点 附近 区 域内 4 很 小 ,于 是 积分 1(A/T) 展 开 式 的 前 几 项 给 出 @: 





2% 2 7 .7063)4° 
А уд * 81? Г’ 


由 此 首先 可 以 看 出 : 当 温度 在 
Т, = уД,/т =0. 574. , 
它 小 于 简 并 温度 7。~k 时 ,A 变 成 零 . 然后 取 一 级 T. - 7, 可 得 : 


в т.а (1) ави, 1-4. 





(40.3) 


(40.4) 


(40.5) 


下 面 剩 下 的 是 计算 气体 的 热力 学 量 . 首先 ,我 们 研究 低温 范围 内 的 情况 . 





为 了 计算 在 此 范围 内 的 热 容 量 ,从 公式 
8E= > el(Bn,, +8п,_) =2 > еёп, 


出 发 是 最 简便 的 ， 此 式 表示 对 准 粒 子 占有 数 取 变 分 时 系统 总 能 量 的 改变 .将 公式 


Ф 当 w 很 大 时 ,1(w) 按 1/u 的 展开 式 的 第 一 项 为 : 


Ки) = |; ЕЕ =) ] - (2) 


@ 对 于 积分 Ки) 的 展开 式 来 说 ， A ао 





п] (б 


аа) 9х, 
«а 


АЛЬ Е 





= р ба" х 1 Vx ки? 
1-5 Г ( tanh 本- 村 хап 2 }* 
ТЕ 中 可 以 简单 地 求 出 第 一 项 的 积分 ， имя 二 项 进行 分 部 积分 , 求 得 ; 
ах 


21 = -а +1. 
">|, аслу" 


式 中 的 积分 等 于 2ln(m/2y)( 这 里 jny=C аи, 因此 27 =In( nm/yu). 


积分 六 当 w=0 时 变 成 零 . 此 积分 按 и? к 
dz [1 
ъ= - 兰 - 1. (а). 
把 展开 式 
КЕССЕ 


(此 式 的 推导 ,可 参看 163 页 的 注解 ) 代 入 前 一 式 中 ,得 : 


21, =4w > (аат) 9 а 0), 


Јо (апт te] 
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除 以 87 并 由 求 和 变 为 求 积分 , 即 得 热 容量 : 





当 了 <<A 时 , 准 粒子 分 布 函 数 n~e “", 准 粒子 能 量 e~ 4。 + /24o; 进 行 简单 
的 积分 , 便 得 出 如 下 结果 : 
她 mpra ar 
эра . 
所 以 当 7 一 0 时 热 容量 按 指数 函数 规律 减 小 ,这 是 能 谱 中 存在 能 隙 的 直接 结果 . 
根据 热力 学 势 2 来 作 进一步 的 计算 是 方便 的 ,因为 我 们 所 作 的 全 部 研究 都 
是 在 系统 化 学 势 ( 不 是 系统 的 粒子 数 ) 为 已 知 的 情况 下 进行 的 @. 现在 我 们 利用 
公式 


C=V 





(40.6) 





№)... 248), (40.7) 
式 中 入 是 描述 系统 的 菜 一 参量 [对 比 第 五 卷 (11.4) ,(15. 11) 两 式 ] ;现在 ,我 们 
取 哈 密 顿 量 (39.8) 第 二 项 中 的 耦合 常数 g 作为 这 种 参量 . 这 一 项 的 平均 值 由 公 
式 (39.10) 中 的 最 未 项 给 出 ,根据 (39. 12) 式 , 它 等 于 - VA*/g cg. 因此 有 

90 Уд? 

в. 
ЩО 时 能 辽 4 趋 于 零 . 因此 ,将 这 个 等 式 在 从 0 到 g 的 界限 内 对 dg 求 积分 ， 
我 们 便 求 得 超 流 态 的 热力 学 势 与 在 同样 温度 下 正常 态 (A = 0) 时 热力 学 势 值 之 
差 @: 


А 
2-0. = -rv е. (40.8) 


根据 微小 附加 量 的 一 般 定 理 ( 见 第 五 卷 (24. 16) 式 ) ,修正 量 (40.8) 式 用 相应 的 
变量 表达 时 ,对 于 所 有 的 热力 学 势 都 是 相同 的 . 
在 绝对 零度 时 A = 4。 ,于 是 根据 (39. 18 ) 式 我 们 有 : 
аА, 2?’ Ау 
dg mpre’ 
在 (40.8) 式 中 ,把 对 dg 求 积分 变 为 对 d4。 求 积 分 ,我 们 便 求 得 超 流 系统 和 正常 





Ф 不 要 把 气体 自身 的 化 学 势 与 等 于 零 的 准 粒 子 气体 化 学 势 混为一谈 ! 

@@” 这 里 有 必要 对 我 们 从 一 开始 就 作 的 忽略 给 以 注释 . 在 哈密 顿 量 (39.8) 中 , 当 g=0 时 根本 不 存在 
粒子 间 的 相互 作用 ,因而 可 以 想到 :我 们 得 到 的 是 理想 费 米 气体 ,而 不 是 “正常 " 非 理 想 气体 . 但 实际 上 在 
哈密 顿 量 (39. 8 ) 中 已 经 作 了 忽略 ,此 后 就 不 可 能 再 谈 及 能 量 绝对 值 的 计算 了 . 相互 作用 项 已 被 省 略 ,( 这 
些 项 对 于 求 能 谱 的 形状 及 差 值 2, -0, 是 无 关 紧 要 的 , ) 它 们 对 能 量 的 贡献 大 于 指数 函数 小 量 (40.8) [这 
恰好 是 与 Ne 成 正比 的 贡献 , 它 由 公式 (6.13) 给 出 ] 
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系统 基态 能 级 之 差 的 如 下 表达 式 : 


Е, -Е, = ДЗ. (40.9) 





ет тааб 
这 个 差 值 的 负 号 ,表示 本 节 开 头 曾 提 到 的 在 气体 粒子 间 呈 现 吸 引 作 用 时 “正常 ” 
基态 具有 不 稳定 性 . 对 于 单个 粒子 ,(40.9) 式 的 差 值 为 ~A*/p. 
现在 我 们 转 到 相反 的 情况 :7 一 7.. 将 等 式 (40.3) 对 g 求 微分 ,得 : 
10032) дад -= 2° dg 
тт До тру д? 
由 此 式 将 dg/g” 代入 公式 (40.8) ,并 将 其 理解 为 自由 能 的 差 : 


ЕЕ УЕ [№ д ад, 


т АТ 
考虑 到 (40.5) 式 ,最 终 有 























_ у 2трьТ тү 
Р, Р, = зон (1-7 ) (40.10) 
Ат з=: 
yAmprT [| Т 
ЗВ Клет | т). 
34 ТТ. 时 , 热 容量 差 趋 于 有 限 值 : 
_ и 4трьТ, 
Г. (40.11) 


ЯКЛА, ЕЛА 257 — ЕКЕ, ЭН С, > C,. 正常 态 热 容量 ( 取 一 级 近似 ) 可 
由 理想 气体 公式 得 出 [ 见 第 五 卷 (58.6) 式 ]; 通 过 ps 表达 的 热 容量 的 形式 为 
С, = VmpsT/3 扩 .因此 ,在 相 变 点 热 容 量 之 比 为 
С,(Т.) 12 
С.Т.) 303) 
气体 的 超 流 性 来 说 ,气体 的 特征 是 把 密度 p 分 为 正常 部 分 和 超 流 部 分 . 
根据 (23.6) 式 ,密度 的 正常 部 分 : 


一 二 +1=2.43. (40.12) 





Br Го’ eop~ - рғ Г dn 
> 730278) Р de?™ зь, -和 





47, 


利用 公式 
_ тм _ 8 прет 
Ру 30027157 
把 气体 总 密度 与 pr 联系 起 来 了 ,因此 


р. = ап 
= -2 ==). Я 
г ,dn (40.13) 
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这 个 积分 不 需要 特意 去 计算 ,因为 可 以 把 它 化 为 已 知 的 函数 4(7). 将 方程 
(40.1) 对 了 求 微 商 ,并 把 得 到 的 积分 与 (40. 13 ) 式 比较 , 即 可 证 实 ; 
P_-1_4 
| 21 - Та" (40.14) 
把 极限 公式 (40.2) ,(40.5) 代 入 上 式 , 得 : 
pr - ЕЗ4 


Т0: р Т 


(40.15) 


ТТ: 9201-7). (40.16) 


最 后 ,关于 得 出 的 公式 对 温度 的 适用 范围 还 必须 作 两 点 说 明 . 

当 接近 于 相 变 点 7. 时 , 准 粒子 的 相互 作用 过 程 ( 在 上 述 理论 中 未 加 考虑 ) 
就 变 得 重要 了 ;在 这 种 情况 下 ,由 于 出 现 第 二 级 相 变 点 特有 的 热力 学 量 的 奇异 
性 ,这 些 过 程 确 是 极为 重要 的 . 在 充分 接近 相 变 点 时 ,上 面 得 出 的 那些 公式 最 后 
当然 并 不 适用 . 但 由 于 存在 小 参数 (耦合 常数 g) ,这 种 情况 在 我 们 所 研究 的 模型 
里 只 当 了 7. -了 的 值 非常 小 时 才 开始 出 现 ;在 $ 45 中 我 们 还 要 更 详细 地 讨论 这 个 
问题 . 

像 在 超 流 玻 色 液体 中 一 样 ,在 我 们 所 研究 的 费 米 气体 中 (与 具有 排斥 作用 
的 费 米 气 体 相反 ,比较 $4) 可 以 传播 声音 (声速 为 上 ~ pr/m, 并 以 通常 方式 决定 
于 介质 的 压缩 性 ). 这 就 是 说 ,除了 这 里 所 研究 的 费 米 型 激发 谱 以 外 ,在 这 种 气 
体 的 能 谱 中 也 有 声 子 的 ( 玻 色 ) 激 发 支 . 由 声 子 决定 的 热 容 量 与 Т 成 比例 ,比例 
系数 较 小 . 但 是 当 70 时 这 种 热 容量 最 后 必定 超过 按 指 数 函 数 减 小 的 热 容量 
(40.6). 
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现在 我 们 来 建立 适用 于 超 流 费 米 系统 的 格林 函数 数学 方法 @. 

在 $26 中 我 们 曾 看 到 ,用 少 算 符 术语 表述 时 , 玻 色 系统 中 的 玻 色 - 爱 因 斯 
坦 凝 聚 ,是 由 连结 两 个 状态 的 矩阵 元 存在 不 等 于 零 的 极限 值 ( 当 粒 子 数 оо 
时 ) 表 达 出 来 的 ,而 这 两 个 态 的 差别 只 是 N 变化 一 个 1. 这 种 论点 的 物理 意义 在 
于 :使 凝聚 体 减少 或 增加 一 个 粒子 并 不 改变 宏观 系统 的 状态 . 

在 超 流 费 米 系统 的 情况 下 ,上 述 论 点 也 应 适用 于 由 库 珀 对 构成 的 凝聚 体 :在 
凝聚 体 中 变化 一 个 库 珀 对 时 ,系统 的 状态 不 会 改变 . 在 数学 上 ,这 一 点 是 由 两 个 
НЕЕ, СХ, ) $. (ХПН Ж - 共 罗 的 粒子 对 产 


生 算 符 之 乘积 多 (X,) $; (X,) 的 矩阵 元 存在 不 等 于 零 的 极限 值 (Nw 时 ) 表 


Ф 本 节 中 讲述 的 方法 是 Л. П. Горьков 的 工作 (1958). 
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达 出 来 的 . 这 些 矩 阵 元 将 系统 各 “相同 "状态 联系 起 来 了 ,这 些 状 态 的 差别 仅 在 
于 系统 中 减少 或 增加 了 一 副 粒 子 对 : 
Ла (т, Мф, (Х,) 0, (Ху) Іт,№+2) = 





= а (т, +210; (Х,) (Xs) т, М) 7 #0 (41.1) 
以 下 我 们 将 略 去 取 极 限 的 记号 ;为 简单 起 见 ,我 们 也 略 去 对 角 和 矩阵 指标 т, а 
的 т 是 对 不 同 粒子 数 系统 的 “相同 " 态 编号 的 . 
像 $31 中 的 玻 色 系统 情况 一 样 ,在 超 流 费 米 系统 的 格林 函数 数学 工具 中 ， 
会 出 现 几 个 不 同 的 函数 . 除了 通常 的 格林 函数 
16..(Х,,Х,) = (МІТ, (Х,)  (X,) IN) (41.2) 
之 外 ,还 必须 引入 几 个 “反常 "函数 ,根据 定义 ， 
ЇЕ (Х.Х) = (МТ $, (Х,) D(X,) IN+2), 
РХ.) = (N+21T $ (Х,) 9; (X,) IN). (41.3) 
因为 Fe 和 Fe 中 的 每 一 个 函数 都 是 由 两 个 相同 的 算 符 排列 成 的 ,所 以 
Ев(Х,,Х,) = -Е„.(Х,,Х,), 
Е (Х.Х) = Е (Х,,Х,). (41.4) 
我 们 提醒 一 下 ,根据 统计 学 基本 原理 ,不 论 按 封闭 系统 定 态 的 精确 波 函数 求 平均 
或 利用 吉 布 斯 分 布 求 平均 ,统计 平均 的 结果 都 一 样 . 所 不 同 的 ,只 是 在 第 一 种 情 
况 下 平均 结果 用 能 量 和 粒子 数 N 表达 ,而 在 第 二 种 情况 下 是 用 7 和 表达 
的 .对 于 本 节 今 后 的 讨论 来 说 ,第 一 种 方法 更 方便 . 
在 §39 所 研究 的 费 米 气体 模型 中 ,束缚 对 都 处 于 单 态 .束缚 对 的 产生 算 符 
和 矩阵 元 或 淹没 算 符 矩阵 元 的 自 旋 依 赖 关 系 ,归结 为 单位 反对 称 旋 量 : 


0 1 
= (41.5) 
(о) 


因此 我 们 把 函数 (41.3) 写 成 

Е. =в.„Р(Х,,Х,), Fo=goaF' (Х,,Х,). (41.6) 
同时 由 于 (41.4) 式 ,FP 和 F' 对 XX 和 X, 是 对 称 的 .但 是 非 铁 磁 系统 的 格林 函数 
Goa 的 自 旋 依 赖 关系 ,可 化 为 Cs = 6。sG. 在 宏观 静止 的 均匀 系统 中 ,格林 函数 C， 
忆 和 天 "仅仅 依赖 于 各 点 的 坐标 差 和 时 刻 差 ( 见 112 页 的 注解 ©). 


Ф 比较 29 页 的 注解 ,虽然 按 自己 的 自 施 结 构 来 看 Ce 是 二 阶 混合 旋 量 ,而 函数 Fe 和 F 必 则 分 别 是 
逆 变 和 协 变 旋 量 . 
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在 8$26 引入 的 函数 У(Х) 具有 凝聚 体 中 粒子 的 波 函 数 意义 ,与 此 同样 ,可 

以 把 函数 iF(t,r ;1,7,) 看 作 是 凝聚 体 中 结 成 库 珀 对 的 粒子 的 波 函 数 . 于 是 函数 
Е(Х) =iF(X,X) (41.7) 

就 是 这 些 库 珀 对 作 整 体 运 动 的 波 函 数 . 由 定义 (41.3),(41.5) 不 难看 出 ,这 时 
Е'(Х,Х) = 这 (X) .在 宏观 静止 的 稳定 系统 中 ,函数 与 (X) 归结 为 常数 ;适当 
选择 少 算 符 的 相位 ,可 使 这 个 常数 为 实数 

现在 我 们 来 计算 以 这 种 方式 定义 的 粒子 间 呈 现 弱 吸引 作用 的 费 米 气体 的 格 
Ж. 

海 森 伯 少 算 符 遵从 方程 (7.8). 因为 在 我 们 所 研究 的 气体 中 粒子 间 力 的 作 
用 半径 很 小 ,在 这 个 方程 的 积分 项 中 可 以 取 因子 完 (1,7') 在 r=r 点 的 值 ,并 把 
它们 从 积分 号 下 提出 来 ;这 时 方程 取 如 下 形式 ; 
2 _ (х 


= +), в; ГАА (41.8) 





Иг ОЖ аЗ З ОЕ Н Р" 的 类 似 方程 ; 





2 = (+) най Ф, (41.9) 
将 表达 式 (41.8) 代 入 微 商 3Gu/at[ (9.5) 式 ] 中 ,得 到 方程: 
(2602 а) ссх) 一 


аСТ ОХ) Ў, (ХФ, (ХЭ) (ХМ) =5.6° (ХХ). 

(41.10) 

[比较 (15.12) 式 ]. женя 9 ЯЕ ВИО РН АЕ РЕ, НЕ РЕН ЕЕ 

则 ,可 以 分 别 写成 两 对 算 符 的 矩阵 元 乘积 之 和 . 从 所 有 这 些 乘积 中 ,我 们 只 保留 
其 中 粒子 数 改 变 为 We*N +2 这 种 跃迁 的 矩阵 元 项 ,而 略 去 其 余 所 有 各 项 : 
(мт; $, $, ФУ (МТ, 1+2) (М+21Т ФМ) = 

= - Е, (Х.Х) (XX') = -5„Е(0)Р°(Х-Х’) (41.1) 

[在 最 后 的 变换 中 ,利用 了 表达 式 (41.5) ]. 在 物理 上 ,这 一 项 对 应 于 粒子 的 配 

对 ,其 数量 级 与 凝聚 体 密度 相同 . 
但 是 我 们 要 强调 一 下 ,上 述 做 法 同 在 弱 非 理想 玻 色 气体 的 情况 下 所 作 的 忽 
略 有 原则 区 别 . 在 弱 非 理想 玻 色 气体 中 , 当 7=0 时 ,几乎 全 部 粒子 都 处 于 凝聚 体 


Ф 如 $39 一 样 ,我 们 利用 记号 g 作为 耦合 常数 , 它 与 常数 - Uo = - Јох 相等 . 我 们 把 拉 普 拉 斯 
算 符 写成 V ?以免 和 能 辽 4 НИНЫ. 在 本 节 和 下 一 节 中 ,我 们 取 А =. 


$41 超 流 费 米 气 体 的 格林 函数 5159 . 





中 ,仅仅 由 于 粒子 的 微弱 相互 作用 而 出 现 非 凝 聚 粒子 ,其 数量 颇 少 . 在 费 米 系统 
的 情况 下 ,恰恰 相反 ,凝聚 体 本 身 是 由 于 粒子 的 微弱 相互 作用 才 出 现 的 ,因此 它 
只 包含 少 部 分 粒子 . 换言之 ,在 作 (41.11) 式 的 代 换 时 被 舍 去 的 项 是 不 少 的 , 它 
们 多 于 保留 的 项 . 此 时 被 舍 去 的 项 只 对 计算 系统 基态 能 级 的 修正 有 用 ,在 此 我 们 
并 不 感 兴趣 ,但 是 这 些 保留 项 将 导致 本 质 上 一 种 新 的 效应 一 一 改变 能 谱 的 性 质 
(对 此 可 比较 154 页 的 注解 ). 

经 (41.11) 式 的 代 换 之 后 ,方程 (41. 10) 可 化 为 如 下 形式 : 


(i у, +) СОХ) ав" (х) =8° (х) (41.12) 


СВОИ Х - ХХ, НН ХЕ Х (41.7) ,常数 iF(0) 用 所 表示 ]. 这 里 包含 
两 个 未 知 函 数 G(X) 和 ЕХ) ,因此 为 了 算出 这 两 个 函数 必需 再 有 一 个 方程 . 
我 们 算出 微 商 
.OF a(X-X') 09: 2 $ 
7 ИЕ = а 


= (м+2| 12%: о |А), 


便 得 到 这 个 方程 ;这 里 没 出 现 含 8 Е ИЯ 
数 F(X -XX')[ 与 函数 Gos(X-X') 相 反 ] 当 +=4' 时 是 连续 的 D. 把 (41.9) 式 代 
入 上 式 , 并 像 (41.11) 式 一 样 重新 将 凝聚 项 分 出 来 ,最 终 我 们 得 到 方程 


(2-02) (Х) +85" G(X) =0 (41.13) 


其 中 包含 (41. 12) 式 中 同样 的 两 个 函数 6 和 F* ;所 以 由 这 两 个 方程 便 足 以 算出 
这 两 个 函数 (但 是 为 了 计算 ,还 需要 用 同样 方法 再 导出 一 个 方程 ). 

我 们 把 这 两 个 方程 变 到 动量 表象 ,这 里 仍 用 通常 方法 引进 傅 里 叶 分 量 C(P) 
ЖЕ’ (Р): 














(о -т,) 6(Р) +в Е' (Р) =1, 
(о +т,)Е` (Р) +в" С(Р) =0. 
式 中 了 =(w,p),n, =р'/2т и. 应 当 指 出 ,由 于 F*(X) 是 偶 函 数 , 它 的 伟 里 叶 
分 量 也 是 偶 函 数 :F* (Р) =F*( -~P). 
由 两 方程 消去 函数 R* , 便 得 出 6 的 方程 : 
(w -т,-4*)С(Р) =ш+т,, (41.15) 


(41.14) 


其 中 引入 了 记号 
А = 4151. (41.16) 
Ф 只 要 采用 类 似 于 在 $9 中 对 Gs 的 处 理 方法 算出 函数 Р ЮК ЕВИ (Р) 与 
好 (or ) 是 反对 易 的 ,就 很 容易 证 明 这 一 点 . 
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2 2 


方程 (41.15 ) 的 形式 解 : 
о +1, и р 


2090 ты (р) w-e(p) о+е(р)' 





(41.17) 


式 中 e(p) = VA +з ,и, Жо, 由 公式 (39.13) 给 出 .从 此 可 以 看 出 ,由 格林 函数 
的 正极 点 所 确定 的 元 激发 谱 由 函数 e(p) 给 出 , 即 我 们 又 得 到 (39. 20) 式 的 结 
果 . 同时 我 们 也 看 到 ,能 阶 Д 和 库 珀 对 作 整 体 运动 的 凝聚 体 波 函 数 的 模 ,原来 是 
彼此 成 比例 的 两 个 量 . 

但 是 G(P) 的 表达 式 (41.17) 还 是 不 完全 的 ,因为 式 中 没有 确定 环绕 极点 的 
方式 . 换 句 话说 ,函数 6 的 虚 部 仍旧 是 不 确定 的 ;这 一 部 分 含有 8 函数 8(w + 
=) ,因此 在 方程 (41.15) 中 乘 以 w* - e 时 就 被 消去 了 . 

当 7=0 时 ,环绕 极点 的 规则 ,可 采用 将 表达 式 (41.17) 与 展开 式 (8.7) 作 直 
接 对 比 的 方法 建立 起 来 :在 极点 为 正和 极点 为 负 的 各 项 中 ,需要 将 变量 分 别 换 成 
w+i0 和 w-i0; 于 是 (41.17) 式 取 如 下 形式 : 


ш ОЦА 
Сбор) рую * чер) 20° 
‚> WW +, 
(wo-e+i0)(w+e-i0) 
现在 从 (41. 14) 的 第 二 个 方程 将 F' 表示 出 来 ,我 们 得 到 : 
Е (ор) =" _____ (41.19) 


7 (0-е +10) (о +е 10) 
另 一 方面 ,按照 定义 则 有 


(41.18) 


аод?р 
(2т)* 
将 (41.9) 式 代 人 上 式 , 在 上 半 平 面 内 用 无 限 远 半圆 来 封闭 围 道 以 实现 对 dw 的 
积分 ,此 后 通过 极点 w = 上 的 留 数 将 积分 表达 出 来 . 约 去 与 "之 后 ,最终 我 们 便 
得 出 确定 Д, 的 等 式 (39. 16). 

Тя 0 时 , 求 格林 函数 的 虚 部 比较 复杂 . 为 建立 对 变量 w 具有 正确 解析 性 质 
的 函数 C(w,P) ,我 们 首先 写 出 推迟 函数 CG"(w,p) ; 它 在 上 半 平 面 内 应 当 是 解析 
函数 ,因此 在 (41.17) 式 中 把 о 换 成 w +i0 即 可 得 出 .这 个 函数 的 虚 部 : 

Іа С" =-mws(o-e)+os(w+e)]. 


待 求 函数 С 的 虚 部 ,可 由 上 式 并 利用 公式 (36.14) 得 出 ,根据 (36.14) 式 ， 


-tanh 2л CA 
In С(ш,р) =tanh эт!" С" (ш,р) 





15° =Р*(Х=0) = [ғ (41.20) 








= - (1-2п,) т[ш(0 е) -va(w+e)], 


式 中 mw 是 费 米 分 布 函数 (39. 14) (利用 此 公式 ,我 们 便 可 以 从 按 系 统 已 给 的 定 
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态 求 平 均 过渡 到 按 吉 布 斯 分 布 求 平 均 ). 具有 这 个 虚 部 的 函数 С 可 写成 如 下 形 
А: 


2 2 


С(о,р) = 0 +2тіл, [ws(o-e) -ws(w+e)]， 


СА 
аа тю? 四 + 一 


(41.21) 
现在 我 们 求 得 函数 F' (w,P) 为 


Е`(0,р) =Е* (w,P)1r-o 一 


其 中 第 一 项 对 应 于 了 =0 的 函数 (41. 19). 将 此 表达 式 代入 (41. 20) 式 并 进行 积 
分 ,我 们 便 回 到 确定 A(7) 的 方程 (39.15 ) . 

方程 (41.14) ,可 类 似 于 超 流 玻 色 系统 的 方程 (33.7) 表 示 成 费 曼 图 形式 . 这 
时 函数 G,F 和 F'* 将 用 同 (33.6) 中 一 样 的 图 元 素 一 一 单 向 和 双向 箭头 表示 出 
来 . (41.14) 式 的 两 个 方程 可 写成 : 


ыы 5) +5(ш+=)], (41.22) 





Р (41.23) 


其 中 细 箭 头 对 应 于 因子 iC” (Р) С° (P) 是 理想 费 米 气体 格林 函数 . 人 射 和 出 
射 于 顶点 的 波纹 线 分 别 对 应 于 因子 вЕ 和 - 88°. 将 (41.23 ) 式 与 (33.7) 式 进 
行 比较 ,我 们 看 到 ЕЕ, в” 这 两 个 因子 对 应 于 自 能 函数 i3o 和 iZ ,也 就 是 
说 ,它们 是 这 两 个 量 的 一 级 近似 . 应当 指出 ,新 的 图 元 素 ( 双 向 箭头 和 波纹 线 ) 只 
限于 超 流 费 米 系统 的 图 技术 这 一 特殊 性 ;与 玻 色 系统 情况 不 同 ,这 里 不 出 现 “ 三 
叉 " 顶 点 .因此 这 里 图 技术 比 用 于 超 流 玻 色 系统 的 要 简单 得 多 ,并 更 接近 于 “ 通 
常 " 的 图 技术 . 
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在 $41 中 曾 运 用 通常 的 时间” 格林 函数 来 确定 超 流 费 米 气体 的 能 谱 . 然 
而 ,对 于 解决 更 复杂 的 问题 (首先 是 研究 处 于 外 场 中 系统 的 性 质 ) ,用 温度 格林 
函数 这 一 数学 工具 ( A. А. Абрикосов,Л. П. Topskop ,1958 ) 就 更 为 方便 . 

温度 函数 久 , 和 用 于 正常 费 米 气体 时 一 样 ,由 公式 (37.3) 定 义 .但 温度 函数 


到 ,和 Fs( 对 应 于 时 间 函 数 Fw 和 2 ) 是 用 类 似 于 (41.3) 式 的 公式 来 定义 的 : 
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(ттт) = Dm NDT, Фа Чт m,N +2), 
а тї (42.1) 
Я (толтољ) = У (т. +21 0Т, и Wl т, №). 


ЗЮ НЕК КЖ ДН е1 5 (41.5) 0—7 В ЖО: 
Za = ЕЯ, Я. =- gaF. (42.2) 


М У, ЖЖ АУ тет, -т, 有 关 , 并 遵从 关系 式 (37.6)( 取 上 面 
符号 ) 


Т 

因此 ,这 两 个 函数 按 7 展开 的 傅 里 叶 级 数 只 包含 奇数 “频率 "(37. 8а) :4, = (25 +1) тГ. 

T=0 时 的 松原 小 算 符 与 1:=0 时 的 海 森 伯 算 符 一 致 : 

(r=0,r) = (:=0,ғ). 
ЖУ, Я МЕХ Е, Е" Е ЕЕН КАН: 
Я0,ғ;0,ғ) = (л), Я (0,ғ;0,ғ) = 与 (г). (42.4) 

这 里 应 把 各 理解 为 按 吉 布 斯 分 布 求 平 均 ( 即 用 系统 温度 表达 ) 的 凝聚 体 波 函 数 . 

现在 我 们 证 明 , 如 何 借助 温度 格林 函数 才能 重新 得 出 温度 不 等 于 零 时 的 超 
流 费 米 气体 的 能 谱 . 


像 推导 方程 (41. 12 一 41. 13) 一 样 ,我 们 可 以 推导 出 温度 函数 多 ,F 和 .的 
方程 . 其 中 ,把 对 上 求 微 商 换 成 对 > 求 微 商 ,而 利用 异 于 (41.8 一 41.9) (其 中 将 让 
换 成 7) 的 方程 来 代替 它们 - 像 (41. 11) 式 一 样 ,从 4 个 松原 算 符 乘积 的 平均 值 中 
分 解 出 含有 粒子 数 改变 2 的 跃迁 矩阵 元 的 各 项 . 结果 我 们 得 到 方程 : 


Я) = (+1), 00) (+). (42.3) 


( - > + КА жи) (ттт) +289 (т,гзт',г') = 
= 8(т-т')8(г-г) (42.5) 
(2. + 下 tp) (ттт) - 68° 2 (тьгут’,г') =0 
转 到 傅 里 叶 分 量 之 后 ,这 两 个 方程 取 如 下 形式 : 


这 -т,) (6, ЕЯ (р) = 1, 
(0, - т,) 2 (4,,р) + 58.9 (4,,р) (42.6) 


- (这 + n,) 7060р) - 68° (00р) = 0. 


Ф 与 (41.6) 式 中 符号 相同 的 情况 不 同 ,定义 式 中 .9 与 交 的 符号 相反 是 合理 的 ,因为 定义 (42.1) 没 
有 (41.3) 式 中 的 因子 i. 


$43 金属 的 超 导 性 163 · 








ог. | 
рт, (42.7) 
(6p) = 8. =F° (i,,p), (42.8) 


这 里 又 有 e =4 +1, = воли ан 确定 的 , 它 根本 不 包含 函数 C 
和 F* 中 的 任何 8 函数 ). 
确定 能 谱 中 存在 能 隙 的 条 件 ,现在 可 以 从 如 下 等 式 得 出 : 


= Я (т=0,г=0) То. [9 <. в. 
或 代入 (42.8) 式 后 ,得 : 
ЕТ /dp - 
Cp 2 | 1, (42.9) 
为 实行 对 * 求 和 ,可 用 公式 @， 
A = зра т, (42.10) 
因而 得 出 与 (39.15) 相同 的 等 式 : 





8 ж 
Е лап =, (42.11) 
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1911 年 由 卡 末 林 . 昂 内 斯 (H. Kamerlingh Onnes) 发 现 的 金属 的 超 导 现 象 用 
是 金属 中 电子 费 米 液体 的 超 流 性 , 它 类 似 于 我 们 在 前 几 节 中 所 研究 的 简 并 费 米 
气体 的 超 流 性 . 虽然 ,在 许多 重要 方面 电子 液体 同 费 米 气 体 是 本 质 上 不 同 的 物理 
系统 ,但 是 与 能 谱 性 质 有 关 的 主要 物理 因素 ,在 两 种 情况 下 仍然 是 相同 的 . 现在 
我 们 用 定性 的 方式 讨论 这 样 一 个 问题 :上 边 所 研究 的 模型 究竟 有 哪些 特点 ,可 以 
在 多 大 程度 上 转 用 于 金属 中 的 电子 . 

金属 的 一 个 重要 特性 是 ,其 电子 的 能 谱 是 各 向 异性 的 ,这 与 我 们 所 研究 的 费 
米 气 体 具 有 各 向 同性 的 能 谱 是 相反 的 . 但 是 ,这 种 情况 并 不 妨碍 库 珀 现象 的 产 
生 , 对 于 后 者 而 言 , 一 个 极为 重要 的 事实 是 :存在 界限 分 明 的 费 米面 (不 论 其 形 
状 如 何 ) ,而 面 上 状态 数 密度 都 是 有 限 的 . 动量 相反 和 自 旋 相反 的 电子 必须 具有 


Ф 为 得 出 这 个 公式 ,我 们 写 出 





1 1 1 1 
(25+ ва? 30 [si *а-(@:+0 | 
= 直上 етен ет ах, 
о 


并 在 积分 号 下 对 几何 级 数 求 和 即 可 . 
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相同 的 能 量 , 即 两 个 电子 应 同位 于 一 个 费 米 面 上 . 这 一 要 求 , 由 于 对 时 间 反 演 的 
对 称 性 而 自然 得 到 保证 . 因此 可 以 说 ,由 于 时 间 的 相互 反 演 而 得 出 的 各 态 中 的 电 
子 都 将 配 成 对 . 

下 一 个 问题 是 金属 中 电子 相互 作用 的 符号 问题 . 按 最 简化 意义 可 以 说 ,这 种 
相互 作用 是 由 原子 间距 上 受 屏蔽 的 库仑 排斥 作用 和 通过 上 蝇 格 的 相互 作用 形成 
的 . 后 一 种 相互 作用 ,可 描写 为 交换 虚 声 子 的 结果 ,并 具有 吸引 的 性 质 ( § 64). 
如 果 这 种 相互 作用 “ 占 优势 " ,金属 在 足够 低 的 温度 下 将 变 成 超导体 . 

重要 的 是 ,通过 交换 声 子 而 相互 作用 的 仅仅 是 处 于 费 米面 附近 p 空间 中 较 
窗 层 内 的 那些 电子 ;这 个 层 的 厚度 ~ io 并 小 于 电子 的 化 学 势 (w。 是 晶体 的 
德 拜 频率 ). 因此 , 若 用 弱 非 理 想 费 米 气体 模型 去 描述 超 导 性 , 则 需要 将 (39. 19) 
式 中 的 截断 参量 5 理解 为 了 ; 


2 ~ ћоь (43.1) 
(做 代替 2-м). 
至 于 说 到 相互 作用 微弱 这 一 假设 ,实际 上 对 于 一 切 超导体 都 有 
Т. << һо << и. (43.2) 


但 是 , $ 39 中 所 作 的 假设 更 强 :耦合 常数 g 是 个 小 量 , 它 使 (39. 19) 式 中 量 纲 为 
1 的 指数 函数 的 值 变 大 . 现在 这 种 要 求 可 表 成 如 下 条 件 : 
IJn( hwo/T.) >>1. (43.3) 

这 里 不 仅 比 值 hw。o/7, 要 大 ,而 且 它 的 对 数 也 必须 大 . 这 个 条 件 实际 上 未 能 得 到 
很 好 的 满足 @. 

考虑 到 金属 中 的 电子 液体 与 弱 非 理想 费 米 气 体 模型 的 所 有 实际 差别 , 超 导 
理论 就 变 得 非常 复杂 了 .但 同时 发 现 ,基于 上 述 模 型 的 简单 理论 ,已 经 在 许多 方 
面 对 超 导体 的 性 质 不 仅 定性 地 甚至 定量 地 作出 很 好 的 描述 . 前面 已 经 提 到 ,这 个 
理论 是 由 Bardeen ‚ Соорег 和 Schrieffer 建立 的 ;因此 ,把 粒子 间 呈 现 微弱 吸引 帮 
用 的 费 米 气体 模型 , 称 作 BCS 模型 . 

上 面 讲 到 的 这 些 都 属于 “普通 的 "或 “低温 的 "超导体 . 1986 年 贝 德 诺 兹 (J. 
С. Bednorz) #8 (К. А. Miiller) 发 现 新 的 一 类 物质 一 “高 温 超 导体 ”. 这 些 物 
质 多 数 是 铀 稀土 金属 的 氧化 物 ,可 有 高 的 转变 温度 一 一 高 于 100 K, 而 费 米 能 
并 不 高 ,为 1 000 К 数量 级 .但 是 ,对 这 种 有 趣 现象 现在 尚未 建立 较 完 整 的 理论 、 
甚至 对 超 导 的 相互 作用 本 质 也 不 完全 清楚 . 


$44 超 导 电 流 
在 电 中 性 超 流 液体 ( 液 氨 ) 中 有 两 种 运动 ,它们 对 应 于 超 导 人 金属 中 能 同时 流 


Ф 因而 积分 (39.16) 在 大 动量 时 发 散 的 问题 就 消除 了 (对 照 150 页 上 的 注解 ) 
© ”比值 hwon/7. 大 约 在 对 РЬ 为 10 到 对 Al 和 Cd 为 300 的 范围 内 变动 . 
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动 的 两 种 电流 . 超 导 电 流 不 传 热 也 不 伴 有 能 量 耗 散 ,因而 它 能 在 热力 学 平衡 系统 
中 产生 ;正常 电流 与 释放 焦耳 热 有 关 . 我 们 把 超 导 电 流 密度 和 正常 电流 密度 记 为 
1 和 六 ;总 电流 密度 了 = 六 +j,. 

只 要 从 出 现 新 的 宏观 量 一 一 凝聚 体 波 函 数 信 (1,r) 这 一 事实 本 身 出 发 ,不 论 
什么 样 的 特殊 模型 都 能 对 超 导 电 流 性 质 作 出 许多 重要 论断 . 

同 $26 节 一 样 ,我 们 引入 函数 号 (t+,r) 的 相位 Ф: 

人 S(t,r) = 151е® (44.1) 

иж, 相位 Ф 梯度 按 (26. 12) 式 确定 超 流速 度 。 ,与 此 类 似 ， 在 超导体 情 
况 下 相位 梯度 则 确定 观测 量 一 一 超 导 电 流 密度 . 由 于 金属 是 各 向 异性 的 ,一 般 说 
来 ,j 的 方向 与 vG@ 的 方向 并 不 相同 ,而 这 两 个 矢量 各 分 量 之 间 的 关系 由 某 二 阶 
张 量 确 定 . 但 是 ,为 避免 非 原则 地 复杂 化 起 见 , 这 里 我 们 只 局 限于 讨论 金属 晶体 
的 立方 对 称 情 况 . 

这 时 ,二 阶 张 量 归结 为 一 个 标量 ,而 j, ТУФ 之 间 的 关系 归结 为 简单 的 正比 
关系 .我 们 把 它 写成 : 





了 =, УФ. (44.2) 
按 定义 ,这 里 e。= - lel 是 电子 电荷 ,m 为 电子 的 真实 质量 . 这 样 定义 的 量 n,( 温 
度 的 函数 ) 称 作 超 导 电 子 数 密度 ;该 量 在 这 里 所 起 的 作用 ,类 似 于 液 氮 中 的 超 流 
分 量 密度 . 我 们 强调 一 下 ,n, 与 库 珀 对 凝聚 体 密度 绝 不 是 一 回 事 , 正 像 液 氮 中 р, 
不 同 于 凝聚 体 原子 密度 0. 

公式 (44.2)[ 同 液 氮 的 公式 (26. 12) 一 样 ] 要 求 在 空间 中 相位 的 变化 充分 缓 
慢 . 虽然 ,在 玻 色 液体 情况 下 只 要 求 相 位 在 原子 间距 上 缓 变 ,但 在 这 里 要 求 条 件 
明显 更 强 了 . 相干 长 度 名 ~ hv,/Ah。 对 超 流 费 米 液体 起 着 特征 线 度 的 作用 ,相位 
Ф 在 这 个 距离 (大 于 原子 间距 ) 上 应 当 有 小 的 改变 @. 

如 果 超 导体 处 于 外 磁场 中 , 则 j, 和 之 间 的 关系 就 复杂 了 ;这 里 ,我们 研究 
恒定 场 (对 时 间 ) 的 情况 .下面 , 需 要 对 公式 (44.2) 加 以 必要 的 修改 ,对 此 可 以 从 
理论 的 规范 不 变性 的 要 求 出 发 进行 说 明 . 

这 二 要 求 是 :一 切 被 观测 的 物理 量 ,在 磁场 矢 势 作 规范 变换 ; 

4-A+VX(r) (44.3) 








Ф (44.2) 式 中 写 出 的 系数 ,在 自由 超 流 费 米 气 体 (BCS) 模 型 中 ,可 使 mn, 与 $ 40 中 算出 的 量 p, 一 
致 .p, 这 样 确定 时 ,电流 密度 j, 应 表达 为 j, =en,s, , 式 中 %, 是 超 流 运动 速度 . 至 于 s, 与 相位 梯度 的 关系 ,可 
用 等 式 % = (Ат) У Ф 来 表达 ;这 里 二 们 质量 2m[ 代 换 (26.12) 式 中 的 m] ,是 因为 凝聚 体 由 成 对 粒子 构 
ж. 

О ”应当 强 调 ,这 里 出 现 的 恰好 是 与 温度 无 关 的 恒定 参量 长 度 fo; 以 后 将 给 出 这 个 判 据 的 严格 论证 
(ж 651 的 结尾 ). 
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时 ,保持 不 变 , 式 中 x(r) 是 任意 坐标 函数 . 这 时 ,y 算 符 同 波 函数 有 相同 的 变换 
法 则 : 


ie 


ер (16у), ор ( - 4%). (44.4) 
Хе ЖЯ ВИ Н 46 0111.9) КФ. 作为 乘积 更 它 
或 多 多 的 和 矩阵 元 的 格林 函数 C(X,X') 和 F(X,X') 可 按 下 式 变换 : 


СОХ) ер [x Cn) н) ] } 6(х,х, 


(44.5) 
РОХ, Х) ер (о) #00) ] ғо). 
此 时 
Е =1Е(Х,Х)—екр (36, Е. 
即 凝聚 体 波 函 数 的 相位 
ФФ +26000). (44.6) 


ЖЗ (44.2) 对 这 样 的 相位 变换 ,并 非 是 不 变 的 . 为 了 达到 所 要 求 的 不 变 
性 ,此 式 应 增加 一 个 含 磁场 矢 势 的 项 ; 
括号 中 第 二 项 的 二 倍 电荷 ,表示 超导体 的 电子 是 成 对 出 现 的 . 

这 个 表达 式 ,足以 解释 超导体 的 主要 宏观 性 质 一 一 将 磁场 排出 超导体 之 外 
[ 迈 斯 纳 ( Meissner) 效 应 ]@. 

我 们 现在 研究 处 于 弱 磁 场 中 的 均匀 超导体 ,这 里 假定 磁场 值 小 于 破坏 超 导 
性 的 临界 磁场 H.. 这 个 条 件 ,消除 了 磁场 对 m, 值 的 重要 影响 . 假设 物体 处 于 热力 
学 平衡 态 ,因此 正常 电流 不 存在 了 , 故 j, = 79. 现在 对 等 式 (44.7) 两 边 施行 V x 
运算 ,并 注意 Y x4 =8 一 一 物体 中 的 磁感应 ,我们 便 得 到 伦敦 方程 ; 


А ёп, 
Ух] = -eB (44.8) 





Ф ШО И (7.7) ЧОХ) р" (X) 这样 一 对 算 符 的 形式 出 现 ,所 
以 作 (44. 3 一 44.4) 的 变换 时 ,上 述 哈密 顿 量 的 变换 ,就 跟 通常 的 ( 非 算 符 的 ) 波 函 数 这 样 变换 时 通常 的 哈 
密 顿 量变 换 一 样 (44.3 一 44.4) 形 式 的 变换 ,实际 上 在 $19 中 就 已 经 用 过 了 . 

О 唯 象 超导体 电动 力学 ,在 本 教程 的 另 一 卷 中 讲述 , 见 第 八 卷 第 六 章 . 

© 此 后 ,在 本 章 内 各 处 都 做 这 种 假设 ,因此 j 在 这 里 都 是 超 导 电流 密度 . 
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(Е. London ,H. London ,1935 ) Ф. 
这 是 超导体 特有 的 方程 . 我 们 再 用 普遍 的 麦克 斯 韦 方程 : 


VxB=45, (44.9) 


vV:B=0. (44.10) 
将 (44.9) 式 中 的 7 代入 (44.8) 式 ,并 注意 由 于 (44.10) 式 ,V x(Vx)B= -AB, 于 
是 得 到 超导体 中 的 磁场 方程 : 
АВ =57°В (44.11) 
式 中 引入 记号 
8 = mc?/4mezn (44.12) 
我 们 利用 这 个 方程 来 求 超导体 内 靠近 表面 处 场 的 分 布 ,而 这 个 表面 看 作 平 
面 ;现在 选取 这 个 平面 作为 yz 面 ,而 x 轴 指 向 物体 内 部 . 根据 这 些 条 件 , 场 的 分 
布 只 与 一 个 坐标 x 有关, 因而 由 (44.10) 式 我 们 有 АВ, /ах =0; 于 是 从 (44.11) 式 
自然 得 出 B, =0. 方 程 (44. 11) 现 在 具有 dB/dx? = В/5° 的 形式 ,由 此 
B(x) = фе", (44.13) 
式 中 矢量 名 平行 于 表面 . 
我 们 看 到 ,磁场 向 超导体 深 处 按 指数 函数 衰减 ,并 只 穿 透 ~6 的 距离 . 这 个 
长 度 是 宏观 量 , 但 小 于 大 尺度 样品 的 一 般 线 度 (5 ~ 10 7—10 7° ст) ,因此 磁场 实 
际 上 只 穿 透 很 薄 的 表面 层 . 长 度 8 称 作 场 的 伦敦 穿 透 深度 . 应 当 强调 ,这 个 长 度 
是 一 个 直接 可 测 的 量 , 它 具 有 完全 确定 的 意义 ,这 与 参量 n, 的 约定 意义 是 不 
同 的 . 
但 是 上 面 所 导出 的 结果 ,需要 一 个 重要 的 附加 条 件 . 出 发 的 公式 (44.7) ,只 
在 所 有 的 物理 量 在 空间 作 充 分 组 变 的 条 件 下 才能 适用 :物理 量 在 其 间 发 生 重大 
改变 的 特征 距离 ,应 当 远 远大 于 相干 长 度 名 @. 就 是 说 ,在 这 种 情况 下 应 有 
5>>&. (44.14) 
当然 ,这 一 要 求 并 不 影响 对 于 从 超导体 中 排出 磁场 这 一 事实 的 证 明 , 因 为 假 
如 不 排出 磁场 会 导致 逻辑 上 的 矛盾 . 本 来 ,在 这 种 情况 下 磁场 的 变化 是 非常 缓慢 
的 ,于 是 方程 (44.11) 就 会 适用 .但 具体 的 方程 (44. 11) 以 及 由 它 得 出 的 场 的 衰 
减 规 律 (44.13) ,只 当 遵从 条 件 (44.14) 时 才 成 立 . 
在 超导体 中 , 当 满 足 不 等 式 6 >>é& 时 , 称 作 伦 敦 情 况 ,在 相反 情况 下 当 6 << 
$ 时 ,叫做 皮 帕 德 (Pippard) 情况 (在 这 种 情况 下 ,磁场 向 超导体 深 处 的 衰减 规律 





Ф 上 述 方程 (44.8) 是 Л.Д. 朗 道 推导 的 (1941). 
© 我们 提醒 一 下 ,磁感应 B 本 身 是 按 物 理 无 限 小 的 体积 元 求 平均 的 真实 微观 磁场 强度 ,各 体积 元 
的 尺度 仅 大 于 晶 格 常数 . 
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将 在 8$52 中 研究 ). 当 ТТ, 时 , 超 导 电子 密度 n, 一 0, 因 此 6 一 % 所 以 在 充分 接 
近 转 变 点 处 ,总 是 属于 伦敦 情况 .但 当 T-*0 时 ,5 ЖЕ 之 间 的 关系 将 依赖 于 金属 
ПАО. 

最 后 ,我 们 还 要 研究 表达 式 (44.7) 的 一 个 推论 , 它 不 依赖 5 和 如 之 间 的 
关系 . 

从 宏观 超导体 电动 力学 我 们 知道 ,如 果 磁 通 量 通过 超 导 圆 环 的 孔道 , 则 这 种 
通 量 在 物体 状态 作 任 意 变 化 (而 不 破坏 它 的 超 导 性 ) 时 ,始终 是 不 变 的 ;这 时 假 
定 , 超 导 圆 环 是 大 尺度 的 , 它 的 直径 和 厚度 大 于 相干 长 度 和 场 的 穿 透 深度 . 现在 
证 明 ,“ 冻 "在 圆 环 的 孔道 里 磁 通 量 值 ,只 能 是 某 一 基本 “ 通 量 量子 "的 整数 倍 
(Е. London,1954). 

在 物体 深 处 (超出 场 的 穿 透 范围 ) 电 流 密度 j=0; 但 矢 势 不 为 零 一 一 只 是 它 
的 旋 度 即 磁感应 强度 В 等 于 零 . 我们 选取 任 一 闭合 回路 C, 它 包围 圆 环 的 孔道 并 
在 远离 物体 表面 的 地 方 通过 物体 的 内 部 ;这 样 选取 ,可 保证 遵从 公式 (44.7) 的 
适用 条 件 一 一 相位 Ф 和 势 4 在 空间 的 变化 充分 缓慢 . 矢量 4 沿 回路 C 的 环流 
与 通过 回路 平面 的 磁感应 通 量 ( 即 通过 圆 环 孔道 的 通 量 Ф) 相等 : 

фа. 41= | (уха) ‘df= [в.е 
另 一 方面 ,使 表达 式 (44.7) 等 于 零 ,并 把 它 沿 回路 进行 积分 ,我 们 得 到 : 
фл. а= фу. а= 265. 
式 中 5Ф 是 环绕 回路 时 波 函 数 相位 的 改变 . 但 由 于 要 求 这 个 函数 具有 单 值 性 , 因 
而 相位 的 改变 只 能 是 2r 的 整数 倍 . 所 以 我 们 得 出 如 下 结果 : 
Фепфь, фо ТИС 2 1077 Gs .em (高 斯 АЖ). (44.15) 

хели. о, 值 是 基本 磁 通 量子 . 

倍 通 量 的 量子 化 也 有 另外 一 方面 的 涵义 : 它 将 导致 总 电流 发生 离散 值 , 而 
J 在 无 外 场 时 可 以 流 过 超 导 环 . 事实 上 ,电流 了 产生 通过 圆 环 孔道 的 磁 通 量 , 其 
值 等 于 LJ/c, 这 里 工 是 自 感 系数 .使 这 个 通 量 等 于 nd , 便 求 得 电流 的 可 能 值 ; 


J = 人 on тйс 


"1а" а 
与 磁 通 量子 相反 “总 电流 量子 " 同 自 感 了 一 起 依赖 于 圆 环 的 形状 和 大 小 . 
习 题 
试 求 磁场 中 半径 为 R<<65 的 超 导 小 球 在 伦敦 情况 下 的 磁 矩 . 











Ф 例如 ,在 周期 系 的 过 渡 族 纯 金属 及 某 些 中 间 人 金属 化 合 物 中 ,在 整个 温度 范围 内 都 发 生 伦敦 情况 . 
在 非 过 渡 族 纯 金 属 中 ,远离 T。 时 发 生 皮 帕 德 情况 . 
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解 : 当 尺 <<8 时 ,可 以 认为 球 内 磁场 是 恒定 的 ,并 等 于 外 场 名 . хак 
势 为 4=1/2 $ xr, 则 可 简单 取 
了 = - (п,е’/те)А, 
[ 即 取 (44.7) 式 中 的 四 =0]; 这 时 ,在 球 表 面 上 电流 正常 成 分 的 消失 (n .j=0) 
的 边界 条 件 自然 得 到 满足 . 磁 答 可 按 如 下 积分 算出 : 


M = 二 | rxjay, 
沿 球 的 体积 求 积 分 后 , 便 得 : 
м=-^ 5. 
305 
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描述 磁场 中 超导体 行为 的 完整 理论 ,是 非常 复杂 的 .但 是 在 相 变 点 附近 的 温 

度 范围 内 ,情况 就 大 大 简化 了 . 这 里 ,有 可 能 建立 不 仅 适用 于 弱 磁 场 也 适用 于 强 
磁场 的 比较 简单 的 方程 组 下 . 

在 朗 道 第 二 级 相 变 的 一 般 理 论 中 ,“ 非 对 称 " 相 与 “对 称 " 相 的 区 别 是 用 序 参 

数 描述 的 ,此 参数 在 相 变 点 变 为 零 ( 见 第 五 卷 $ 142). 对 于 超 导 相 来 说 , 序 参 数 

自然 就 是 凝聚 体 波 函数 Е. 从 原则 上 看 ,为 避免 不 必要 的 复杂 化 ,我 们 把 金属 晶 

体 看 作 是 立方 对 称 的 ;在 $44 中 曾经 指出 ,在 这 种 情况 下 超 导 态 是 用 标量 

超 导 电子 密度 来 描述 的 . 对 于 这 种 情况 ,选择 与 Е 成 比例 的 量 作为 序 参 

数 更 为 方便 ,我 们 把 这 个 量 记 为 ,并 遵从 归 一 化 条 件 1y1? =n,/2.y 这 个 量 的 
相位 与 函数 27 的 相位 相同 : 

в Ге. (45.1) 


超 导 电 流 密度 (44.2) „ЛПр 表达 时 可 写成 如 下 形式 
уфе -vy vw). (45.2) 
该 理论 的 出 发 点 是 :把 超导体 自由 能 表达 成 函数 (7) 的 泛 函 . 根据 朗 道理 论 的 
一 般 原理 ,将 自由 能 密度 在 相 变 点 附近 按 微小 的 序 参数 y 及 其 对 坐标 微 商 的 和 
展开 , 便 可 得 到 这 个 表达 式 . 下 而 我 们 首先 研究 无 磁场 情况 下 的 超导体 . 
序 参数 少 就 其 本 身 的 意义 来 说 ,是 与 格林 函数 F(X,X) = -i 入 (xX) 成 比例 


的 量 , 它 不 是 单 值 函数 :因为 函数 F(X,X) 是 由 两 个 多 算 符 构成 的 ,所 以 任意 改 








п, 


Ф ”下边 所 叙述 的 理论 ,属于 金 兹 堡 ( B. Л. Гинзбург) #0 Л. Д. ВАЙ 1950 年 的 工作 . 绝妙 的 是 ,这 个 理 
论 在 超 导 性 微观 理论 出 现 以 前 就 已 经 用 唯 象 方法 建立 起 来 了 . 
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变 这 两 个 算 符 的 相位 ,如 多 ~ 一定 e"'? ,都 将 使 函数 的 相位 改变 а. 当然 ,物理 量 
不 应 当 依 赖 于 这 种 任意 性 ,也 就 是 说 ,它们 对 于 复 序 参数 的 变换 ywe”, 应 当 
是 不 变 的 . 有 这 一 要 求 ,就 消除 了 自由 能 展开 式 中 少 的 奇 次 方 项 . 

这 个 展开 式 的 具体 形式 ,是 按照 第 二 级 相 变 普遍 理论 ( 见 第 五 卷 $ 146) 中 
的 同样 理由 建立 起 来 的 . 这 里 不 再 重复 这 些 讨论 ,我 们 直接 写 出 超导体 总 自由 能 
МИРЕ. 


ва, | {起 (vw наци + рте ау, (45.3) 


其 中 F 是 处 于 正常 态 ( 即 w=0 时 ) 的 自由 能 ;4 是 只 与 物质 密度 有 关 ( 而 与 温 
度 无 关 ) 的 正 系数 ;a 值 与 温度 的 关系 有 如 下 规律 : 
а=(Т-Т.)а, (45.4) 

并 在 相 变 点 变 成 零 ;根据 超 导 相 对 应 于 了 < 了 的 范围 ,所 以 系数 >0; (45.3) 
中 1VY wl? 的 系数 是 这 样 选 定 的 :使 电流 具有 表达 式 (45.2) 的 形式 ( 见 下 面 )@. 
在 (45.3) 式 中 只 出 现 y 的 一 阶 微 商 ,这 与 在 空间 作 充 分 缓 变 的 假设 有 关 . 

对 于 均匀 超导体 来 说 ,在 无 外 场 的 情况 下 ,参数 少 与 坐标 无 关 . 这 时 ,表达 
式 (45.3) 可 化 为 

















ВЕР. ау + р. (45.5) 
ш ТЗТ, 时 ,! 的 平衡 值 决定 于 此 表达 式 最 小 值 的 条 件 : 
и = (Т, -Т), (45.6) 


即 与 温度 有 关 的 超 导 电子 密度 在 相 变 点 按 线性 规律 变 成 零 . 
将 (45.6) 式 的 值 代 回 (45.5) 式 ,我 们 便 求 得 超 导 态 和 正常 态 自由 能 的 差 : 


2 
г 2.2 а д 2 
Е, -Е, = УСТ. - Т)? (45.7) 


将 此 式 对 温度 求 微 商 , ТАВ 22, ЛА ОТО ЕНА ЗА Е ВЕ ВК 
变 @: 

Ф 我 们 只 提醒 一 下 ,这 里 写 出 的 梯度 项 的 形式 与 假定 晶体 具有 立方 对 称 性 有 关 . 在 较 低 对 称 性 的 
情况 下 ,这 一 项 就 会 有 更 一 般 的 由 微 商 ay/ax 构成 的 二 次 形式 - 

© 这 种 选择 (其 中 包括 视 m 为 电子 的 真实 质量 ) ,当然 没有 什么 深刻 意义 ,其 约定 性 与 (44.2 ) 式 中 
定义 п, 的 情形 是 一 样 的 

图 Жи" =p,/2m 的 公式 (45.6) 和 热 容量 跃 变 公式 (45.8) 与 BCS 模型 中 相同 量 的 公式 (40. 16) 
和 (40.11) 作 对 比 , 便 可 以 求 出 这 个 模型 中 的 系数 a 和 БС Л. П. Горьков,1959) : 

а=6т?Т,/74(3)ы =7.04 хТ,/и, Б=аТ./п. 
这 里 利用 了 粒子 数 密度 =р/т 及 化 学 势 x( Т=О 时 ) 与 理想 气体 边界 动量 的 关系 : 
парт? В, рерЁ/2т. 


$45 Фив - 朗 道 方程 1л. 





оТ, 
5". 
在 相 变 点 附近 , 差 式 (45.7) 乃 是 自由 能 的 小 附加 量 . 根据 小 附加 量 定理 (第 五 卷 
$ 15) (表达 成 温度 和 压强 的 函数 以 代替 温度 和 体积 的 函数 ) 给 出 热力 学 势 的 差 
Ф, -PB,. 另 一 方面 ,根据 超导体 热力 学 的 一 般 公式 [ 见 第 八 卷 (55.7) 式 ] ,这 个 
差 与 -VH*/8" 的 值 相同 ,其 中 Н, 是 破坏 超 导 性 的 临界 场 . 因此 ,我 们 求 得 在 相 
变 点 附近 临界 场 的 温度 依赖 关系 的 如 下 规律 上 : 
и (4102) ст, -т). (45.9) 
在 有 磁场 的 情况 下 ,自由 能 表达 式 (45.3) 应 当 在 两 个 方面 加 以 改变 . 第 一 ， 
需要 给 被 积 式 增加 一 项 磁场 能 密度 В°/8 п (3 В =УхА 是 物体 中 的 磁感应 
强度 ). 第 二 ,需要 改变 梯度 项 ,以 满足 规范 不 变性 的 要 求 . 在 上 一 节 里 曾经 证 明 ， 
这 个 条 件 将 使 凝聚 体 波 函 数 的 相位 梯度 V 必须 代 之 以 差 V Ф – (2еА/ћс). Е 
此 ,是 指 需要 作 如 下 代 换 : 


Уф=е?У 1 + у BV - 2164, 
因此 ,我 们 得 出 如 下 的 基本 表达 式 : 
2ie 


F=Fo+ | {给 + 起 (v -a)v| жац угу. 





с. -с.= (45.8) 


н, = ( 


(45.10) 

(Fo 是 无 磁场 时 处 于 正常 态 的 物体 的 自由 能 ). 应 当 强调 ,这 个 表达 式 中 的 系数 
21е/һс 不 再 有 任意 性 (与 上 边 指出 的 系数 起 /4m 的 选择 具有 约定 性 不 同 ). 式 中 
的 二 倍 电子 电荷 是 库 珀 对 效应 的 结果 ( 刀 . П. Горьков, 1959); 当然 ,这 个 系数 不 
可 能 用 纯 唯 象 方法 确定 出 来 . 

现在 ,为 寻求 用 以 确定 超导体 中 波 函 数 р 和 磁场 分 布 的 微分 方程 ,我 们 取 
作为 三 个 独立 函数 :y,w "和 4 的 泛 函 的 自由 能 极 小 值 . 

复 量 是 两 个 实 量 的 集合 ;因此 ,在 取 变 分 时 需要 把 和 "看 作 独 立 函 
数 .将 积分 对 少 " 取 变 分 ,并 把 (Vy -2ie4/hc)vV 8y 项 的 积分 作 变换 后 进行 分 
部 积分 ,我 们 得 到 : 


Ф 在 BCS 模 型 中 : 
Н, =2.44(трь/ В)? (Т,-Т), Ш ТТ, 时 ; 
我 们 再 得 出 这 个 模型 中 的 了 =0 时 的 н, 值 : 
Н, =0. 997, ( тр;/ №). 
[使 (40.9) 式 的 能 量 差 等 于 - УН2/8т 即 得 到 此 值 ] . 
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ве = | { -EE (у -2A) vray выч визаи 
8 (vy -ay )ay df (45.11) 
第 二 个 积分 是 沿 物体 表面 取 的 . 令 ЗЕ =0, 对 于 任意 的 5y ,作为 体积 积分 等 于 
零 的 条 件 ,我 们 得 到 如 下 方程 : 
5 ( -hv -4) у+ар+ цр =0 (45.12) 
ОИ у Т ЈЕ НА ЗЕН ЕА Н ЕГ О 45 
ж). 


同样 地 ,把 积分 对 4 取 变 分 可 得 到 麦克 斯 韦 方程 : 
у хв = 41, (45.13) 


其 中 电流 密度 由 下 式 给 出 : 
j= -Ey vy 1 А. (45.14) 

此 式 与 (44.7) 式 是 一 致 的 (我 们 写 出 7 以 代替 六 ,因为 在 热力 学 平衡 时 不 存在 正 
常 电流 ). 应 当 注意 , 由 (45.13) 式 得 出 连续 性 方程 .j= 0; 考 虑 到 方程 
(45.12) ,直接 微分 (45. 14) 式 也 可 以 得 出 这 个 方程 . 

方程 (45. 12 一 45. 14) 组 成 了 完整 的 金 兹 堡 - 朗 道 方程 组 . 

这 些 方程 的 边界 条 件 ,可 根据 变 分 SP 中 沿 物体 表面 的 积分 等 于 零 的 条 件 
得 出 . 因此 ,由 (45. 11) 式 便 得 到 边界 条 件 ; 


п. (- пу - лу) =0， (45.15) 


式 中 是 物体 表面 的 法 向 矢量 . 应 注意 ,由 于 这 个 条 件 ,(45. 14) 式 的 电流 法 向 
分 量 当然 也 应 当 变 为 零 :n .ј =00. 


Ф 在 (45.15) 式 的 边界 条 件 下 ,y 本 身 并 不 变 成 零 ,看 来 对 于 物体 边界 上 的 波 函 数 来 说 ,当然 应 该 
如 此 . 这 种 情况 与 下 述 原 因 有 关 : 实 际 上 少 只 在 距 表面 为 原子 尺度 的 距离 上 才 变 到 零 ; 其 实 ,这 样 的 距离 
ЖЗ - 朗 道理 论 中 是 看 作 可 以 忽略 的 小 量 . (И Р.С. 德 让 《金属 与 合金 的 超 导 性 》. 俄 文 版 为 ne 
Жен. Сверхпроводимость металлов и сплавов. ~ м. : мир,1968 ,е.230 — 232. ) 

这 里 导出 的 条 件 (45.15) ,实质 上 适用 于 超导体 与 真空 的 边界 . 此 条 件 对 于 超导体 与 电介质 的 边界 仍 
然 有 效 , 但 对 于 不 同 金属 (其 中 ,一 个 是 超 导 金 属 , 另 一 个 是 正常 金属 ) 之 间 的 分 界面 是 不 适用 的 一 一 在 这 
个 条 件 中 没有 考虑 超 导 电子 对 正常 金属 的 局 部 穿 透 效应 . 在 这 种 情况 下 (45.15) 式 需要 换 成 与 # j=0 
相 容 的 具有 更 一 般 形式 的 条 件 : 


ШЕМА: (45.15) 
式 中 入 是 实 常数 (具有 长 度量 纲 ) ;但 是 对 这 个 常数 的 估计 , 则 要 求 更 详细 的 微观 的 探讨 . 
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至 于 场 的 边界 条 件 , 则 根据 方程 (45. 13 ) ,并 考虑 在 整个 空间 (一 直到 物体 
表面 为 止 ) 电 流 密 度 j 的 有 限 性 ,可 得 出 磁感应 强度 切 向 分 量 B, 具有 连续 性 . 再 
从 方程 

V 了 =0 
得 出 磁感应 强度 法 向 分 量 В, 的 连续 性 . 换言之 ,边界 条 件 要 求 整个 矢量 В 是 连 
续 的 . 

在 难 磁 场 中 可 以 忽略 磁场 对 1y1? 的 影响 ,并 认为 (45.6) 式 的 1y1? 在 物体 
各 点 等 于 常数 值 . 于 是 把 (45.14) 式 代入 (45. 13) 式 (随后 对 方程 两 边 施行 Y х 
运算 ) 便 得 到 伦敦 方程 (44. 11) ,其 中 穿 透 深度 


12 


теь 11 тс 

7 (вте Тат ее -т) 4516) 

除 此 长 度 之 外 , 金 效 堡 - 朗 道 方程 还 包含 一 个 特征 长 度 :无 磁场 时 序 参数 少 

的 涨 落 关 联 半 径 ; 我 们 把 它 记 为 (7). 根据 已 知 的 涨 落 理论 公式 ( 见 第 五 卷 
$146) ,此 半径 可 用 自由 能 (45.3) 中 的 系数 表达 出 来 : 


в һ 
ЕСТ) = блату 2ma) Ст Рут 
金 效 堡 - 朗 道 方程 所 描写 的 序 参数 y 和 磁场 发 生 重要 变化 的 距离 ,其 数量 
级 由 特征 长 度 (45. 16 一 45. 17) 确定 . 这 时 ,一 般 来 说 6 是 磁场 的 特征 长 度 ,而 
#(7) 是 消 分 布 的 特征 长 度 . 这 两 个 长 度 应 当 远 远大 于 “束缚 对 尺度 "如 ,以 满足 
所 有 物理 量 在 空间 作 充分 缓 变 的 假设 . 因为 当 按 (7. - Г) -2 的 规律 趋 于 相 变 点 
时 这 两 个 长 度 增 大 ,所 以 在 相 变 点 附近 ,一 般 地 说 这 个 条 件 可 被 满足 ( 见 下 文 ). 
在 所 讨论 的 理论 中 , 金 兹 堡 - 朗 道 参数 起 着 重要 作用 , 它 定义 为 上 述 两 个 长 
度 之 比 、 是 与 温度 无 关 的 常数 ; 
5(Т тсЬ' 
ке аята: (45.18) 
按 数 量 级 来 说 ,k ~ 8o/to ,这 里 名 是 相干 长 度 (39. 21) ,5 为 绝对 零度 时 伦敦 穿 
透 深度 . 同时 我 们 还 指出 ,公式 


к= «иен, (Т)5*(Т) (45.19) 


是 借助 (45.9) 和 (45. 16) 式 得 出 的 ,kx 是 直接 通过 观测 量 表达 的 . 

各 方程 的 形式 已 经 建立 ,我 们 现在 来 讨论 它们 的 适用 范围. 

从 低温 方面 来 看 ,方程 的 适用 范围 无 论 如 何 要 受 条 件 7. - 7 << 7. 的 限制 ， 
这 也 是 把 序 参数 视 为 小 量 的 条 件 ,因而 是 把 自由 能 进行 全 部 展开 的 基础 . 这 个 条 
件 保 证 了 遵从 不 等 式 E(7) >> 如 ,但 在 参数 к 值 小 的 超导体 而 又 遵守 不 等 式 








(45.17) 
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5(7) >> 纪 的 情况 下 ,条 件 是 比较 苛刻 些 ; 在 这 些 情况 下 ,从 不 等 式 6 >> ё, Ш 
得 到 如 下 条 件 : 
Т, -Т<<кТ,. (45.20) 

从 7 一 7. 方面 来 看 ,方程 的 适用 性 只 受 朗 道 的 相 变 理论 一 般 适用 条 件 的 限 
制 ,这 个 条 件 与 序 参 数 涨 落 的 增 大 有 关 . 然而 ,此 时 这 个 条 件 是 非常 弱 的 . 实际 
上 ,用 展开 式 (45.3) 的 系数 可 以 把 条 件 表达 成 如 下 不 等 式 : 

р 

( 见 第 五 卷 (146.15)). 例 如 ,借助 BCS 模型 中 的 上 和 a 值 估算 不 等 式 右边 的 表 
达 式 ,得 : 


Т. -7>> 


(Т, - ТИТ, >> (Т./м)*. (45.21) 
由 于 比值 .Au ~ 10 *—10 7 ЕЖА, ЯГА ЖЗ Е — НИНЕ Я ДЕ 
条 件 . 而 超 导 相 和 正常 相 之 间 的 第 二 级 相 变 的 涨 落 区 实际 上 是 不 存在 的 . 
习 题 
有 厚度 为 d << 志 ,5 的 平面 膜 , 求 平行 于 平面 膜 并 可 使 超 导 性 遗 到 破坏 的 磁 
场 的 临界 值 (B. 开 .  Ж%,Л.Д. 朗 道 ,1950)@. 
解 :我 们 选取 膜 的 中 间 平 面 作为 xz 面 ,其 中 %* 轴 沿 磁 场 方向 .在场 B=B,(y) 
〈 沿 垂直 膜 的 y 轴 变 化 ) 的 方程 (45.13 ) 中 ,可 以 认为 由 = 常数 .于 是 电流 表达 式 
(45.14) 中 的 第 一 项 消去 了 ,因而 对 (45.13) 式 施行 VX 运算 便 得 到 方程 
В" =0В/5, Ф 0 = р/р, ,Wi = 1al/6, 这 个 方程 对 yy 的 对 称 解 : 


_ 6 cosh(y0/8) У? - (4/2)? 
805) = 名 (40/25) $ [1+ 25 #] 


(如 是 外 场 ). 这 个 场 对 应 于 电流 的 分 布 

但 方程 (45.12) 中 ,对 yy 的 依赖 关系 不 能 完全 忽略 ,因为 小 的 微 商 92W/9y? 
ФР Ў ЕЗЖУ /mlal ~ 如 ,因而 具有 大 的 因子 (&/d)"( 由 于 条 件 d << 
专 ) ;此 时 在 这 个 方程 中 却 可 以 忽略 势 4=4.(y) ,因为 它 将 导致 小 量 dy/ 的 更 高 
次 项 .为 了 避免 研究 几 对 y 的 依赖 关系 ,我 们 把 方程 (45. 12) 对 膜 的 厚度 求 平 
均 ; 这 时 对 y 的 微 商 由 于 膜 表面 上 的 边界 条 件 aW/ay =0 而 消失 了 . 再 注意 : 


全 ”作为 例子 ,我 们 引用 几 个 纯 金 属 的 < 值 :A1 一 0.01 ,Sn 一 0.13 ,Hg 一 0. 16 ,Pb 一 0.23， 
© 关于 小 球 的 同样 问题 , 见 $47. 
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т у? 
аг? (ar) 
因为 函数 小 的 相位 与 有 关 ( 以 及 由 的 梯度 与 电流 的 联系 ), 所 以 用 由 约 简 后 ， 
得 : 





т ај + 61012 =0. 
деи 101 +8 

式 中 
т 1 а, оде? 
52. д 
J а 7 773 (8125 


再 利用 表达 式 (45.9) 和 (45. 16) , 便 得 到 方程 
2 2 
此 式 确定 了 磁场 中 膜 的 由 值 .由 为 零 时 的 场 值 ,就 是 膜 的 临界 场 值 砂 . 它 与 大 尺 
度 超导体 的 临界 场 且 .的 关系 有 如 下 等 式 : 
Н = V24H.8/d. 

在 我 们 所 研究 的 条 件 下 ,磁场 破坏 超 导 性 是 借助 于 第 二 级 相 变 ,因为 随 岛 
连续 增 大 时 纱 就 变 成 零 . 这 是 完全 自然 的 ,因为 d <<6 时 磁场 实际 上 会 穿 透 超 导 
膜 ,所 以 不 存在 发 生 第 一 级 相 变 的 原因 ,而 这 第 一 级 相 变 恰恰 是 场 突然 穿 透 物 体 
时 发 生 的 . 
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金 效 堡 - 朗 道 方程 还 可 以 用 来 计算 同一 金属 样品 中 的 超 导 (s) 相 和 正常 
(nn) 相 边界 上 的 表面 张力 (B.A. 金 效 堡 ,A. 工 . 朗 道 ,1950) ,将 表面 张力 与 描述 物 
质 体积 性 质 的 量 联系 起 来 . 应 注意 ,这 种 边界 存在 于 磁场 中 处 于 所 谓 中 间 态 的 金 
属 样品 之 中 ,因为 两 相 的 一 切 区 别 归 结 为 :其 中 一 相 消 天 0 ,而 另 一 相 少 =0, 所 以 
它们 之 间 的 转变 是 在 某 一 层 内 连续 完成 的 ,因而 可 用 金 效 堡 - 朗 道 方程 描述 , 方 
程 的 边界 条 件 只 适 于 这 个 层 两 边 的 大 距离 上 . 

我 们 现在 来 研究 金属 的 n НЯ $ 相 之 间 的 平面 分 界面 . 选取 这 个 界面 作为 
2 面 ,使 * 轴 指向 s 相 的 深 处 ;因而 两 相 中 所 有 物理 量 的 分 布 只 与 坐标 x 有关. 
场 的 矢 势 的 选取 仍然 是 非 单 值 的 ,使 它 遵从 Y А =0 这 一 规范 ;在 我 们 所 研究 
的 情况 下 ,这 是 d4,/dx =0, 由 此 看 来 ,可 取 А, =0. 根据 对 称 的 理由 ,显然 矢量 A 
处 处 都 位 于 同一 个 平面 内 ; 令 此 面 为 xy 平面 ,所 以 4,=4, 于 是 磁感应 强度 矢量 
位 于 xz 平面 内 ,而 且 





В=В, =4' (46.1) 
( 撤 号 表示 对 x 的 微 商 ) . 
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其 次 ,我 们 把 方程 (45. 13 ) 重新 写成 宏观 电动 力学 中 通常 的 形式 :VY x H =0, 

这 里 是 按照 
Н=В-47М, сУхМ=] 

引入 场 强 Н МФ. 此 时 ,由 此 方程 可 得 出 万 = 常量 . 远离 分 界面 ,在 正常 相 的 深 处 
磁感应 强度 与 场 强 相等 ,而 且 正 好 等 于 临界 值 :8 = 有 =H.( 忽 略 正 常 相 的 磁化 
率 ). 所 以 在 整个 空间 将 有 H=H,=H.. 

我 们 忽略 在 超 导 相 变 时 物质 密度 的 变化 ,因而 认为 物体 内 部 密度 (以 及 温 
度 ) 都 是 常数 @. 我 们 用 f 记 作 单 位 体积 的 自由 能 (以 区 别 于 整个 物体 的 自由 能 
F) .在 恒定 的 温度 和 密度 的 情况 下 ,并 且 忽 略 表面 效应 时 ,微分 

47= Рав (46.2) 


( 见 第 作 卷 831). ари ЗК в 不 变 , 则 在 这 些 条 件 下 也 将 
得 出 
1=/-Н ТВ (46.3) 
тг 


是 不 变 的 .所 以 对 积分 所 = JFar( 来 自 Ё 的 可 变 部 分 ) 的 全 部 贡献 ,仅仅 决定 于 


分 界面 的 存在 . 现在 认为 这 个 贡献 属于 单位 面积 界面 ,因此 我 们 便 能 算出 用 积分 
表达 的 表面 张力 系数 : 


а= ||. (fF -fdx, (46.4) 


式 中 常数 /, 是 远离 分 界面 (例如 在 正常 相 深 处 ) 的 了 值 . 
对 于 正常 相 来 说 ,自由 能 /. + В*/8т =, + Н2/8т, 


юн о 
Ў.л 057 а/о 35 


[在 最 后 的 等 式 中 ,已 考虑 到 (45.9) 式 ]. 但 任何 点 上 的 7 值 都 是 用 自由 能 密度 
表达 出 来 的 ,如 : 


f 本 
现在 利用 公式 (45. 10) ,我 们 求 得 表面 张力 的 如 下 公式 : 


Ф 为 了 避免 误解 起 见 ,应 注意 在 第 八 卷 $53 中 关于 不 适宜 把 物理 量 有 H 引用 到 超导体 电动 力学 中 
МЕ. 在 超导体 电动 力学 中 ,把 磁场 的 穿 透 范围 看 作 是 无 限 薄 的 . ПЕ - 朗 道 方程 正好 适应 于 这 个 
范围 的 结构 ， 

@ 严格 地 说 : 相 平衡 时 , 没 整个 系统 内 部 化 学 势 (而 不 是 密度 ) 处 处 为 常数 . 因此 考虑 密度 的 变化 
时 ,需要 研究 的 并 不 是 自由 能 ,而 是 热力 学 势 0. 
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“+ 


2 
4х. (46.5) 





Фе 一 
+alyl +2191 4 


果然 ,不 论 是 在 正常 相 的 深 处 (x 一 - wm ) ОЮА у =0,В = HH.) ,或 是 在 超 导 相 的 
深 处 (> 一 ) ОША? = -a/b,B =0) ,被 积 式 都 变 成 零 . 

应 当 注 意 ,在 (46.5) 式 的 被 积 式 中 ,由 于 А, =0,i4 vy 这 一 项 消失 了 . 从 
(45.12) 式 中 消失 同样 的 项 ,因此 剩 下 的 是 具有 实 系 数 的 方程 ;所 以 这 个 方程 的 
解 可 以 选 为 实 的 ,在 下 文中 就 将 这 样 做 . 因此 在 电流 密度 表达 式 (45. 14) 中 , 消 
掉 了 第 一 项 ,而 保留 


20 2 
ЗА. (46.6) 
此 外 ,我 们 引入 几 个 量 纲 为 1 ово 和 函数 4(x) (х) : 
се 4-4 ве. В 
ай ет Ана ВН, Й 


在 这 一 节 里 ,以 下 我 们 只 运用 这 些 量 ,为 简单 起 见 , 略 去 这 些 字母 上 的 横 线 .方程 
(45.12) 用 这 种 变量 表达 时 , 取 如 下 形式 : 


=e[ ($1)v+w]. (46.8) 
方程 (45. 13) 结 合 (46.6) 式 中 的 j, 便 得 出 
А" =Ау?. (46.9) 


我 们 所 研究 的 问题 中 这 些 方程 的 边界 条 件 (对 应 于 х—+ оо Я хоо ВЕЙ) п 
相 和 s 相 ) 为 : 
y=0,， В=А'=1, ща= -wm 时 ; 


y=1, А’=0 当 x=%m 时 (90.10) 
不 难 检验 ,方程 (46.8 一 46.9) 都 具有 初 积分 : 
к + (2-4?) р А? = 常数 =1， (46.11) 
式 中 常数 值 根据 边界 条 件 确定 @. 
最 后 ,(46.5) 式 取 如 下 形式 : 
H? = 
а. 52 б [аит ие оу ре + Са) а= 
2 0 
5: И ЕЕЕ (46.12) 


Ф 由 条 件 (46. 10) АИВ Я]: 4 х = вру, 0, ПН ХЗ ДООГ (46.9) ИФ. Ч х9 
时 ,4"=0 和 4=0[ 确 定 的 值 4(m ) 是 由 于 选取 实 少 的 结果 ] . 
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[ 变 为 第 二 个 等 式 时 ,利用 了 由 (46.11) 式 表达 的 yw 这 一 项 ]. 

我 们 进而 研究 上 述 的 几 个 方程 . 首先 考查 x << 1 的 情况 (通常 适用 于 超 导 
纯 金属 ). 这 个 不 等 式 表示 :86(7T) <<t(7) ,也 就 是 说 ,磁场 明显 变化 的 距离 小 于 
函数 (x) 变化 的 特征 距离 . 

在 图 6 中 ,概括 地 表示 出 场 和 yw 在 这 种 情况 下 的 分 布 图 . 在 场 很 强 的 区 域 
内 ,小 =0, 然 后 场 急剧 地 减弱 ,而 函数 (x) 开始 在 x ~1/x 的 距离 内 向 无 磁场 的 
方向 缓慢 改变 .在 (46. 11) 式 中 , 取 4 =0, 我 们 求 得 方程 


Ps 
у ва у), 
此 方程 应 当 在 * =0 处 少 =0 的 条 件 下 有 解 ,* =0 点 是 在 场 减弱 区 








图 6 
域内 某 处 选取 的 . 这 个 解 是 
峭 =tanh(kxz/V2 ). (46.13) 
用 这 个 函数 (并 且 4 =0) 算 出 (46.12) 式 的 积分 ,得 ; 
Н.6 Н? 1.95 
Е =. 46. 14 
БЕ 3\2 тк 8т к $ , 


此 值 误 差 的 产生 是 由 于 忽略 了 场 减弱 区 域 对 积分 的 贡献 . 为 了 估计 这 个 区 
域 的 宽度 5@ 我 们 指出 :一 方面 ,根据 方程 (46.9) ,67? ~ 好. 另 一 方面 ,公式 
(46. 13 ) 按 其 数量 级 来 看 ,在 * ~ 8, 的 区 域 边界 上 也 仍然 成 立 , 因 而 ~ кб,. 从 
这 两 个 关系 式 我 们 求 得 8 ~ k .而 这 个 区 域 对 表面 张力 的 贡献 是 ~ 有 6k т, 

< 即 小 于 (46. 14) 式 的 值 ,它们 的 比 仅 为 ~ < [因此 (46. 14) 式 的 精度 是 不 
高 的 ] . 
当 参 数 < 增 大 时 ,表面 张力 系数 经 过 零 而 变 成 负 值 .这 一 点 从 下 述 事实 便 看 


Ф 应当 强调 ,这 个 宽度 不 同 于 场 从 真空 到 超导体 的 穿 透 深 度 ! 从 真空 进 到 超导体 时 ,在 场 的 穿 透 
区 域内 少 ~1, 当 从 = 相 穿 透 时 , 场 在 小 少 区 域内 减弱 ， 
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得 出 来 : 当 « 值 足够 大 时 ,在 任何 情况 下 都 存在 不 等 式 a,, <0. 事实 上 ,在 这 个 问 
题 中 函数 y(*) 变 化 的 特征 距离 不 可 能 小 于 A(x) 变化 的 距离 ,因为 4 变化 本 身 
就 导致 y 的 变化 ;所 以 当 « 较 大 时 (46.12) 式 中 积分 号 下 的 wy /xr? 项 可 以 忽略 
不 计 , 但 由 于 0<4'<1( 即 在 通常 的 单位 中 ,0 <В < #.), 所 以 被 积 式 是 负 的 . 现 
在 我 们 证 明 , 当 


к=1/\/2 (46.15) 
时 ,a。 将 变 为 零 . 
为 此 ,我们 把 a 的 表达 式 改写 成 如 下 形式 : 
Н |= 
в. [| (4-1)? - 4“ ах (46.16) 


[此 式 得 自 (46. 12 ) 式 的 初 积分 ,其 中 利用 峭 ” 项 的 分 部 积分 并 随 之 代入 (46.8) 
式 的 wy"]. 假如 被 积 式 恒 等 于 零 , 即 如 果 

A’-1= у, (46.17) 
则 积分 显然 变 成 零 ( 此 等 式 中 取 相 反 符 号 是 不 可 能 的 ,因为 场 B=4' 随 x 的 增 大 
应 当 减 小 ). 由 (46.17) 和 (46.9) 两 式 消 去 少 , 求 得 方程 

А"=А(1-А'), (46.18) 
此 方程 的 解 (在 x= - о ВА’ =1 及 x=% 时 4=0 的 边界 条 件 下 ) 确 定 了 场 的 分 
布 ;因为 有 (46.17) 式 ,于 是 光 的 边界 条 件 (46.10) 自然 得 到 满足 .实际 上 不 求解 
方程 (46. 18 ) 便 足 以 证 明 : 当 xz =1/2 时 ,还 未 被 利用 的 方程 (46. 8) 或 其 初 积分 
(46. 11) ,自然 也 被 满足 .把 (46.17) 式 代入 (46.9) 式 ,得 到 y= Ау у 
值 连同 (46.17) 中 的 4' 事 实 上 恒 满 足 x* =1/2 时 的 等 式 (46.11). 


я а 
对 于 参数 k <<1 的 超导体 , 试 求 弱 磁场 中 场 对 穿 透 深度 的 一 级 修正 ， 
解 :我 们 选取 超导体 表面 为 yz 面 ,其 中 z 轴 沿 外 场 名 的 方向 ,并 使 x* 轴 指 向 


物体 的 内 部 , 场 和 由 在 超导体 中 的 分 布 由 方程 (46. 8 一 46.9) 确定 ,现在 需要 求 
解 边界 条 件 为 





0'=0, В=А'= 0, 8 х=08; 

ф'=1, А=0, 当 x = oo 时 
的 方程 (46.8 一 46.9)[ 其 中 第 一 个 边界 条 件 就 是 条 件 (45.15 ) ] ,我们 来 寻求 如 
下 形式 的 解 : 

p=1+ (x), A= -be +4, (х), 
式 中 由 ,4 是 k=0 时 解 的 小 修正 ,这 个 解 对 应 于 场 按 伦敦 规律 (44.13) ИХ 
减 .对 于 修正 量 光 ,我 们 有 方程 
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уе е2 тебе, 
考虑 到 边界 条 件 ,因而 


у, = be 72 рее" (1) 


Ет 
现在 我 们 写 出 关于 4, 的 方程 : 

А”, =А, -2%е "yy, , 
对 于 式 中 的 у, ЕЕК 一 次 方 的 (1) 式 第 二 项 代入 上 式 便 可 . 考虑 到 边界 条 件 
(А! =0, 当 x=0 时 ) 并 且 在 此 可 以 忽略 系数 中 K 的 高 次 项 ,我 们 求 得 


А = 9 жует есе] (2) 
因而 求 出 了 场 对 起 导体 深度 方向 的 衰减 规律 的 修正 . 我 们 引入 有 效 穿 适 深 度 
5 根据 定义 ， 
96 = | В(х)4х= -4(0) =©-А, (0). 
恢复 到 通常 的 单位 时 ,由 (2) 式 可 得 : 
вә) |. 
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表面 张力 a,, 的 符号 ,对 超导体 的 性 质 有 重要 影响 . 据 此 ,把 所 有 超导体 分 为 
两 类 ;a,, >0 的 为 第 一 类 超导体 ,a,, <0 的 为 第 二 类 超导体 . 因为 a 的 符号 决定 
于 金 效 堡 - 朗 道 参数 « 的 值 ,所 以 第 一 类 对 应 于 (在 T. НИ) к тлу уіН, 
第 二 类 对 应 于 x > 1/V2 的 值 @. 

我 们 现在 研究 大 尺度 圆柱 形 超导体 于 纵向 外 磁场 多 中 的 情况 . 如 果 属 于 第 
一 类 超导体 , 则 当场 增强 并 达到 临界 值 #. 时 , 它 将 经 受 第 一 级 相 变 . 这 时 表面 张 
力 的 作用 (同一 切 第 一 级 相 变 时 一 样 ) , 仅 在 于 阻碍 新 相 的 首 批 晶 核 的 形成 , 因 
而 也 就 可 能 在 场 稍 许 超过 Н, 时 保持 亚 稳 的 s 相 . 

如 果 属 于 第 二 类 超导体 ,那么 在 场 达到 Н, 值 之 前 ,在 热力 学 上 就 有 利于 产 
生 n 相 的 “ 摊 杂 ” ;并 且 体 积 能 的 增 大 将 被 所 产生 的 晶 核 的 负 表面 能 抵消 . 习惯 
上 把 能 使 这 两 种 能 量 相 消 的 场 的 下 限 值 记 为 所 , ,并 称 作 下 临界 场 . 同样 ,在 大 
外 场 的 情况 下 ,从 正常 态 金属 开始 ,我 们 将 得 到 称 作 上 临界 场 的 某 个 值 1., > 


Ф 超 导 纯 金 属 元 素 属于 第 一 类 超导体 . 超 导 合金 以 及 $ 43 讲 到 的 高 温 超导体 属于 第 二 类 超导体 . 
关于 在 合金 中 < >1/Y2 的 假设 ,是 Л.Д. 朗 道 首先 提出 来 的 . 
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Н, ,小 于 这 个 值 ,在 热力 学 上 有 利于 * 相 “ 摊 杂 "的 产生 ,这 又 是 依靠 负 边 界 能 量 
的 优势 . 因此 ,在 场 的 某 个 区 间 Н. < 名 < Hs, 内 ,可 以 说 超导体 处 于 混合 态 0. 处 
于 这 种 状态 的 超导体 ,其 性 质 逐 渐 由 Н НРА У РЕЛЕ Я] 有 ,时 的 纯正 常 传导 
性 ;同时 ,发 生 磁场 对 超导体 的 逐渐 穿 透 . Н. 值 仅 取 决 于 n 相 和 s 相 体积 能 之 间 
的 对 比 关系 ,而 此 值 本 身 在 这 里 没有 什么 值得 重视 的 . 

当然 ,两 个 临界 场 与 温度 有 关 , 并 当 了 = 了 . 时 它们 都 变 为 零 . 由 此 可 得 出 图 
7 中 所 画 的 第 二 类 超导体 的 相 图 (图 中 的 虚 曲线 见 下 面 ) . 

在 金 兹 堡 - 朗 道理 论 范围 内 ,即使 没有 预先 查 明 混 合 态 结构 的 性 质 ,也 可 以 
确定 出 上 临界 场 . 这 一 点 ,通过 下 列 问题 便 足 以 看 得 出 来 , 当 磁 场 稍 小 于 Hs 时 ,s 
相 的 晶 核 只 能 具有 小 的 序 参 数 少 值 ( 显 然 , 当 8 一 有 H, 时 ,y 一 0). 因 此 这 些 晶 核 
的 状态 可 以 用 y 的 线性 化 的 金 效 堡 - 朗 道 方程 来 描述 . 略 去 (45. 12 ) 式 中 的 非 
线性 项 ,我 们 得 到 方程 : 

а (- пу - 29а} уе, (47.1) 
并 且 可 以 将 4 理解 为 w=0 时 均匀 场 8 的 矢 势 ,这 时 物体 处 在 正常 态 ,外 场 对 它 
完全 穿 透 . 

但 是 (47.1) 式 ,就 其 本 身 的 形式 来 看 ,只 不 过 是 磁场 中 质量 为 2m ,电荷 为 
2e 的 粒子 的 薛 定 刘 方 程 ,其 中 lel 起 着 能 级 的 作用 ;这 两 个 问题 的 边界 条 件 也 是 
相同 的 :无 穷 远 处 ,y=0. 我 们 知道 ( 见 第 三 着 $112) ,在 均匀 磁场 中 运动 粒子 能 
量 的 最 小 值 是 Bu = hiwy/2, 这 里 о, =21e1%/2mc( 从 此 值 起 能 谱 是 连续 的 ). 由 
两 个 问题 之 间 具 有 的 相似 性 得 出 :方程 (47.1) 所 描述 的 s 相 的 晶 核 ,只 有 当 


гаї > 16186 


2те 
时 才能 存在 ,因此 临界 场 H., = 2тс1а\/1еіћ. {88 РЕ (45.9), (45.17) 和 
(45.18) ,此 公式 可 以 写成 








На =УЗкН, (47.2) 
(А. А. Абрикосов,1952). 
无 穷 远 处 的 边界 条 件 为 w=0 的 方程 (47.1) , 它 的 解 对 应 于 在 远离 样品 表 
面 的 深 处 形成 * 相 晶 核 . 我 们 指出 ,表面 的 存在 有 助 于 晶 核 形成 ,因此 甚至 在 
乌 > 用 .的 情况 下 也 能 在 薄 表面 层 内 产生 晶 核 (D. Saint - James,P. С. De Сеппез, 
1963). 
描述 物体 表面 ( 视 为 平面 ) 附 近 s 相 晶 核 的 方程 (47.1) 的 解 ,在 物体 表面 上 
应 满足 边界 条 件 9w/ax =0( 即 4. =0 时 的 条 件 (45.15) ] ,这 里 x* 是 沿 表面 法 线 


Ф 勿 把 混合 态 同 在 样品 和 外 磁场 的 一 定 配置 下 产生 的 第 一 类 超导体 的 中 间 态 混为一谈 ! 
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方向 的 坐标 . 为 了 建立 所 要 的 量子 力学 类 比 , 我 们 提醒 一 下 :上 边 所 利用 的 粒子 
在 均匀 磁场 中 的 运动 问题 ,同样 等 价 于 粒子 一 维 抛物 线 势 阱 


кн) 


中 的 运动 问题 , 式 中 x 是 对 应 于 “轨道 中 心 " 的 常数 ( 见 第 三 卷 $ 112) .我 们 现 
在 来 研究 一 个 双 势 阱 , 它 是 由 对 x =0 平面 (图 8) 对 称 分 布 的 两 条 相同 的 抛物 线 
势 阱 构成 的 . 在 这 种 场 中 ,对 应 于 基态 粒子 的 波 函 数 (x) 没有 零 值 而 且 是 x 的 
偶 函 数 ;这 种 防 数 自然 满足 x*=0 时 y' =0 的 条 件 .此 时 , 双 势 阱 中 粒子 的 基态 能 
级 位 于 单 势 阱 中 的 基态 能 级 以 下 @; 转 到 关于 晶 核 问题 时 ,由 此 也 可 证 明 上 述 在 
表面 附近 容易 形成 晶 核 的 论断 . 
对 双 势 阱 中 的 能 级 进行 数值 计算 ,得 出 的 结果 是 :能 级 的 最 小 值 (决定 于 参 
数 ze) 为 0.59。. 重 复 导 致 公式 (47.2) 的 讨论 ,我们 得 出 产生 * 相 表 面 晶 核 的 场 
的 上 限 值 位 于 А, = Н,/0. 59 附近 , 即 
На =1.7Н.. =2. 4«H.. (47.3) 
因此 ,在 H., 和 ,之 间 的 场 区 域内 将 出 现 表面 超 导 现 象 ;这 个 区 域 的 边界 
如 图 7 中 的 虚线 所 示 . 正常 相 表面 附近 超 导 层 的 厚度 具有 &(7) 的 数量 级 . 根据 
同样 的 量子 力学 类 比 不 难得 出 上 述 估计 ,因为 势 阱 中 (在 能 级 E。 上 ) 粒 子 的 波 
函数 集中 在 x ~ h/ YmE, 区 域内 ,把 Е, 换 成 1c1 即 可 得 出 相应 的 晶 核 尺寸 ,根据 


Ф 这 一 点 与 <<0 的 半空 间 内 的 势能 低 于 单 势 阱 (图 8 中 的 虚线 ) 内 的 势能 有 关 . 例如 ,参考 第 三 卷 
$50 的 习题 3. 
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(45.17) 式 , 它 与 (7) 是 相同 的 . 

上 边 所 说 的 都 是 关于 第 二 类 超导体 的 . 但 是 这 样 引入 的 临界 场 Hs, 和 H,， 
对 第 一 类 超导体 也 具有 确定 的 物理 意义 . 

如 果 位 于 1/Y2 =0.71 >k >0.59/Y2 = 0.42 区 域内 , 则 万 ,< Н, , {Н 
Но > H.. 虽 然 在 这 种 情况 下 并 不 产生 混合 相 , 但 在 H. 和 ,之 间 的 场 区 间 内 却 
存在 表面 超 导 性 . 

最 后 , 按 得 出 结论 的 意义 来 看 , 当 « 为 任何 值 时 , (47.2) АМ #., 的 值 都 将 
确定 场 的 上 限 ,而 在 这 个 场 中 可 以 形成 少 值 为 任意 小 的 * 相 晶 核 . 因此 ,在 场 
名 <H., 中 的 第 一 类 超导体 内 (其 中 玉 。 <Н.) ,在 热力 学 上 不 利 的 正常 相 是 完全 
不 稳定 的 .但 在 有 ,< <Н, 区 间 内 ,正常 相 可 以 作为 亚 稳 态 而 存在 :在 这 个 场 
区 间 内 ,从 n 相 到 s 相 的 第 一 级 相 变 , 只 能 借助 于 少 为 有 限 值 的 * 相 晶 核 的 产 
生 , 但 唱 核 的 产生 受到 两 相 界面 上 的 正 表面 张力 的 阻碍 (B. 克 金 效 堡 ,1956 ) . 


习 题 


试 求 半径 为 <<6 的 超 导 小 球 的 临界 场 (B. 帮 .人 金 北 堡 ,1958). 

解 : 同 薄膜 中 的 情况 一 样 一 一 ( 见 $45 的 习题 ) ,此 时 发 生 超 导 性 的 破坏 ,是 
由 于 第 二 级 相 变 .我们 所 求 的 小 球 的 临界 场 是 这 样 的 场 值 ;: 低 于 它 ,n 相 便 失去 
稳定 性 而 形成 s 相 晶 核 像 正 文中 所 说 的 一 样 , 这 归结 于 寻求 薛 定 亩 方程 (47.1) 
的 最 小 本 征 值 . 在 R<<6 的 条 件 下 ,这 个 本 征 值 可 以 借助 于 关于 外 场 的 微 扰 论 
求 出 ,此 时 无 微 扰 波 浮 数 由 = 常数 ( 晶 核 占据 整个 小 球体 积 ). 于 是 本 征 值 单纯 
就 由 微 扰 算 符 (2eA/c)"/4m 的 平均 值 来 确定 [ 当 由 = 常数 时 , 算 符 
(іећ/тс) (А У) ФА Т]. 这 时 ,均匀 场 的 失势 应 当 取 A = 岛 xr/2 的 
形式 ; 正 是 在 这 种 规范 下 ,由 = 常数 的 解 在 小 球 表 面 上 满足 边界 条 件 (45.15) ,这 
个 条 件 归结 于 要 求 n， A =0. 进行 平均 ,得 到 

её 2..5 时 名 :有 

221239" = а 

同 正 文 一 样 ,利用 条 件 Eo = lal 即 可 求 出 临界 场 ,得 出 的 结果 为 ; 

Н) = V20H.6/R. 

之 所 以 允许 利用 微 扰 论 ,为 如 下 事实 所 证 实 . СЯН Е, 值 ( 当 © = Н) 
时 ) ,在 RR<<6 的 条 件 下 ,确实 小 于 随后 的 本 征 值 ,此 值 对 应 于 小 球体 积 中 已 经 
变化 的 波 函 数 , 并 且 有 下 [mm 及 的 数量 级 . 
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像 上 一 节 一 样 ,我 们 重新 研究 圆柱 形 第 二 类 超导体 样品 于 纵向 磁场 名 中 的 





о 
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情形 .我 们 现在 阐明 处 在 少许 超过 下 临界 场 及 ,的 磁场 中 物体 的 混合 态 结构 @. 

在 这 种 情况 下 ,基本 超 导 相 中 挫 人 一 些 正常 相 的 唱 核 .为 了 获得 最 大 的 热力 
学 的 有 利 性 ,这 些 晶 核 (在 负 表面 张力 的 情况 下 1) 应 具有 尽 可 能 大 的 表面 . 因此 
自然 是 这 样 的 结构 :其 中 相 的 晶 核 是 一 些 平行 于 场 方向 的 线 . 在 这 些 线 ( 称 作 
涡 线 ) 的 附近 , 既 聚 集 有 穿 透 物体 的 磁场 ,也 有 围绕 涡 线 的 环形 超 导 电 流 . 

外 场 越 接近 ,物体 中 这 些 涡 线 越 少 ,而 各 线 之 间 的 虐 离 也 越 大 . ЩЕ 
足够 大 时 ,$44 中 最 后 所 叙述 的 见解 便 适用 于 各 单独 的 涡 线 . 根据 这 个 见解 , 聚 
ЖЕНА НОЕ ЛЕВОН НЕ, = mhc/iel 的 整数 倍 ; 下边 
我 们 将 会 看 到 , 涡 线 具有 最 小 可 能 的 通 量 ( 只 有 ф,) 在 热力 学 上 是 有 利 的 . 正 是 
和 的 有 限 性 给 正常 相 晶 核 继续 的 分 裂 规定 了 极限 . 

当 外 场 从 小 增 大 并 达到 甩 , 值 时 ,在 圆柱 体内 将 出 现 一 条 涡 线 . 我 们 现在 写 
出 决定 这 个 时 机 的 热力 学 条 件 .这 时 ,首先 并 不 去 注意 涡 线 本 身 的 结构 ,而 只 考 
虑 与 涡 线 有 关 的 某 一 ( 正 的 !) 能 量 ;我 们 把 属于 单位 长 度 涡 线 的 这 个 能 量 记 为 e 
(以 后 将 算出 这 个 能 量 值 ). 

显然 ,圆柱 形 物 体 在 纵向 外 场 中 ,磁感应 强度 В 也 处 处 沿 圆柱 体 的 轴线 方 
向 . $46 ЛО Н = В атм 也 是 如 此 . 于 是 由 方程 yx 及 =0 得 
出 : 吾 沿 圆柱 体 截面 (因此 整个 体积 ) 处 处 不 变 ; 由 于 Н 的 切 向 分 量 的 连续 性 边 
界 条 件 , 这 个 恒定 值 与 外 场 相等 : 妃 = 名 . 所 以 ,我 们 需要 研究 在 给 定 物体 的 体 
积温 度 和 场 强 Н 的 情况 下 物体 的 热力 学 平衡 . 这 种 平衡 的 条 件 是 :热力 学 势 记 
对 指定 的 变量 取 极 小 值 ( 见 第 八 卷 $31). Ф Р, 是 超 导 回 柱 体 的 热力 学 势 (因为 


ТЕЕ В =0, ТЫ Ё, 与 自由 能 Е, 相等 ). 这 时 ,具有 一 条 涡 线 的 圆柱 体 的 
热力 学 势 为 











F=F.+Le- [И Вау= Е, +128. | вау. 
Le 项 是 涡 线 的 自由 能 (ZL 是 线 的 长 度 , 它 与 圆柱 体 长 度 相同 ) ,最 后 一 项 是 热力 
学 势 广 与 自由 能 下 的 差别 . 因为 物体 中 的 磁感应 强度 В 只 集聚 在 涡 线 附近 ,所 
以 | вау = Ld。, 这 里 фо 是 通过 涡 线 截面 的 磁感应 通 量 . 因此 
1,9 
4 


т 


Ё = Ё, +1е- Я (48.1) 


当 Ё, ЕЕ АНИ, Е А Е Е Е. 若 使 附加 量 等 于 零 ,我 们 
便 求 得 外 场 的 临界 值 : 


Ф 这 一 节 里 (以 及 本 节 的 习题 中 ) 所 讲述 的 结果 ,是 属于 А. А. Абрикосов 的 工作 (1957) . 
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Н, =4те/ф,. (48.2) 
我 们 现在 来 研究 单个 的 涡 线 结构 . 我 们 只 限于 讨论 当 
к>>1 (48.3) 


即 8 >> 2 时 的 重要 情况 .& ВОЛЕ АОН ЯХ, ПЕК 
内 从 零 (对 应 于 涡 线 轴线 上 的 正常 态 ) 变 到 对 应 于 基本 s 相 的 有 限 值 ;在 距 涡 线 
轴线 的 大 距离 + 上 , рТ 保持 恒定 @. 而 磁感应 强度 B(r) 变 化 得 相当 缓慢 ,只 在 
r~8>> 上 的 距离 上 才 衰 减 . 换言之 ,全 部 磁 通 量 基本 上 穿 过 涡 线 匣 以 外 的 区 域 ， 
这 里 Iw1? = 常数 (图 9). 





B(r) 





对 于 上 述 情 况 , 可 以 运用 伦敦 方程 (应 注意 ,方程 的 适用 性 与 温度 向 7, 的 趋 
近 无 关 ) 求 出 场 的 分 布 . 在 这 里 为 了 赋予 方程 以 所 需要 的 形式 ,首先 改写 联系 波 
函数 相位 与 超 导 电 流 密度 的 公式 (44.7) : 
А+ ухв- му, (48.4) 
此 式 中 引入 了 穿 透 深度 8, 并 把 j 用 磁感应 强度 表示 出 来 j=c V хВ/4т. 这 里 伦 
敦 近似 相当 于 假设 65= 常 数 . 我 们 将 等 式 (48.4) 沿 闭合 回路 С 求 积分 ,该 回路 转 
绕 涡 线 并 在 离 涡 线 轴线 为 ">> 志 的 距离 上 通过 . 根据 斯 托 克 斯 定理 ,将 4 的 积分 
变换 成 对 回路 所 围 的 面积 的 积分 ,我 们 得 到 : 





[воз фухв. do， (48.5) 
将 第 二 个 积分 也 作 同 样 的 变换 ,可 写成 
[lB+8 ух(ухв)) df= (48.6) 


等 式 右边 写 出 对 应 于 相位 只 增加 一 个 2 的 (不 等 于 零 的 ) 最 小 可 能 值 . 如 果 回 
路 5 在 离 涡 线 为 ">>5 的 距离 上 通过 ,此 处 场 和 电流 已 经 可 以 认为 是 不 存在 的 ， 
则 (48.5) 式 中 的 第 二 个 积分 便 可 以 忽略 ,因而 我 们 看 到 ,$ 与 聚集 在 单个 涡 线 
周围 的 总 磁感应 通 量 是 相同 的 . 但 涡 线 的 轴线 本 身 是 一 条 奇异 线 ,环绕 奇异 线 时 














Ф ”在 这 一 节 里 ,字母 "表示 圆柱 坐标 , 即 到 轴线 的 距离 . 
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将 改变 波 函 数 的 相位 . 
因为 对 于 任 一 回路 C( 满 足 上 面 指出 的 条 件 ) 等 式 (48.6) 都 应 得 到 满足 ,所 
以 根据 这 个 等 式 应 当 有 : 
B+8 Vx(VxB)=B-6AB=$,8(r), (48.7) 


式 中 + 是 涡 线 横 截 平 面 内 的 二 维 径 矢 . 在 这 个 方程 的 右边 记 入 8 函数 的 形式 , 表 
示 这 里 ~é& 的 距离 都 看 作 是 零 . 在 整个 空间 里 , 除 r= 0 的 线 以 外 ,(48.7) 式 与 伦 
敦 方程 (44.11) 是 一 致 的 ,但 对 于 描述 涡 线 , 需 要 r=0 时 具有 奇异 性 的 解 . 

在 8>>r >># 的 区 域内 ,距离 轴线 为 r 处 的 场 的 分 布 可 以 由 (48.5) 式 直接 
求 出 .我 们 选取 这 个 区 域 中 的 半径 为 + 的 圆周 作为 回路 С. 通过 这 个 回路 的 磁 感 
应 通 量 [(48. 5 ) 式 左边 的 第 一 项 ] 仅 仅 是 全 部 磁 通 量 的 一 小 部 分 , ВТ 
~ (5) 部 分 ;因而 我 们 把 它 略 去 不 计 . 在 第 二 项 中 dl 是 圆周 的 长 度 元 ,因为 矢 
量 召 的 方向 沿 着 z 轴 (以 涡 线 的 轴线 为 柱 坐标 系 的 轴 ) 因而 它 只 与 "有关 ,所 以 








_ _ 98, _ dB 
1. (УхВ) = У) В - 212-08, 
(1 是 与 圆周 相 切 的 单位 矢量 ). 因此 我 们 获得 方程 : 
2_dB_ go 
1. (ухВ) = 98 99. (48.8) 
由 此 
В =5ёа 2, ё <<г<<8. (48.9) 


由 于 这 种 关系 具有 对 数 性 质 , 积 分 上 限 (在 此 处 应 当 是 8~0) 可 以 规定 与 所 研究 
的 距离 + 的 上 界 相 一 致 . 
为 了 将 求 得 的 分 布 延 拓 在 r=8 的 区 域 ,我 们 运用 对 一 切 r >> Е 都 适用 的 方 
程 (48.7). 把 拉 普 拉 斯 算 符 在 柱 坐 标 中 展开 ,[ 考虑 到 В = В, (г) ] ,我 们 可 将 方 
程 ( 当 r 关 0 时 ) 重 写成 如 下 形式 ， 
B"+ LB'+8°B8=0, 
当 rw 时 这 个 方程 具有 递减 的 解 : 
B(r) = 常数 x K,(r/8). 
式 中 К 是 马克 多 纳 (Macdonald) 函数 [ 即 虚 宗 量 的 汉 克 尔 ( Hankel) ЖЖ]. Ж < 
数 通过 与 解 (48.9) 的 “接合 "来 确定 :这 时 需 利 用 熟知 的 << 1 时 的 极限 表达 式 
К, (=) =ш(2/2у) ,而 y=e =1.78. 于 是 最 终 有 
Ф, г 
В(г) жк (+) r >> 志 (48.10) 


特别 是 ,借助 熟悉 的 :一 % 时 的 渐 近 表 达 式 Ku(z) = (т/22) 2e 一, 便 求 得 远离 涡 
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线 轴线 的 衰减 规律 : 


B(r) = (48.11) 


и 
(8тгб? ) 

我 们 注意 到 超导体 中 和 液 氮 中 ( $ 29) 涡 线 的 性 质 很 相似 . 在 这 两 种 情况 都 
谈 及 了 奇异 线 , 绕 这 些 奇异 线 环绕 时 将 改变 凝聚 体 波 函 数 的 相位 . 在 液 氮 中 环绕 
涡 线 超 流 运动 的 环形 轨道 ,相当 于 超导体 中 的 环形 电流 ; 超 流 运动 的 速率 v, 按 
Тит 的 规律 减 小 , 超 导 电 流 密度 也 按 同 样 规律 减 小 ,如 : 

сф, 

8165г 
这 种 吻合 是 完全 自然 的 ,因为 两 种 情况 这 些 规 律 都 是 存在 奇异 线 的 直接 结果 .不 
过 ,在 液 氮 中 上 述 w(r) 的 依赖 关系 可 延伸 到 任何 距离 ,而 在 超导体 中 当 r >>6 
时 j(7) 便 按 指 数 规律 减 小 . 这 一 差别 与 电子 液体 的 带电 性 有 关 ,因为 带电 粒子 运 
动 会 产生 磁场 ,同样 地 ,这 种 运动 也 屏蔽 磁场 (如 果 粒 子 的 电荷 。 趋 于 零 , 则 穿 透 
深度 6 一 % ). 

现在 可 以 计算 涡 线 的 自由 能 . 591 (г >>¢) 的 空间 区 域 对 自由 能 的 贡献 ,由 
对 这 个 区 域 所 取 的 积分 给 出 : 


Fa = взу +8. | Су хучу, (48.13) 


事实 上 ,将 这 个 表达 式 对 В 取 变 分 ( 当 给 定 温度 , 即 给 定 6 时 ) ,我 们 便 直接 得 到 
r 关 0 的 伦敦 方程 (48.7)@. (48.13) 式 中 的 第 二 个 积分 ,在 86>>r >>¢& 区 域 的 两 
个 边界 上 呈 对 数 发 散 , 它 远大 于 第 一 个 积分 . 把 (48.8) 式 中 的 1V ХВА Е 
式 , 我 们 得 到 单位 长 度 涡 线 的 能 量 ; 
Фо 6б 
== ( ) м (48.14) 
此 式 具 有 对 数 准确 度 , 即 不 仅 要 求 6/# >> 1 ,而 且 也 要 求 mn(58AE) >> 1; 正 是 由 于 
有 这 种 准确 度 , 才 可 以 忽略 涡 线 营 对 e 的 贡献 . 
特别 是 ,由 (48. 14) 式 的 结果 能 够 证 明 上 边 得 出 的 论断 , 即 产生 具有 最 小 磁 
通 量 值 的 涡 线 在 热力 学 上 是 有 利 的 .事实 上 ,因为 涡 线 的 自由 能 与 同 涡 线 有 关 的 
磁 通 量 的 平方 成 比例 ,所 以 对 于 磁 通 量 为 nr 的 涡 线 来 说 ,在 能 量 中 将 出 现 一 个 
因子 л? ;再 把 这 样 的 涡 线 分 解 成 n 条 磁 通 量 为 $。 的 涡 线 时 ,将 使 能 量 赢 余 ” 48. 





j= 起 I1VxBI= (48.12) 
т 











Ф (48.13) 式 中 的 第 二 项 用 电流 j 表达 时 取 如 下 形式 : 
2 
2ne8 [Fay= ета. 
在 第 二 个 表达 式 中 再 作 代 换 :5 = тс? /(4те?п,) ЕЕ] = ep,s,/m 引入 超 流 分 量 的 密度 和 速度 ( 见 165 
页 的 注解 ) ,我 们 看 到 ,这 一 项 可 看 作 是 超 导 电 子 的 动能 . 
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将 (48.14) 式 代入 (48.2) 式 ,我 们 求 得 下 临界 场 





2% 5. 
а =. (48.15) 
当 ТТ, 时 ,考虑 到 (45.19) 式 ,上 式 也 可 以 写成 
шк 
На =Н, -——®. 48.16 
Ct ( ) 


随 着 外 场 的 增强 , 涡 线 数量 增多 ,因而 磁场 对 超导体 的 穿 透 增强 了 . 在 计算 
涡 线 之 间 的 相互 作用 时 ,热力 学 平衡 对 应 于 涡 线 的 一 定 的 有 序 分 布 ,后 者 构成 了 
二 维 格子 (在 圆柱 体 的 截面 内 )@. 在 任何 涡 线 数 密度 下 ,每 一 条 涡 线 的 轴线 仍旧 
是 一 直线 ,环绕 这 条 轴线 波 函数 的 相位 将 改变 2r. 磁感应 强度 对 圆柱 体 截面 的 
平均 值 

B=vg,, (48.17) 

式 中 v 是 通过 单位 截面 积 的 涡 线 数 . 事实 上 ,如 果 把 关系 式 (48.4) 沿 样品 整个 
截面 的 回路 求 积 分 ,那么 便 得 出 方程 (48.5) ,其 右边 为 Sv$。(5 是 截面 积 ) ;方程 
左边 的 第 一 个 积分 是 总 磁感应 通 量 58, 而 第 二 个 积分 是 边缘 效应 , 它 小 于 第 一 
个 积分 ,它们 的 比值 为 ~8/R(R 是 截面 的 线 度 ) ,因此 它 可 以 忽略 不 计 ; 当 然 , 这 
里 重要 的 是 :在 距离 为 ~6 处 环绕 涡 线 的 磁场 将 发 生 衰减 . 

只 要 各 涡 线 之 间 的 距离 d 大 于 关联 半径 ,就 可 以 断言 : 涡 线 磁场 是 单纯 蕉 
加 的 .事实 上 , 当 d >># 时 ,仍然 可 以 划 出 包围 任何 数目 涡 线 的 回路 ,并 使 它 处 处 
在 远离 涡 线 蕊 (距离 >>&) 的 地 方 通过 . 在 这 种 回路 上 满足 伦敦 近似 条 件 (5 不 
变 ) ,因此 我 们 又 重新 获得 稍 异 于 (48.7) 式 的 方程 ,其 中 右边 的 5 函数 换 成 宗 量 
为 到 每 条 涡 线 距 离 的 8 函数 之 和 . 由 于 这 个 方程 是 线性 的 ,因而 便 得 出 上 述 
论断 . - 
当 外 场 接近 于 Hs 时, 涡 线 间 的 距离 就 可 以 同 & 相 比较 了 .这 一 点 ,也 可 以 从 
临界 场 表 达 式 (47.2) 本 身 清楚 地 看 出 来 ,如 果 借 助 (45.9) 及 (45. 16 一 45. 18) 
式 ,可 将 (47.2) 式 写成 





及。 = фо/2тё , (48.18) 

此 式 对 应 于 集中 在 面积 为 ~ 上 的 通 量 bo 
当 名 = 及 :时 ,发 生 第 二 级 相 变 , 超 导 性 消失 了 . 就 这 种 相 变 的 一 般 理 论 的 实 
质 来 说 ,可 以 断言 :作为 外 场 函 数 的 序 参数 y 将 按 1y1* x 有 -8 的 规律 变 为 零 . 
另 一 方面 ,物质 的 磁化 强度 M=(B - Н) Ат 自身 ( 系 与 的 相位 选取 无 关 的 


外 ”因为 这 个 函数 是 根据 假设 In x >> 1 导出 的 , 当 x ~1 时 绝 不 能 用 它 ! 其 中 , 当 k = МВ, Н 
(和 及 一样) 自然 应 与 1. 相等 . 
© 看 来 , 涡 线 在 格 点 形成 等 边 三 角形 时 格子 最 为 有 利 . 
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量 ) 在 这 个 区 域内 与 1y1? 成 比例 . 考虑 到 9 = 及 :时 必 有 B=, 因此 我 们 得 到 
超导体 中 的 磁感应 强度 B 在 相 变 点 附近 依赖 于 外 场 的 如 下 线性 规律 : 
В-Н.«®-Н.. (48.19) 


2] я 


1. 试 计算 彼此 相距 d >> 志 的 两 条 涡 线 的 相互 作用 能 . 
解 :我们 将 两 条 涡 线 系统 的 自由 能 表达 式 (48. 13 ) 变换 一 下 形式 :其 中 只 在 
每 一 条 单独 涡 线 附近 进行 积分 .为 此 ,利用 方程 (48.7) ,我 们 写 出 : 
B2+6(VxB) =8| -В- Ух(УхВ) + (УхВ)? | =6' У · (ВхухВ) 
把 体积 积分 变换 成 如 下 积分 : 


Е 


кад = 


8 | (Вх(Ухв) ] - 4, (1) 
TI 


此 式 是 沿 包 国 涡 线 英 的 圆柱 形 表 面 /, 和 (其 小 半径 为 0;€ << <<5) 取 的 积 
分 . 当 d >>& 时 , 涡 线 磁场 是 可 加 的 , 即 В =B, +В, 涡 线 的 相互 作用 能 ,由 积分 
(1) 中 同时 与 B， 和 В, 有 关 的 部 分 给 出 : 


Le =8 | (В, ху xB,) ал+ | (В. ху хВ,) ХА! 


(97-0 时 ， [ (В, xVxB) df, 形状 的 积分 趋 于 零 ). МЛ (48.8) № 
(48. 10 ) 式 而 得 出 : 





特别 是 ,在 距离 d >> 所 处: 
2 1/2 
co (2) 

2. ИНЖЕНЕРНАЯ в, В рар 0 
依赖 关系 . 处 于 这 种 状态 时 ,各 涡 线 都 分 布 在 彼此 相距 d >>6 的 地 方 ,这 时 ,在 样 
品 的 截面 内 构成 等 边 三 角形 格子 . 

解 :等 边 三 角形 的 面积 等 于 /3d*/4(d 是 边 长 ) ,而 涡 线 数 等 于 格子 中 三 角形 
数 的 一 半 (N 个 三 角形 有 3N 个 格 点 ,但 格子 中 每 一 格 点 是 属于 六 个 最 相 邻 的 三 
角形 的 ) ,因此 v=2/Y3d’. 

处 于 混合 态 的 物体 ,其 单位 体积 的 热力 学 势 为 





ff + вы 
式 中 第 二 项 对 应 于 表达 式 (48.1)[ 其 中 及 ,由 (48.2) 式 给 出 ]; 在 第 三 项 中 ,el， 
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是 两 条 涡 线 的 相互 作用 能 ,并 对 穿 过 单位 面积 的 全 部 涡 线 进行 求 和 . 因为 当 
4d >>6 时 ea 按 指数 规律 减 小 ,所 以 求 和 式 中 只 考虑 相 邻 成 对 的 那些 线 就 足够 
了 .在 三 角形 格子 中 ,每 条 涡 线 有 6 个 最 相 邻 的 线 , 因 此 


ЕЯ У а= 5 У ға =Зив (4). 
я т 
把 上 题 公 式 (2) 中 的 eu 代入 上 式 ,得 : 
Ф [_®-На, 3ф 1" 
=}, + [ 21 + яв 22 |, 


” 2.3 тб? 
фата 与 名 的 依赖 关系 决定 于 夯 数 (a) 取 板 小 值 的 条 件 ;由 此 得 出 : 





3ф, 45 
-Н = А 3 
$-Нн. T° (3) 
(这 里 省 略 了 1/a <<1 的 更 高 次 项 ). 这 个 方程 连同 等 式 忆 =vg。, 即 
а=(2$.//36?В)'"?. 
可 确定 待 求 的 依赖 关系 ВОО). 应 注意 , 当 ФН. НЕЙ 48/46 & 
dB 1 ye | 





这 一 规律 趋 于 无 穷 大 . 
549 ”高 于 相 变 点 的 抗 磁 磁 化 率 


在 §45 末 曾 经 指出 , 序 参数 少 的 涨 落 在 7. 附近 的 温 区 变 大 ,而 超导体 的 这 
个 温 区 是 非常 狭窄 的 . 在 该 区 域 以 外 ,热力 学 量 涨 落 的 修正 ,一般 地 说 是 很 小 的 . 
但 是 ,对 于 高 于 相 变 点 的 金属 的 磁化 率 来 说 ,这 些 修正 还 是 很 重要 的 :由 于 涨 落 ， 
即使 有 相当 少数 的 超 导 电 子 出 现 , 便 能 对 磁化 率 有 贡献 . 这 种 贡献 大 于 远离 相 变 
点 的 正常 金属 所 提供 的 ,后 者 的 磁化 率 通常 是 很 小 的 @. 

现在 我 们 研究 处 在 弱 外 磁场 (多 << 4.) 中 温度 超过 7, 点 但 在 该 点 附近 的 金 
属 .这 里 , 序 参数 的 平衡 值 y=0, 为 了 算出 y 的 涨 落 需 要 运用 金 兹 堡 - 朗 道理 论 
中 的 自由 能 . 这 时 ,在 表达 式 (45. 10) 中 (注意 : 涨 落 很 小 ) 只 保留 峭 的 平方 项 ,而 
ВИТ" 的 项 ,并 把 4 理解 为 均匀 场 多 的 矢 势 ,与 少 的 涨 落 相关 的 磁感应 强度 
8 的 涨 落 是 的 平方 项 (由 于 电流 密度 j 取 平方 ). 因此 ,忽略 В 的 涨 落 时 ,在 
В?/Вт 项 中 就 可 以 将 В 理解 为 磁感应 强度 的 (热力 学 ) 平 均值 . 所 以 在 有 涨 落 的 








Ф 这 个 效应 是 B. В. Шмидт( У. У. Shmidt) (1966 ) 指 出 的 . 
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情况 下 ,金属 总 自由 能 的 变化 由 如 下 的 表达 式 一 一 y 的 泛 函 给 出 @: 
Ағу) = | [35| ( ( -过 -24 } )+ |" защ | ar (49.1) 


为 计算 对 自 о AF ,需要 把 泛 函 (49. 1) 视 为 “等 效 哈密 顿 
量 ”, 由 此 根据 公式 
exp{ - 售 ) = [ею ( -A ) ру (49.2) 
可 求 出 AR ,这 里 是 对 y(r) 的 全 部 分 布 求 泛 函 积分 ( 见 第 五 卷 $147). 这 一 积 
分 ,实际 上 可 以 这 样 实现 :将 少 展 成 某 一 完备 的 本 征 函 数 系 , 并 对 这 个 展开 式 的 
无 穷 多 个 系数 求 积分 . 在 无 外 场 的 均匀 系统 的 情况 下 ,可 以 简单 地 展 成 平面 波 
(例如 ,参看 第 五 卷 147 中 的 习题 ). 
但 在 目前 的 情况 下 ,应 按 哈密 顿 量 (49. рона" 
二 人 ту -224] y=Ey (49.3) 
的 本 征 函 数 进行 展开 . 在 $47 中 曾经 指出 ,这 个 方程 与 均匀 磁场 中 粒子 (质量 为 
2m ,电荷 为 2e) 运 动 薛 定 谓 方程 在 形式 上 是 一 致 的 .方程 的 本 征 函 数 用 一 个 离散 
的 (n) 和 两 个 连续 的 (p,,p,) 量子 数 编号 ,而 本 征 值 只 与 n 和 p,(z 轴 沿 © 的 方 
向 ) 有 关 , 并 由 如 下 公式 给 出 : 








Е +в.) = (5+2 Ре, (49.4) 
不 同 本 征 函 数 ( 具 有 给 定 的 n,dp. 区 间 内 的 p. 和 所 有 可 能 的 p, 值 ) 的 数目 为 
2lel® 
(2тй)?с Р: 


见 第 三 卷 $112). 
为 简便 起 见 ,我 们 把 量子 数 n,p,,p, 的 集合 用 一 个 记号 g 来 表示 ,因而 我 们 
将 函数 (7) 的 展开 式 写成 
y= Ус, (1), (49.5) 


式 中 c=cs +”, 是 任意 的 复 系数 ,而 本 征 函 数 满足 归 一 化 条 件 : lylrdy=1 
(这 里 是 按 金 属 体积 求 积 分 ). 

将 展开 式 (49.5) 代 入 (49.1) 式 ,首先 可 把 对 体积 求 积分 变 为 对 9 求 和 . 事 
实 上 ,将 第 一 项 进行 分 部 积分 , 便 得 出 (49.1) 式 的 如 下 形式 : 





Ф 为 避免 误解 起 见 , 我 们 强调 指出 :对 于 超导体 ,磁场 并 不 是 在 第 五 卷 $144 中 所 引入 的 那 种 意义 
的 “外 场 "h. 后 者 ,本 来 应 当 以 -h(y +w" ) 项 的 形式 包含 在 自由 能 之 中 ,但 在 目前 的 情况 下 显然 是 不 可 
能 的 ,因为 这 样 的 项 对 于 少 的 相位 的 选取 不 是 不 变 的 . 
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АРУ] = | 位 去 ( -这 -24 ) фу" ау ау 
将 (49.5) 式 代 人 上 式 ,并 考虑 到 每 一 个 函数 и, 都 满足 方程 (49.3) (ЖФ Е = 
E,) ,以 及 不 同 4 的 本 征 函 数 是 相互 正 交 的 ,我们 便 得 : 
AF[y] = У Че, (Е, жа). (49.6) 
(49.2) 式 中 的 泛 函 积分 是 指 对 所 有 dc'dc", 求 积分 . 作 (49.6) 式 的 代 换 之 
后 , 按 所 有 这 些 变 量 分 开 积分 ， et 














98р Ч} = Е" +а' 
或 агу т (49.7) 
用 量子 数 ” 和 p, 的 术语 ,此 表达 式 可 写成 
2 _у21«179 тТ 
аба У от в) с 之 Г. n Fp п+172) ча ЧР. (49.8) 


这 个 求 和 式 当 已 很 大 时 是 发 散 的 ,但 这 种 发 散 实际 上 是 虚假 的 ,并 只 与 这 
一 情况 有 关 : 原 来 的 公式 (49. 1) 仅 在 函数 少 (>) 缓慢 改变 ( 即 在 ~& 的 距离 上 
的 变化 很 小 ) 时 才 适 用 , 用 本 征 值 E, 的 术语 ,其 意思 是 只 允许 已 << те 在 
满足 所 提 条 件 的 某 大 А АВВ п 的 求 和 ， 我 们 利用 泊 松 公式 


5 (5+2) ~ Г Ла» уа) |" 


[ 见 第 五 卷 (59. 10) 式 ] 于 (49.8) 式 时 ,不 难 理 解 :这 个 公式 第 一 一 项 的 积分 给 出 与 
$ 无 关 的 对 自由 能 的 贡献 ;这 一 项 对 磁化 率 的 计算 并 不 需要 ,因而 我 们 把 它 略 
去 . 而 在 第 二 项 中 现在 可 以 取 Мо (因此 答案 中 去 掉 了 截断 参数 )@: 














ar 
Ar=v so | de: , 
48 т fime ) -. а+р:/4т 
最 终 求 积 分 后 ， 
ет.9? 
АЕ = (49.9 
24твс? Vma ) 
从 而 磁化 率 
LoAF_ eT. 
Хуа ты (та) (ТЕТ) (99210) 


(Н. Schmidt,1968;A. Schmid ,1969) . 我 们 看 到 , 当 温 度 接近 于 相 变 点 时 磁化 率 


Ф 在 系数 中 取 7~7。. УЧТЕТ, 附近 时 ,这 个 积分 中 的 几 个 重要 的 值 P ~ Vna ~ МЕСТ) << о, 
即 它们 都 满足 所 提出 的 条 件 . 
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将 随 (7T-7.) Т К. 在 这 个 区 域内 ,(49.10) 式 是 对 正常 金属 磁化 率 的 主要 
贡献 . 





习 题 

1. 一 薄膜 (厚度 d<<E&(7T) ) 处 于 垂直 于 其 平面 的 弱 磁 场 中 , 试 求 当 温 度 了 
>Т.,Т-Т. << Т, 时 薄膜 的 磁 矩 . 

解 : 膜 的 有 限 厚 度 使 得 (49.4) 式 中 的 量子 数 p, 具有 离散 性 ,并 且 对 于 薄膜 
来 说 ,在 (49.7) 式 中 应 只 限于 p, =0 的 值 (第 一 个 不 等 于 零 的 值 已 经 是 p, ~ 有/d， 
ЯЖЕ- В’ /та? >> 让 [me ~a). 对 给 定 n 和 p,( 以 及 所 有 可 能 的 p,) 的 本 征 浮 
ЖИЛЖХ 21е1 95/2 пс, ЖЗ 是 膜 的 面积 ;因此 (49.7) 式 中 对 9 的 求 和 应 理 
Ж (95/1) > .应 用 到 泊 松 公式 求 和 ,可 得 如 下 结果 : 





еТ.®? 
下 =S 一 一 
a 24ттс?а’ 
ЯН ЕЕ 
м- АЁ. _ ет. 
8 12ттсо(Т-Т,)' 


Жи, ЛЖ ТТ, 时 比 在 无 界 金属 的 情况 增 大 得 要 快 一 些 . 
2. 在 上 题 的 条 件 下 ,再 求 半径 尽 <<&(T) 的 小 球 的 磁 短 (B. В. Шмидт, 
1966). 
解 :在 这 种 情况 下 ,方程 (49.3) 的 全 部 本 征 值 中 重要 的 只 有 一 个 , 它 对 应 于 
本 征 函 数 小 = 常数 . 它 等 于 Eo。=e?R* 名 /10me?, 且 为 最 小 (关于 这 一 点 ,请 参看 
$47 习题 中 的 全 部 讨论 ). (49.7) 的 求 和 式 归 结 为 一 项 ,于 是 磁 算 
Т, дЕ, еТ.К?® 


M = -一 一 9 = 


а $ бтеа(Т-Т.)` 
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我 们 来 研究 被 电介质 薄 层 隔 开 的 两 块 超导体 . 对 于 电子 来 说 ,这 个 薄 层 乃 是 
一 个 势 鱼 ,如 果 这 个 层 足 够 薄 , 就 存在 电子 借助 于 量子 隧道 效应 穿 透 势 驳 的 有 限 
概率 . 即使 势 垒 透射 系数 很 小 ,只 要 不 等 于 零 就 具有 原则 性 的 意义 :这 时 两 块 超 
导体 成 为 一 个 统一 系统 ,因而 可 用 统一 的 凝聚 体 波 函数 来 描述 . 这 种 情形 引起 的 
效应 ,是 约瑟夫 森 (B. О. Josephson ‚1962 ) 首先 预言 的 . 

系统 凝聚 体 波 函 数 的 统一 ,其 意思 是 指 :在 无 外 加 电势 差 的 情况 下 ,通过 两 
块 超导体 之 间 的 结 ,可 以 有 超 导 电流 流 过 . 和 在 各 超导体 内 一 样 ,电流 密度 由 凝 
聚 体 波 函 数 的 相位 梯度 来 确定 ,可 见 , 流 过 结 的 超 导 电流 密度 7 与 结 两 边 的 相位 
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Ф, 和 Ф, ИНН ЖФ. НХ Ф, -Ф, 的 各 差 值 都 相差 2r 的 整数 倍 时 ,物理 上 
它们 是 相等 的 ,显然 函数 
1=ЛФ,„), Ф =Ф,-Ф, (50.1) 

应 该 是 以 27 为 周期 的 周期 函数 . 时 间 反 演 的 运算 将 改变 电流 密度 j 的 符号 , 同 
时 也 改变 相位 B,, 的 符号 (因为 各 波 函 数 可 换 成 自己 的 复 共 罗 函数 ). 这 就 是 说 ， 
函数 (50. 1) 必 定 是 奇 函 数 并 当 Ф, =0 时 变 成 零 . 当然 ,j( ,, ) 作 为 有 界 函数 , 它 
有 自己 的 极 大 值 和 极 小 值 , 当 相位 差 改 变 时 函数 也 在 这 两 个 值 之 间 改 变 ,由 于 是 
奇 函数 ,这 二 值 的 绝对 值 是 相同 的 ;我 们 用 +j, 表示 它们 . 

应 当 注 意 , 写 出 (50.1) 式 的 前 提 是 在 结 内 要 忽略 电流 的 固有 磁场 对 电流 的 
影响 . 否则 ,就 应 以 规范 不 变 的 表达 式 


| 


来 代 换 差 值 Фа. 由 于 电介质 层 的 厚度 非常 小 ,连续 函数 4.(*) 在 这 里 的 积分 容 
易 满 足 可 被 忽略 的 条 件 ( 势 4, 在 结 两 边 的 值 可 以 认为 相同 ). 

在 整个 温度 范围 内 ,函数 j( $, ) 的 形式 ,只 能 根据 微观 理论 来 确定 . 这 里 我 
们 仅 限 于 在 金 效 堡 - 朗 道理 论 的 适用 范围 内 , 作 唯 象 的 研究 . 

假如 电子 完全 不 能 通过 结 ,那么 每 一 块 超导体 的 波 函 数 少 在 结 自己 的 端面 
上 都 应 满足 边界 条 件 (45. 15) : 








ах с 

势 又 的 有 限 透射 率 和 结 的 边界 上 y 值 的 有 限 性 ,将 导致 在 这 两 个 条 件 的 右边 出 

现 不 等 于 零 的 .与 结 另 一 边 的 少 值 有 关 的 表达 式 . 由 于 在 相 变 点 7, 附近 很 
小 ,因而 在 这 些 函 数 中 可 限于 取消 的 线性 项 , 即 写成 

дуу 2ie у: д: 2ie 如 

Пере А а де =. 

系数 1/A 与 势 又 的 透射 率 成 比例 . 等 式 (50.2) 应 当 满 足 对 时 间 反 演 对 称 的 要 

求 :两 个 等 式 应 当 在 作 ww' ,A 一 -4 的 变换 时 仍旧 成 立 ;从 而 得 出 ,常数 入 是 

实数 [这 时 ,把 等 式 (50.2) 作 上 述 变换 ,两 等 式 便 直接 与 各 自 的 复 共 罗 式 一 致 ]. 

把 公式 (45.14) 应 用 于 结 的 任何 一 边 ( 璧 如 说 ,1 边 ) , 即 可 确定 通过 结 的 超 

导电 流 值 和 函数 光 的 相位 差 之 间 的 关系 : 





(50.2) 


Ф 为 了 使 通过 结 的 超 导 电流 具有 可 观测 到 的 值 ,电介质 层 的 厚度 实际 上 应 当 非常 小 : ~ 10 -7 от. 
这 样 的 距离 甚至 小 于 超导体 中 最 小 的 特征 参数 长 度 一 一 相干 长 度 名 .就 此 意义 来 说 ,电介质 层 应 当 看 作 
是 无 限 薄 的 层 , 而 层 内 相位 的 行为 ,在 理论 上 根本 还 未 出 现 . 
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,2 ieh род. дг 
і ( 


2+ 
И 55) Ан 办 
将 边界 条 件 (50.2) 中 的 中 ! 代 人 上 式 , 便 得 : 


ей. . 
ах, рг). 


对 于 两 块 同样 金属 间 的 结 来 说 ,wy, 和 у, 这 两 个 量 仅仅 是 相位 不 同 而 已 ;于 是 ， 
我 们 求 得 电流 密度 : 





і= - 


j=j,sin Ф, і. рп. (50.3) 


当 接 近 于 相 变 点 时 ,1y1? 和 了 . -了 一 样 趋 于 零 ; 因 此 ,通过 结 的 最 大 电流 密度 也 
按 同样 规律 趋 于 零 〇 . 

现在 让 外 电源 给 隧道 结 加 上 一 定 的 电势 差 , 即 在 结 内 有 了 电场 E. 这 里 我 们 
用 一 个 标 势 (这 里 用 V 表示 ) 来 描述 这 个 电场 :E = - VV. 这 个 场 对 通过 结 的 超 
导电 流 的 影响 ,根据 规范 不 变性 的 要 求 就 能 解释 明白 . 

在 无 电场 (Y=0) 的 情况 下 , 波 函 数 的 相位 与 时 间 无 关 :38$/9t =0@. 为 了 把 
这 个 等 式 推广 到 有 电场 的 情形 ,我 们 指出 :普遍 的 关系 式 对 于 标 势 的 规范 变换 

vay- 200 (50.4) 

应 当 是 不 变 的 ,这 里 并 未 涉及 到 矢 势 (假定 它 与 时 间 无 关 ). 这 里 恰好 和 导出 变 


换 (44.3) ,(44.6) 时 的 做 法 一 样 ,我们 发 现 : 和 YY 变换 的 同时 , 波 函数 的 相位 应 
按 


(9 (50.5) 
进行 变换 . 因而 显然 ,关系 式 
Әф 2e 
二 +70 (50.6) 


是 规范 不 变 的 , 当 V=0 时 ,此 式 变 成 2 =0. 


Ф 基于 BCS 模型 的 微观 理论 证 明 : 在 任何 温度 下 ,j 和 ,1 之 间 都 有 (50.3) 式 这 种 关系 . 该 理论 可 
以 将 加 同 处 于 正常 态 的 两 块 金属 之 间接 触 区 的 电阻 联系 起 来 . 关于 这 一 理论 的 讲述 ,可 以 从 下 书 中 查 到 : 
И. О. Кулик, И. К. Янсон 著 超 导 隧道 结构 中 的 约瑟夫 森 效 应 . 莫斯科 :科学 出 版 社 ,1970. 英 译本 :I 0. 
Киік, Т. К. Yanson，The Josephson Effect in Superconductive Tunneling Structures. Israel Program Гог Scientific 


Translations ，Jerusalem 1972. 


Ф 我 们 提醒 一 下 (比较 112 页 上 的 注解 ) ,因为 系统 的 哈密 顿 量 万 换 成 末 = 下 -六 让 ,时 间 因 子 exp 
( -2ixt 才 ) 便 从 波 函 数 中 消失 - 
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在 电场 与 时 间 无 关 的 情况 下 ,将 等 式 (50.6) 积 分 ,得 : 
о _2е 
Ф=Ф® -FY 
式 中 B"" 与 时 间 无 关 . 所 以 ,如 果 给 结 加 上 恒定 的 电势 差 y,, , 则 结 上 的 相位 差 


(0) _2е 
Фи = Ba - 1. 


ћ 
将 此 式 代 入 (50.3) 式 ,我 们 求 得 通过 结 的 超 导 电流 


АСУ Ру). (50.7) 
我 们 得 出 一 个 极 好 的 结果 :给 隧道 结 加 上 恒定 的 电势 差 , 便 能 出 现 频率 为 
2 
wj == 1еҮ,, 1 (50.8) 


ћ 
的 交 变 超 导 电 流 . 

在 结 内 消耗 的 功率 由 乘积 jy, 给 出 , 它 对 时 间 的 平均 值 等 于 零 , 也 就 是 说 外 
电源 不 存在 惯常 的 能 量 支出 一 一 无 能 量 耗 散 的 超 导 电 流 本 应 如 此 . 但 是 应 当 强 
调 , 当 存在 外 电动 势 时 ,也 有 一 定 的 伴 有 能 量 耗 散 的 正常 电流 (VV, 小 时 很 弱 ) 流 
经 结 . 

因为 了 对 Bs, 具 有 周期 性 依赖 关系 ,以 及 ,对 时 间 具 有 线性 依赖 关系 ,从 
这 一 事实 就 可 以 得 出 通过 结 的 超 导 电流 以 频率 (50.8) 作 周期 性 变化 的 结论 ;这 
个 结论 与 对 电势 差 大 小 的 任何 假设 均 无 关系 . 但 具体 的 公式 (50.7) ,只 在 频率 
о 小 于 超 导 性 特征 频率 А/В, ВЕ 

hw, =21еУ! <<А(Т) 
的 条 件 下 才 成 立 . 
习 题 

一 电路 由 电阻 丸和 具有 隧道 结 的 超导体 串联 而 成 ,电路 中 作用 一 电动 执 
WV, 试 写 出 电路 中 的 电流 方程 . 

解 : 电 路 的 总 电压 降 V，=RJ+V, 其 中 是 流 经 电路 的 电流 ,VW 是 结 上 的 
电势 差 四 . 将 J= Jusin ,和 (50.6) 式 中 的 了 代入 此 式 ,得 : 

Ва у пуща фа. 
2lel дг 9 ы Е: 
应 注意 ,用 这 个 方程 所 描述 的 交 变 电 流 具 有 非 正弦 性 质 . 


$51 超导体 中 电流 与 磁场 的 关系 
当 一 切 物理 量 在 物体 体积 内 处 处 缓 变 的 极限 情况 ( 伦敦 情况 ) 下 ,在 $44 中 


Ф 在 小 的 情况 下 ,我们 忽略 了 超导体 中 微弱 的 正常 电流 . 
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曾 得 到 超导体 中 电流 和 磁场 之 间 的 关系 式 ;这 时 ,假定 磁场 是 弱 场 , 即 小 于 它 的 
临界 值 , 我 们 现在 对 此 问题 在 静 磁场 于 空间 作 任意 变化 的 一 般 情况 进行 研究 ,这 
时 仍 假定 磁场 是 弱 场 , 所 谓 * 任 意 ", 在 这 里 是 指 : 场 在 ~ 名 的 距离 上 可 以 有 显著 
的 改变 [当然 ,在 数量 级 为 晶 格 常数 的 距离 上 场 的 变化 仍然 是 小 的 ;因此 介质 
(金属 ) 的 不 均匀 性 在 原子 距离 上 是 无 关 紧要 的 ] 

在 一 般 情况 下 ,无 界 的 介质 中 电流 和 磁场 之 间 的 关系 ,用 如 下 积分 公式 表 
Ж: 

йб = - {Qalr-r Ar) ds’, (51.1) 

式 中 核 04 只 与 介质 本 身 的 性 质 有 关 D. (51. 1) 式 的 线性 关系 相应 于 磁场 微弱 这 
一 假设 . 

我 们 知道 ,电流 密度 可 以 看 作 是 系统 能 量 对 矢 势 的 变 分 微 商 : Ч 4 取 变 分 
时 ,系统 哈密 顿 函数 的 改变 为 


ён = 1 [увай 
с 


( 见 第 三 卷 (115.1) 式 ). 因 此 (51.1) 式 中 的 核 Qx* 是 二 级 变 分 微 商 ,对 二 重 微 商 
[对 hi(r) 和 4,(r') 的 微分 ] 次 序 的 对 称 性 表现 在 : 


Qa(r-r’) = 0, (т-р). (51.2) 
将 A4(r) 和 j(r) 展 成 侍 里 叶 积 分 ,我 们 可 以 写 出 (51.1) 式 的 传 里 叶 分 量 : 
ЛОЮ) = -Qu(k)A (kK), (51.3) 


其 中 由 于 有 (51.2) 式 ,Qa(k) = Qi( -К). 

函数 Qa() 的 一 些 重 要 性 质 ,只 要 根据 规范 不 变性 的 要 求 即 可 得 出 . 在 作 
规范 变换 4(r) 一 4(r) +YX(r) 或 取 傅 里 叶 分 量 

А(К)>А(К) + (К) 
的 情况 下 ,电流 7 不 应 改变 . 这 就 是 说 , 张 量 0 (К) 必须 与 波 矢量 正 交 : 
Qa(k)k, =0. (51.4) 

特别 是 ,在 立方 对 称 晶体 中 ,Qux 的 张 量 关 系 归 结 为 64 和 kk 形 的 一 些 项 ;于 是 ， 
由 (51.4) 式 得 : 


Qa = (54 -i ) Qk), (51.5) 


式 中 Q(k) 是 标量 函数 . 
下 面 我 们 选取 势 的 规范 :Y + А (л) =0, 对 于 储 里 叶 分 量 , 即 指 k: A(k) =0. 
因此 电流 和 势 的 关系 (51.3) 归结 为 等 式 


Ф 关于 无 界 介质 问题 ,在 这 个 关系 中 只 具有 形式 上 的 意义 . 它 的 实际 意义 是 ,以 后 可 以 把 它 的 结果 
应 用 于 有 界 介质 的 问题 一 一 见 下 一 节 . “ 
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КЮ = - О(К)А(К), (51.6) 
即 只 用 标量 函数 Q(K) 便 可 确定 这 一 关系 . 
伦敦 情况 对 应 于 0 时 ОСК) 的 极限 表达 式 . 对 方程 (44.8) 


еп, 
Ух] = - —УхА 
тс 


的 两 边 施行 Y x 运算 ,并 考虑 等 式 Y СА =0, 则 不 难 求 得 这 个 表达 式 . 注意 到 由 
于 连续 性 方程 以 及 Y ' 了 =0, 故 得 : 


2 
еп, 





Ај = - 24А. 


因而 在 无 界 空间 中 ,对 于 处 处 有 限 的 函数 j(r) 和 A(r) 可 得 : 
2 
куте 
Кг) = А (ғ). (51.7) 


即 每 一 点 的 电流 值 仅 决定 于 该 点 的 矢 势 值 . НРА ЛОК) 和 4(K) 之 间 也 有 
同样 的 等 式 , 将 它 与 (51.6) 式 对 比 即 可 得 到 与 无 关 的 Q(K) МФ, 

еп, с 

О) аг давт щ &—0. (51.8) 

本 节 的 以 下 内 容 是 计算 BCS 模型 中 的 Q(k). 我 们 已 经 说 过 ,这 个 模型 指 的 

是 粒子 (电子 ) 间 呈 弱 相互 吸引 的 各 向 同性 的 简 并 费 米 气体 . 同时 假定 这 些 粒子 

都 以 自己 的 电荷 。 与 磁场 发 生 相 互 作用 . 

在 $42 中 曾 写 出 无 外 场 情况 下 的 费 米 气体 的 温度 格林 函数 方程 (42.5). 磁 


场 的 引入 是 在 (7.7) 式 的 哈密 顿 量 启 " 中 以 算 符 变换 Y-*V -ieA/ec 的 方式 实现 
的 @. 因此 在 名 的 方程 (7.8) 中 也 进行 同样 的 变换 ,相应 地 在 类 似 的 客 * 方 程 中 需 


о + ieh/e; 显 然 ,对 于 到 和 到 的 方程 ,也 如 此 变换 . 自 旋 项 ( -er . 
н) ,对 应 于 电子 磁 拓 与 磁场 的 直接 相互 作用 ,因为 该 项 很 小 ,在 哈密 顿 量 和 方程 
中 可 以 忽略 不 计 . 算 符 v 作 用 在 函数 多 (7,7;7,7) 和 (тогут огт) ЕЕН, НУ 


于 将 算 符 灾 (7,r) 和 (7,r) 取 微 商 . 因此 ,在 方程 (42.5) 中 也 是 借助 于 同样 的 
У-У + еА/с 而 引进 磁场 的 . 

有 外 场 存在 时 ,将 破坏 系统 的 空间 均匀 性 ,因此 格林 函数 对 宗 量 "和 六 的 依 
赖 关 系 已 不 属于 对 rr' 的 依赖 关系 ;但 格林 函数 对 7 和 r' 的 依赖 关系 ,仍旧 只 
是 通过 差 + - r' 来 表达 : 











Ф 在 这 一 节 及 以 下 各 节 中 把 伦敦 穿 透 深度 记 为 5 . 
© ”本 节 以 下 的 叙述 中 [在 方程 (51.9 一 51. 19) 中 ] 取 入 = 1 
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位 + 二 [v -EA(7) № +и] Уи) +ЕЕЯ({,;т,г’) = 5(г), 
{- і, + 去 [v 十 A(7) Г + иго -gS3° (4, ;г,г') = 0. 
(51.9) 
在 弱 磁 场 的 情况 下 (这 里 我 们 只 研究 这 种 情况 ) ,这 两 个 方程 可 以 线性 化 ; 
我 们 取 : 
P= 79.7 0, 
(51.10) 
П 0 я 
(两 式 中 第 一 项 是 无 外 场 时 的 函数 值 ,而 第 二 项 是 场 的 线性 微小 修正 量 ). 因而 
两 个 方程 中 只 保留 4 的 一 级 小 量 的 项 . 
此 时 应 注意 :存在 外 场 时 , ЕЖЕ РА 信也 要 改变 ,在 这 种 情况 下 , 它 不 
归结 为 一 个 常量 . 但 是 , 当 我 们 选取 
V .4=0 (51.11) 
这 种 矢 势 规范 时 ,改变 并 不 复杂 .事实 上 ,标量 函数 与 中 对 不 变 的 与 人 " 值 的 一 级 
修正 只 与 V А 成 比例 ,并 在 (51.11) 条 件 下 变 成 零 . 因此 ,在 满足 所 需 准 确 度 的 
情况 下 ,在 各 线性 方程 中 可 以 取 5 与 =& 与 ") =4, 式 中 4( 实 量 ) 是 无 外 场 情况 下 
ВЕЗЕ ВОВЕ Я. 
结果 ,(51.9) 式 的 线性 化 方程 取 如 下 形式 : 


(к, чи) Я отт) + AF (фо = 
= А (и 7), 
3 (51.12) 
(= і, + КА жи) зт) - АР (г.г) = 
= A(T) VF (улт). 
тс 


由 于 这 两 个 关于 4 的 方程 是 线性 的 ,只 要 对 场 的 一 个 侍 里 叶 分 量 求解 便 
可 , 即 
А(г) =A(k)e™”, k.A(k)=0. (51.13) 


A(r) 取 这 种 形式 时 ,我 们 可 以 立即 把 函数 多 和 .对 r+r' 的 依赖 关系 
分 离 出 来 , 取 : 
(фть) враг т)е п (51.14) 


я (дк, (т), 
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这 样 ,(51.12) 式 中 的 第 一 个 方程 分 离 之 后 取 如 下 形式 ; 

(У) ии) Аан) = 

= ід (к) РУ 9 (рес). 

тс 
对 于 第 二 个 方程 也 同样 如 此 . 我 们 现在 将 西数 g 和 /对 г -进行 传 里 叶 变换 . 
最 终 ,我 们 得 到 下 面 的 代数 方程 组 ; 

[е -起 (Pp 6) чи |8.) + АКФ.) = 
Е 


е 
=- р А(Е) Я (zp -os), 
тс ( 2) (51.15) 


Ў 
[- 世 -去 (e+ 去 ) жар) Аар) = 
е = Е 
РАЯ ® (tp -5 
利用 函数 多 中 和 .多 的 表达 式 (42.7 一 42.8) 作 简单 的 变换 之 后 , 便 得 出 
这 两 个 方程 的 解 : 
(这 +1.) (i, +.) +4? 
(2+) (ts +=) 
фе, =s(p +k/2) ‚1, =п(р +k/2)[ 下 面 我 们 不 再 需要 函数 f(Z,,p)]. 


现在 我 们 来 计算 电流 . 为 此 ,我 们 需 把 熟知 的 二 次 量子 化 表象 中 的 电流 密度 
的 算 符 表 达 式 下 


15354984. - #1 (9%) 1-24: $, 
作为 计算 的 依据 . 
为 了 把 这 个 算 符 变 到 松原 绘 景 中 去 ,只 朗 把 海 森 伯 算 符 多 , 字 * 换 成 松原 算 


У", 7 即 可 .回顾 一 下 格林 函数 的 定义 (37.2) ,我 们 发 现 :电流 密度 ( 算 符 ? 的 
对 角 和 矩阵 元 , 按 吉 布 斯 分 布 求 平均 ) 可 以 写成 : 


т) = (у! у) (тутт), 
式 中 是 粒子 数 密度 (因子 2 是 来 自 于 多 ,=2 多 ). 
将 多 = 多 + 多 中 代入 (51.17) 式 时 ,多 中 项 消失 了 ,因为 对 于 均匀 且 各 向 





е 
(OP) = -AP А(Е) (51.16) 


_ Ат, (51.17) 
тс 


Ф 见 第 三 卷 $115. 这 里 省 略 了 粒子 自 旋 对 电流 的 贡献 项 . 对 于 非 铁 磁 系 统 来 说 ( 这 时 格林 函数 27 
=59) ,这 一 项 在 求 平 均 时 变 为 零 . 
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ПОА 7 Сг) А ЕО г -r'=0 时 变 成 零 . 同样 地 
把 了 Вет -r' 进 行 傅 里 叶 展 开 , 得 : 
т) т У, К-т 1-е, 
把 (51.13) 和 (51. 14) 式 中 的 4(7) 和 多 "代入 之 后 , 则 有 
2e7 пе? 
о = т У Гое) сБ, у А00): 


将 (51. 16) 式 中 的 ЖА 上 式 , 最 好 立即 考虑 矢量 j(X) 和 A(k) 的 横 
向 性 ,并 在 垂直 于 大 的 平面 内 对 р, 的 方向 求 平均 ,所 用 的 公式 为 





ЕР а А 
Рори = 96 (6, -a), 
式 中 6 是 k 和 p 之 间 的 夹 角 . 结果 我 们 求 得 确定 j(k) 和 A(k) 之 间 关 系 的 函数 
CO 
096 +1.) (4, +2.) +4* dp пе? 
90) = о. т ВЫ 
(51.18) 





Е 1 ку 
=. =1. +4, т, =5т(Р=5.) и. 
这 里 所 写 的 积分 和 求 和 从 表面 上 看 是 发 散 的 . 虽然 这 种 发 散 实际 上 是 虚假 
的 ,但 是 在 计算 时 要 慎重 :在 消除 发 散 以 前 ,计算 结果 甚至 可 能 与 求 积分 与 求 和 
的 次 序 有 关 . 
但 这 种 困难 可 以 避 开 ,只 要 事先 考虑 到 这 一 明显 的 情况 便 可 : 当 A=0 时 定 
有 Q =0, 即 在 正常 金属 中 根本 不 存在 超 导 电 流 . 因此 ,只 要 从 (51.18) 式 中 减 去 
4=0 инает, 我 们 就 不 用 更 改 答案 了 : 
(这 +т,) (4, +.) +4? 
ОЕ Вы (++) ^ 
1 5 _dp 
C6 n,n) (277 了 
这 个 表达 式 已 很 好 地 收敛 ,因而 其 中 可 以 按 任 意 次 序 求 积分 和 求 和 . 
首先 应 当 指 出 :我们 感 兴趣 的 上 值 很 小 ,其 意思 是 k << pi; 此 不 等 式 简单 地 
表明 这 一 事实 :超导体 中 磁场 和 电流 发 生 改 变 的 特征 距离 远大 于 粒子 间距 ( 即 
远大 于 ~1/p;). 
我 们 先 在 (51. 19) 式 中 对 dp 求 积分 . 这 个 积分 基本 上 集中 在 费 米面 附近 的 
动量 罕 域 之 内 , 即 在 IP -ps1 ~k 的 区 域内 .在 这 个 区 域 里 ， 


1.=7 < 二 okeos 0~ve(p р) асов Ө, 


(51.19) 
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被 积 式 中 的 因子 p* ЯГА Ў рр, ПНВ ЖЕ dp 求 积分 换 为 对 2mmprdmdcosbg 求 积 
分 .此 后 ,(51.19) 式 花 括 号 中 的 第 二 项 对 dm 的 积分 将 变 成 零 ,因为 积分 路 线 现 
在 可 以 在 的 复 平面 内 由 无 限 远 半圆 周 封闭 而 成 ,因而 积分 变 成 零 是 被 积 式 的 
两 个 极点 位 于 同一 个 半 平 面 (是 上 半 平 面 或 下 半 平 面 取决 于 “, 符号 ) 内 的 结果 . 
(51. 19) 式 的 第 一 项 对 dm 的 积分 是 容易 的 ,此 后 只 剩 下 对 变量 x = сое 的 积分 . 
再 根据 等 式 pt =3m*n 引入 密度 ,我 们 得 到 最 终 的 结果 (用 通常 的 单位 ) : 
ЗтТпе © | A’(1 - а?) бх 
QE) = > | Г + д? + (Во, а/2)2 002 + д2)" 
Ф, = (25 +1)тТ 





(51.20) 
( 1. Вагдееп ,І.. №. Соорег, Ј. В. Зермейег, 1957) © 
ТЕБ ЕЛЕ ВЕ Т СКА, << 1, Дф &, ~ Ао, ХД, ~ ВИТ, 是 相干 长 
度 ) ,可 以 证 明 :表达 式 (51.20) 归结 为 与 大 无 关 的 伦敦 表达 式 (51.8) ;这 里 我 们 
将 不 讨论 此 问题 . 
在 相反 的 极限 情况 下 ,这 时 А, >>1, 在 (51.20) 式 的 积分 中 x 二 7./hkv; <<1 
区 域 是 主要 的 . 因此 被 积 式 分 子 中 的 x? 与 1 相 比 可 以 忽略 ,然后 ,由 于 积分 收敛 
得 快 ,因而 积分 可 以 从 - % 扩 大 到 % .结果 求 得 : 
Зтпе?Т < А? 
000) < зтеһь,& ,A 2 +" 
利用 (42.10) 式 进行 求知 ,我 们 可 将 此 公式 表 为 @ 














=-B. 
Q(K) др’ 
_4тпе Зл, A 
B= me та АЕ >>1 (51.21) 


М Т<<Т, В, п, =п,А=Д,, Р В - 1/5, Ч Т, -Т<<Т. 时 ,能 隙 4 很 小 ， 

因此 tanh(A/27) ~A/27,; 考 虑 到 式 (40.4 一 40.5),(40.16) ,我 们 又 重新 得 出 
B~1/6i&。. 所 以 ,在 从 0 8] Т, 的 整个 温度 范围 内 都 有 

B~1/6é,. (51.22) 

因而 ,函数 Q(k) 在 k1/&。 区 域内 大 致 保持 不 变 ( 其 中 ,在 k=0 点 附近 按 

№ 的 寡 作 正则 展开 ) ;超出 这 个 区 域 ,函数 0(k) 是 衰减 的 ,并 当 大 >> 16, 时 按 





Ф 这 里 所 讲 的 借助 温度 格林 函数 获得 这 一 结果 的 方法 ,是 属于 A. A. Абрикосов 和 Л. П. Горьков 
(1958) 的 工作 . 

Ф 这 种 形式 的 公式 ,是 A. B . Pippard,1953 年 还 在 微观 超 导 理 论 建 立 之 前 ,根据 定性 的 考虑 提出 来 
в. 
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Е 的 规律 衰减 . 函数 ОСК) 的 这 种 行为 对 应 于 坐标 函数 (г) ,后 者 在 r<& 的 
区 域内 ( 按 1/r) 规 律 衰 减 得 慢 , 超 出 这 个 区 域 则 按 指数 规律 很 快 地 衰减 . 因此 ， 
磁场 和 电流 之 间 的 关联 总 是 延伸 在 ~ 名 的 距离 上 . 应 当 强 调 ,这 一 论断 在 从 零 
到 了. 的 整个 温度 范围 内 都 成 立 . 因而 ,在 $ 44 中 所 作 关 于 超 导 性 特征 长 度 & 的 
普 适 性 的 论断 ,在 此 我 们 得 到 了 征明 . 
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现在 我 们 把 上 一 节 得 出 的 结论 应 用 于 外 磁场 对 超导体 的 穿 透 问题 (这 一 问 
题 的 伦敦 近似 情况 曾 在 $ 44 讨论 过 ). 

设 超导体 的 界限 为 占据 * >0 半空 间 的 平面 ,而 外 场 多 ( 随 之 也 有 超导体 内 
的 磁感应 强度 B) 平 行 于 表面 并 沿 z 轴 方 向 . 于 是 所 有 的 量 只 与 坐标 x 有 关 , 此 
时 电流 7 和 矢 势 4( 在 Y .4 =0 规范 内 ) 都 沿 y 轴 方向 . 麦克斯韦 方程 V xB = 
— ДА =4mj/c 归 结 为 





А"(х) = 0905), х>0. (52.1) 


式 中 的 “”“ 表 示 对 х 的 微 商 . 
对 于 入 射 到 金属 表面 的 电子 而 言 ,这 个 方程 的 边界 条 件 与 金属 表面 的 物理 
性 质 有 关 . 最 简单 的 情况 ,是 电子 从 金属 表面 作 镜 面 反射 . 显然 ,遵从 这 种 反射 定 
律 时 ,半空 间 问题 等 价 于 无 界 介质 问题 ,在 这 个 问题 中 , 场 4(x) 沿 x=0 平面 的 
两 边 对 称 分 布 [4(x*) =4( -x)]. 这 时 ,作为 * 奇 函数 的 微 商 4'(z*) , 当 *=0 时 
不 连续 ,并 当 * 通过 零 时 改变 符号 . 换言之 ,无 界 介质 问题 中 半空 间 平面 上 的 条 
件 B=4'= 岛 对 应 于 条 件 
A'( +0) -A'( -0) =2$. (52.2) 
将 方程 (52.1) 乘 以 e-*, 并 将 它 在 从 - % 到 % 的 界限 内 对 dx 积分 . 在 方程 
的 左 端 写 出 
[лечь 「 Сапе) d+ (Me) dr +i [леа 
头 两 项 积分 共同 给 出 -2 ,而 末 项 已 经 可 以 简单 地 分 部 积分 ,因为 函数 4(x) 在 
x =0 处 连续 . 结果 我 们 得 出 等 式 
оф + 4( =", 
式 中 4(k) 和 jk) 分 别 是 定义 在 整个 空间 中 的 函数 4(x) 和 j(x) 的 侍 里 叶 分 量 . 
因此 可 用 关系 式 j(k) = - Q(k)4( 上 ) 把 这 两 个 量 联系 起 来 ,这 里 0(k) 由 上 一 节 
中 得 出 的 公式 给 出 . 所 以 ,我 们 求 得 场 的 傅 里 叶 分 量 


2 2 
Е +40 (В) с 








А(К) = - (52.3) 
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穿 透 深度 5 定义 为 中， 
5- 襄 ”B(z)dx= 
将 4(x =0) 用 傅 里 叶 分 量 4A(k) 表 达 出 来 ,并 将 (52.3) 式 的 4A(k) 代 入 ,我 们 有 
1 (- ав 1 а 
= А0527 (2 40 
在 这 个 积分 中 , 尼 т/с 的 上 的 值 域 起 主要 作用 . 在 伦敦 情况 ( 当 д, >> 5, 
时 ) ,这 些 值 很 小 , 即 当 АЕ, << 1. 这 时 0Q(k) 由 与 上 无 关 的 表达 式 (51.8) 给 出 , 因 
而 求 (52.5) 式 的 积分 自然 得 出 86=6. 
相反 ,在 皮 帕 德 情况 ( 当 5, << &, 时 ) ,重要 的 是 积分 中 >>1/é 的 值 . 这 
里 ,Q(k) 由 表达 式 (51.21) 给 出 ,于 是 求 (52.5) 式 的 积分 得 : 


А(х=0) 
ЕЙ 2.4 
5 2) 





(52.5) 


6=6, =4/3 В", (52.6) 
考虑 到 (51. 22) 式 ,因此 我 们 求 得 皮 帕 德 穿 透 深度 
6, (5t6) (52.7) 


上 述 计算 都 属于 电子 由 金属 表面 作 镜面 反射 的 情况 .但 是 ,在 伦敦 情况 下 穿 
透 深度 根本 与 电子 的 反射 定律 无 关 , 这 一 点 只 要 从 $44 中 的 д, 值 的 推导 来 看 
就 清楚 了 ; 当 8 >> &, 时 ,金属 表面 结构 的 细节 是 无 关 紧要 的 . 

但 就 在 皮 帕 德 情 况 下 , 穿 透 深度 对 反射 定律 的 依赖 实际 上 也 很 不 显著 . Я 
如 ,在 与 镜面 反射 相反 的 漫 反射 的 情况 下 (这 时 电子 以 任何 方向 人 射 ,反射 电子 
的 速度 方向 ,都 是 各 向 同性 的 ) ,5, 值 只 不 过 是 镜 反射 时 的 9/8 售 . 
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杂质 ,对 超导体 比 对 正常 金属 性 质 的 影响 更 为 深刻 . 只 要 杂质 原子 浓度 * 还 
小 ,对 正常 金属 热力 学 量 的 修正 就 不 大 ,只 有 当 * ~1 时 , 即 当 杂质 原子 间 的 平均 
距离 可 与 晶 格 常数 a 相 比较 时 这 种 修正 才 变 大 起 来 . 应 当 强 调 ,这 里 我 们 所 说 
的 ,当然 是 指 电子 对 热力 学 量 的 贡献 ,并 且 所 谈 到 的 热力 学 量 都 是 被 传导 电子 在 
动量 空间 量子 态 分 布 的 平均 密度 所 决定 的 那些 (例如 : 热 容量 及 弱 磁 场 中 的 磁 
化 率 等 ). » 

在 超 导 人 金属 中 还 有 另 一 种 图 像 . 这 一 情形 与 存在 比 < 大 的 特征 长 度 参 
数 一 一 相干 长 度 名 有关 . 由 于 电子 在 杂质 原子 上 的 散射 会 破坏 电子 间 的 关联 
性 ,只 要 电子 的 自由 程 可 与 如 相 比较 时 ,超导体 性 质 就 能 发 生 显著 的 改变 ;但 这 
时 浓度 x 仍然 很 小 . 这 里 我 们 将 定性 地 讲述 为 了 一 般 了 解 这 些 低 浓度 合金 性 质 





Ф 在 场 按 指数 规律 误 减 的 情况 下 ,这 种 定义 与 (44.13) 式 的 定义 是 一 致 的 
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所 必需 的 主要 结论 人 0. 

设 杂 质 原 子 不 具有 角 动 量 , 因 而 也 无 磁 矩 ( 非 顺 磁 杂质 ). 在 这 种 情况 下 , 杂 
质 对 无 外 磁场 的 超导体 的 热力 学 性 质 只 有 微弱 的 影响 . 因为 这 种 杂质 并 不 破坏 
时 间 反 演 的 对 称 性 . 实际 上 ,以 一 定 方式 配置 的 杂质 原子 与 电子 的 相互 作用 ,可 
以 用 某 一 势 场 U(r) 给 以 描述 .根据 克拉 默 斯 (Kramers) 定 理 ,在 这 种 场 中 电子 的 
能 级 仍然 是 二 重 简 并 的 ,并 且 这 些 能 级 所 对 应 的 状态 恰好 是 彼此 为 时 间 反 演 的 
态 , 因 此 这 些 态 上 的 电子 可 以 构成 库 珀 对 . 这 种 情况 ,和 以 前 讲 过 的 一 样 ,将 发 生 
在 界限 分 明 的 费 米面 附近 . 所 不 同 的 是 ,这 个 面 现在 不 是 给 动量 空间 中 的 占有 态 
限定 界限 ,而 是 给 场 U(r) 内 量子 数 空间 中 的 占有 态 限 定 界限 ;在 杂质 浓度 很 低 
的 情况 下 , 费 米 面 附近 的 量子 态 密度 的 变化 很 小 . 

因此 显然 , 按 杂 质 原子 的 位 置 求 平均 之 后 所 得 到 的 公式 ,与 纯 超导体 理论 得 
到 的 公式 只 差 x 微量 级 的 修正 . 特别 是 ,忽略 这 些 无 关 紧 要 的 修正 ,并 不 改变 相 
变 点 温度 7. 和 在 该 点 热 容量 的 跃 变 值 . 因此 也 不 改变 金 效 堡 - 朗 道 方程 中 系数 
的 比值 a*/b[ 见 (45.8)] ;这 个 方程 的 形式 本 身 同 杂质 的 存在 与 否 根本 无 关 , 不 
论 对 纯 超 导体 或 对 超 导 合 金 ,方程 都 以 同样 的 准确 程度 成 立 . 

另 一 方面 ,超导体 的 磁性 质 ,尤其 是 磁场 的 穿 透 深度 , 当 1 ~ 名 时 就 会 发 生 
显著 的 改变 . 我 们 现在 来 估计 一 下 穿 透 深度 ,这 时 假定 :即使 杂质 浓度 * <<1, 自 
由 程 仍 有 1 << &, (А. В. Pippard ,1953 ) 

电子 与 杂质 原子 发 生 碰撞 时 ,会 消除 在 r*=! 距离 上 电子 在 运动 中 的 关联 . 
这 就 是 说 ,超导体 中 电流 和 场 之 间 的 积分 关系 式 中 的 核 Q(r) ,在 r ссе, 距离 
上 就 已 按 指数 规律 衰减 . 相应 地 ,在 动量 表象 中 函数 0(k) 在 k<1/1 区 域内 现在 
保持 为 一 个 常数 . 这 个 常数 值 ,可 以 在 入 ~1 的 情况 下 ,通过 与 公式 (51.21)( 当 
& >> 1/1 >> 1/6, 时 仍然 成 立 ) 的 “接合 "来 确定 . 因此 我 们 求 得 : 

穿 透 深度 8 由 ~1/8 时 的 关系 式 刀 ~Q(k)/e 确定 ( 见 §52). 利 用 (53.1) 
式 , 得 : 








34 #1 =1 时. (53.1) 


访 1а 
ё-610(7=0) сёе ] 819 (7) (8) ' 6322 
并 且 若 使 这 个 公式 成 立 ,应 当 满 足 不 等 式 6 >>1, 后 者 保证 利用 (53. 1) 式 是 合理 


的 ;上 标 ( 纯 ) 表 示 无 杂质 情况 下 物理 量 之 值 ,名 值 也 是 指 纯 超 导体 之 值 . 表达 式 
(53.2) 也 可 以 表 成 伦敦 公式 ,这 时 要 将 公式 中 的 超 导 电 子 数 密度 理解 为 


Ф А. А. Абрикосов #1 Л. П. Горьков 建立 的 全 部 超 导 合金 理论 是 相当 复杂 的 ,并 超出 了 本 书 的 范 
围 . 请 参看 原始 论文 :水 3T@35 ,1588( 1958) ;36,319(1959). 
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п, 1 (53.3) 
ЗП ЖЕ - 朗 道 方程 的 系数 a 和 4b 来 表述 , 则 关系 式 (53.2) 就 是 [ 见 
(45.16) ] : 

b Ьу ё 

а 


再 考虑 到 上 面 指出 的 比值 a*/6 与 杂质 存在 与 否 无 关 ,我 们 求 得 ; 


атон &/1, ЬЬ. (2/1). (53.4) 
根据 (45.17) 式 ,由 此 我 们 有 关联 半径 
ЕСТ) ЕСТ) = (ИЕ) (53.5) 
以 及 (45.18) 式 的 参数 
K ~ Kw &/1>> кн. (53.6) 


当 自 由 程 充 分 小 时 ,x > 1/Y2 ,因此 足够 “ 脏 " 的 超导体 属于 第 二 类 超导体 . 

金 兹 堡 - 朗 道 方程 对 “ 脏 " 超 导体 的 适用 范围 ,从 低温 方面 来 看 ,实际 上 只 
МУЖИ Т. - 7 << 7.. 所 需 的 不 等 式 8(7) >>!, 在 这 种 情况 下 等 价 于 更 弱 的 
条 件 





7 (6-е 

最 后 ,我 们 提 一 下 顺 磁 杂质 超导体 的 性 质 . 这 些 杂质 会 破坏 系统 对 时 间 反 演 
的 对 称 性 ,因而 也 破坏 了 电子 的 成 对 现象 ( 当 存 在 磁 矩 时 ,时 间 反 演出 要 求 改变 
磁 矩 的 符号 , 即 实质 上 是 指 把 一 个 物理 系统 换 成 另 一 个 物理 系统 ). 这 些 杂 质 对 
超导体 性 质 影响 的 定量 量度 , 乃 是 导致 自 旋 方 向 改变 (与 杂质 原子 发 生 交 换 作 
用 所 引起 ) 的 散射 的 自由 程 1,. 当 浓 度 x 达到 临界 值 时 ,1, ~ , 超 导 性 就 消失 了 . 

但 是 ,事实 上 数量 级 相同 的 临界 浓度 有 两 个 . 当 取 其 中 小 的 x, 时 ,能 谱 中 的 
ВЕР 4 将 变 成 零 ;而 凝聚 体 波 函 数 7 只 在 某 一 浓度 x, >x, 时 才 变 为 零 在 浓度 
为 x, 1х, 之 间 的 范围 内 ,将 发 生 无 能 隙 超 导 性 . 因为 推导 §44 中 的 伦敦 方程 
时 ,只 是 利用 了 存在 凝聚 体 波 函 数 和 考虑 了 规范 不 变性 这 一 事实 ,所 以 显然 , 超 
导体 的 主要 性 质 一 一 存在 超 导 电 流 , 有 迈 斯 纳 ( Meissner) 效 应 一 一 在 这 个 浓度 
范围 内 仍然 保留 . 就 超导体 平衡 性 质 来 说 ,由 于 热 容 量 对 温度 不 按 指数 规律 变 
化 ,能 谱 里 便 不 出 现 能 隙 . 应 当 指 出 ,这 里 与 $23 中 的 朗 道 超 流 准 则 并 不 发 生 矛 
盾 , 因 为 这 个 准则 根本 不 适 于 无 序 系统 ( 即 我 们 所 研究 的 合金 类 型 ) ,这 是 由 于 
元 激发 不 是 用 一 定 的 动量 来 表征 的 @. 














器 ”关于 无 能 区 超 导 性 理论 的 论述 ,请 参看 原始 论文 ;A. А. Абрикосов, Л. П. Горьков, ЖЗТФЗ9 , 
1781 (1960). 
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我 们 不 只 一 次 地 说 过 ,在 费 米 系统 中 产生 超 流 性 的 基础 是 库 珀 效应 一 一 在 
费 米面 上 相互 吸引 的 粒子 构成 束缚 态 ( 即 组 成 粒子 对 ). 对 于 费 米 气体 来 说 , 吸 


引 作用 的 条 件 可 以 表达 为 要 求 散射 长 度 a = [ив 具有 负 值 , 也 就 是 说 ,处 于 相 


对 运动 轨道 角 动 量 为 零 (1=0) 的 状态 的 两 个 粒子 的 散射 幅 具 有 正 值 (在 小 能 量 
情况 下 , 正 是 这 个 态 给 散射 以 主要 贡献 ) . 
但 是 ,正确 而 更 有 力 的 论断 是 :不 论 轨道 角 动 量 ! 为 何 值 ,只 要 相互 作用 具 
有 吸引 性 质 ,就 会 发 生 粒子 成 对 现象 (结果 就 产生 超 流 性 ) (Л. Д. 朗 道 ,1959). 
应 当 强 调 ,在 讲 到 各 向 同性 系统 (液体 或 气体 ) 时 ,可 以 按 1 值 给 状态 分 类 . 

现在 对 费 米 气体 来 证 明 这 一 论断 ,这 里 所 用 的 方法 是 :只 根据 系统 (正常 费 
米 气体 ) 在 温度 7 了 >7. 时 的 性 质 , 在 原则 上 能 够 确定 出 向 超 流 态 转变 的 温度 也. 

在 $18 中 曾 提 到 ,在 正常 费 米 系统 格林 函数 这 一 数学 工具 中 ,粒子 对 的 束 
缚 态 能 量 可 表现 为 项 角 函 数 本 的 极点 ;对 于 温度 顶 角 函数 (Tz0 时 ) 也 是 一 样 ， 
该 函数 我 们 用 .9 来 表示 . 当 出 现 这 种 极点 之 后 ,整个 这 个 数学 工具 事实 上 就 不 
用 了 .但 我 们 还 是 把 它 应 用 于 最 初 的 时 刻 , 这 时 ,温度 降低 并 当 Т = Т, 时 初次 出 
现 极点 ,而 且 粒 子 对 的 束缚 能 在 这 一 时 刻 应 等 于 零 ; 超 流 态 和 正常 相 的 状态 这 时 
是 一 致 的 . 

在 如 下 的 骨架 图 上 : 

















圆圈 表示 一 7. 相 变 点 7 这 样 来 确定 :按照 上 边 指出 的 理由 , 它 是 在 
人 =0，Pi+pa=0 (54.1) 

的 情况 下 ,多 具有 极点 时 的 温度 . 第 一 个 等 式 表 示 ,成 对 粒子 都 处 于 费 米面 上 ,而 
粒子 对 的 束缚 能 等 于 零 ;第 二 个 等 式 的 意思 是 ,成 对 粒子 具有 相反 的 动量 . 

不 论 粒子 间 的 吸引 作用 多 么 微弱 ,都 能 产生 粒子 对 . 显然 ,为 产生 极点 ,必须 
使 项 角 函 数 的 微 扰 论 级 数 的 一 些 项 在 (54.1) 条件 下 并 当 7,0 时 ( 当 吸 引 弱 
时 ,7. 也 小 ) 含 有 发 散 的 积分 ;否则 ,所 有 对 一 级 近似 有 限 项 的 修正 ,在 任何 温度 
下 都 将 明显 地 小 于 这 一 项 ,而 且 不 可 能 出 现 极点 . 

梯形 图 级 数 
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将 满足 这 一 要 求 . 随后 将 会 看 到 ,在 从 第 二 个 图 起 的 全 部 图 中 ,由 于 增加 虚线 所 
带 来 的 微小 相互 作用 ,在 上 述 意 义 下 ,被 积分 的 发 散 所 补偿 人. 

把 从 (17.3) 式 变 到 (17.4) 式 时 曾 用 过 的 方法 应 用 于 这 个 级 数 后 ,我 们 发 
现 ,等 式 (54.2) 等 价 于 图 方程 


8а ОР 
Р,-0 р } С КЕС Ру (54.3) 
г 


图 的 自由 端 线 和 内 线 对 应 于 (54.3) 图 [已 考虑 到 条 件 (54.1) ] 中 所 示 的 各 宗 量 : 
Pi=(0,p.), Р, =(0,р,), 0=(4,,4). 

理想 气体 格林 函数 的 自 旋 依 赖 关 系 分 离 成 92 = 88 的 形式 ,而 顶 角 函 

数 (没有 反对 称 化 !) 的 自 旋 依 赖 关系 为 
Dina Ps, РРР.) =6,,6g7(P,,P, Р, Р.) 
将 图 (54.3) 按 $38 中 所 指出 的 规则 展开 并 缩 并 自 旋 因 子 ,我 们 即 得 到 关于 函数 
Уля 
У (ФР. -pssp1, -Р,) + 


+7 У и 14) 9 -6,,-9) х 





х.7(4, -gipi, -р.) = 0(р, -р,) (54.4) 


ан Фл)? 

此 方程 中 的 求 和 及 积分 中 ,离散 变量 с, 的 一 些小 的 值 和 费 米 面 附近 的 诸 gq 
值 最 为 重要 ( 见 下 文 ). 因此 ,在 积分 号 下 的 因子 UV 和 + 4, =0 Жа= 
р». 在 费 米面 上 还 有 矢量 p, 和 p,. 所 以 ,方程 (54.4) 中 函数 F 和 的 每 一 个 ,都 
只 与 一 个 独立 变量 一 一 费 米面 上 三 个 矢量 p, ,Ps 和 4 中 的 任意 两 个 之 间 的 夹 角 


Ф 本 来 还 需 绘 出 图 (54.2) 因 交换 端 线 3 和 4 而 补充 的 同样 的 图 级 数 ,以 使 顶 角 函数 对 它 的 自 旋 和 
轨道 宗 量 反对 称 化 .但 这 里 为 了 达到 确定 7, 的 目的 ,可 以 不 必 这 样 做 ,因为 在 顶 角 函 数 的 这 两 部 分 中 会 
同时 出 现 极点 . 
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жж. 
现在 我 们 可 以 求解 方程 (54.4) ,为 此 将 VU 和 .F 按 勒 让 德 多 项 式 展 成 级 数 ; 


0(9) = У (21 + DawPi(eos 9), 

179 (54.5) 
2709) = У (21 +1) ЯР, (соз 9). 

5 


式 中 如 是 上 述 三 个 矢量 中 任意 两 矢量 之 间 的 夹 角 . 将 这 两 个 展开 式 代 入 (54.4) 
式 , 并 借助 于 球 函 数 相 加 定理 按 方向 求 积分 ,得 : 

Я +аП) =a,, (54.6) 
式 中 





(0) 2 
П = 219 (5..4)! т м 


551 т +7. о 
函数 Я ЕН (37. 13) Ж, Шт, = 4*/2т - шо, (9 -pe). 根据 求 和 公式 
(42.10) , 则 有 : 
П= Te зау | tanh о. (54.8) 
对 dgq=dn/ve Нави 150 页 上 的 注解 ) ， 
因而 积分 应 当 在 某 个 ?了 ~ 处 截断 9. 但 当 7—0 时 ,积分 在 下 限 处 也 呈 对 数 发 
散 , 即 有 In(1/7) 的 行为 . 
由 (54.6) 式 可 见 ,在 
1+all=0 (54.9) 
的 条 件 下 ,女将 变 为 无 穷 大 ( 即 .9 有 极点 ) .方程 (54.9) 同 在 1=0 值 时 确定 粒子 
成 对 的 相 变 点 的 方程 (42. 11 ) 在 形式 上 是 一 致 的 ,所 不 同 的 只 是 要 把 后 一 方程 
中 的 “耦合 常数 "8 换 成 -ai[ 对 比 (42.11) 式 ]; 若 把 此 公式 理解 为 确定 7. 的 方 
程 , 还 需 在 公式 中 取 4 =0, 这 样 a(p) 便 与 mn, 相同 了 . 因此 我 们 看 到 ,只 要 有 一 
а 值 是 负 的 ,项 角 函 数 就 有 极点 ;这 时 相 变 温度 


Т = 25е ( - ==>) (54. 10) 
[比较 (40.4) 和 (39.19) 式 ]. 假 如 ! 取 一 系列 不 同 的 值 , 且 а, <0, 则 相 变 发 生 在 


Ф 由 于 (54.7) 式 中 对 的 求 和 很 快 地 收敛 ,所 以 在 求 和 式 中 实际 上 重要 的 只 有 小 的 Z, 值 ,而 对 dq 
积分 的 对 数 性 质 , 则 证 实 9 接近 于 р; 的 假设 是 正确 的 . 
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对 应 于 最 大 的 1a,1 的 温度 Т.Ф 

可 以 证 明 , 在 一 切 由 电 中 性 原子 组 成 的 费 米 气体 (或 液体 ) 中 ,只 要 1 值 足够 
大 ,a, 在 任何 情况 下 都 必定 是 负 值 (A П. Питаевский ,1959). 原因 是 ,中 性 原子 
的 相互 作用 ,总 会 发 生 在 大 距离 范围 上 ,在 这 样 距离 内 相互 作用 具有 吸引 的 性 
质 , 即 所 谓 范 德 瓦尔 斯 吸引 - 

在 实际 存在 的 这 类 液体 一 一 液态 ?He 同位 素 中 ,产生 超 流 性 ,看 来 有 赖 于 
1=1 时 的 粒子 对 @. 这 里 我 们 不 去 详细 研究 超 流 相 的 结构 ,而 只 是 简单 地 讨论 一 
下 如 何 选择 区 分 超 流 相 与 正常 相 的 序 参数 . 当 高 于 相 变 点 时 等 于 零 .而 低 于 相 变 
点 时 不 等 于 零 的 物理 量 ,是 反常 格林 函数 Fa (triit 记 ) = Е, (л -7,) ;在 §41 
中 曾 指出 , 它 起 着 束缚 粒子 对 的 波 函 数 的 作用 . 它 在 费 米面 上 ( 即 当 p = 2рьл 
时 ) 的 傅 里 叶 分 量 Fus(p) 是 方向 n 的 函数 (和 在 1=0 时 粒子 对 的 情况 一 样 , 它 
不 是 常数 ). 因为 少 算 符 是 反对 易 的 ,函数 Fe(m) 对 于 粒子 交换 当然 是 反对 称 
的 : 





Fa(n)= -Po( -n). 
在 粒子 对 构成 1=1 的 情况 下 (对 任何 奇数 值 角 动 量 也 一 样 ) ,Fs 是 п 的 奇 
函数 ,因此 Fs 是 一 个 对 称 旋 量 . 这 就 是 说 ,粒子 对 的 自 旋 等 于 1 ,对 于 ! 为 奇数 的 
两 个 全 同 费 米 子 的 状态 来 说 ,本 应 如 此 . 二 阶 对 称 旋 量 等 价 于 一 个 矢量 ,我们 用 
qd 来 表示 它 . 在 1=1 的 情况 下 ,d 对 n 的 依赖 关系 应 当 符合 于 勒 让 德 多 项 式 
Pi(eos 0) , 即 具 有 线性 关系 :d = уап. 于 是 复 二 阶 张 量 у, (不 一 定 是 对 称 的 !) 
可 以 描述 超 流 相 . 实际 上 存在 两 种 不 同 的 液态 'He 的 超 流 相 ,而 它们 是 用 张 量 
由 的 不 同形 式 加 以 区 别 的 . 


Ф 应 当 指出 ,假如 所 有 的 a, >0, 则 不 会 发 生 相 变 现象 ,并 且 多 的 公式 (54.6) 在 直到 7=0 的 任何 
温度 都 能 成 立 , 当 7T-*0 时 所 有 Н ости а 71 的 规律 趋 于 零 . 正如 24 页 的 注解 中 提 到 的 事实 :动量 
相反 的 粒子 的 函数 (还 有 准 粒子 相互 作用 函数 有 ) , 当 7—0 时 变 成 零 ， 

Ф 在 温度 10 K 时 ,发 生 相 变 ,应 当 指 出 ,小 的 7。 保证 存在 一 个 区 域 ,可 以 将 正常 费 米 液体 理论 
应 用 于 液态 He. 
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晶体 中 各 原子 的 电子 壳 层 彼此 强烈 地 相互 作用 . 因此 ,已 经 不 能 说 单个 原子 
的 能 级 ,而 只 能 说 整个 晶体 全 部 原子 的 电子 壳 层 集体 的 能 级 . 对 于 不 同类 型 的 固 
体 ,其 电子 能 谱 的 性 质 不 同 . 作为 研究 这 些 能 谱 的 准备 步骤 ,还 必需 讨论 单 电子 
在 空间 周期 外 电场 (品格 模型 ) 的 行为 ,这 是 一 个 更 加 公式 化 的 问题 ,将 在 
$55— $60 Ж. 

场 的 周期 性 意味 着 : 场 在 平移 任何 形 为 a=nia, + п,а, + пза, 的 矢量 保持 不 
变 (其 a ,а, а, 是 晶 格 的 基 周期 ( 基 格 矢 ) ;mn ‚п, ,ns 是 整数 ) 

U(r+a) = О(г), (55.1) 

И, УТЕ Рут 35 5 9 ЕЕ ЗГЕ. РЕ гга 也 是 不 变 
的 . 由 此 得 到 ,如 果 w(7) 是 某 一 定 态 的 波 函 数 ,那么 y(r +a) 也 是 描写 同样 电子 
状态 的 苹 定 户 方 程 的 解 . 这 表明 ,两 个 函数 是 一 致 的 ,其 精度 只 差 一 个 常数 因子 : 
у(г+а) = 常数 .yw(r). 显 然 ,常数 的 模 应 等 于 1 ,否则 , 当 无 限 次 重复 位 移 a( 或 
者 -a) 时 , 波 函 数 将 趋向 无 穷 大 .具有 这 样 性 质 的 函数 的 一 般 形式 为 : 


(т) =е* ти, (ғ). (55.2) 
其 中 大 是 任意 (实数 ) 常 矢量 ,而 wi 是 周期 函数 
ux(r+a) =и, (ғ), (55.3) 


这 个 结果 首先 由 布 洛 赫 (F. Bloch,1929) 获 得;(55.2) 形 式 的 波 函 数 称 为 布 洛 赫 
函数 ,因此 周期 场 中 的 电子 常常 叫做 布 洛 赫 电子 . 

一 般 说 来 ,在 给 定 大 值 时 , 薛 定 刘 方 程 有 各 种 解 的 无 穷 系列 ,这 与 电子 能 量 
2() 各 种 离散 值 的 无 穷 系列 相对 应 ,的 下 标 s 标志 这 些 解 ,这 种 下 标 (能 带 序 
号 ) 也 应 刻 划 函数 e = =, (К) 的 不 同 分 支 一 一 即 电子 在 周期 场 内 的 色散 律 . 在 每 
个 带 内 能 量 取 遍 一 定 的 有 限 区 间 值 . 
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对 于 不 同 的 带 ,这 些 区 间或 被 "能 隙 "所 隔 开 或 部 分 地 交 奏 ;在 后 一 种 情况 
下 , 交 蕉 区 域 里 的 每 个 能 量 值 对 应 于 各 带 中 不 同 的 值 . 这 在 几何 上 表明 :对 应 
于 两 个 交 碍 带 *,s 的 等 能 面 位 于 下 空间 的 不 同 区 域 . 能 带 交 码 形式 上 表示 简 
并 一 一 不 同 态 具 有 相同 的 能 量 .但 是 ,既然 这 些 态 对 应 不 同 的 上 值 ,那么 ,在 能 谱 
中 就 不 会 有 任何 奇异 性 . 应 该 将 带 的 交叉 跟 交 个 的 一 般 情形 区 别 开 来 ,交叉 时 
в, (Е) Ж e,(k) 之 值 在 相同 的 点 k 上 是 相同 的 (等 能 面 交 又 ). 通常 只 把 这 种 情 
况 理 解 为 简 并 ;交叉 使 能 谱 中 出 现 一 定 的 奇异 性 . 

当然 ,具有 不 同 的 :或 上 的 一 切 函 数 光 ;都 相互 正 交 ,特别 是 ,由 s 不 同 而 
相同 的 的 正 交 性 中 得 出 函数 и ЙО Е ЗС РЕ. 此 时 ,由 于 函数 的 周期 性 ,积分 按 
晶 格 的 一 个 元 胞 体积 wv 进行 已 足够 了 ;相应 的 归 一 化 为 


[ или 4 = 5。， (55.4) 


当 平移 变换 rr +a 时 ,矢量 k 的 意义 在 于 用 来 决定 波 函 数 的 行为 .用 e*“ 
乘 波 函数 





_ Ya(r+a) =е (ғ), (55.5) 

由 此 立即 得 到 , 量 k 按 其 定义 不 是 单 值 的 : 差 任 一 个 倒 格 矢 b 的 动量 值 ,都 会 使 

波 函数 具有 相同 的 行为 (因子 exp|i(k+5)a| =exp( 认 .a)). 换 言 之 ,这 样 一 些 

值 在 物理 上 是 等 价 的 ,它们 对 应 于 同一 个 电子 态 , 即 同一 个 波 函 数 . 可 以 说 , 函 
数 ya( 在 倒 格 子 中 ) 是 下 标 k 的 周期 函数 ; 

Yess(Cr) = (7), (55.6) 





能 量 也 是 周期 性 的 : 
&,(Е+Ь) =e,(k). (55.7) 
函数 (55.2) 式 同 自由 电子 波 函数 一 一 平面 波 少 = 常数 xexp( jp г/л) 96 
种 相似 性 . 这 时 恒 矢量 ик 作为 守恒 量 . 我 们 又 得 出 电子 在 周期 场 内 准 动量 的 概 
念 (如 第 五 卷 $71 中 的 声 子 ). 我 们 着 重 指出 ,在 这 种 情况 下 根本 不 存在 真正 的 
守恒 动量 ,因为 在 外 场 内 动量 守恒 定律 是 不 成 立 的 .但 是 ,绝妙 的 是 在 周期 场 内 ， 
电子 仍然 可 以 用 某 一 恒 矢量 来 表征 . 
在 给 定 的 准 动量 为 А 的 定 态 上 ,真实 动量 以 各 种 概率 可 有 无 穷 多 个 h(k+b) 
形式 的 值 . 这 是 因为 ,空间 周期 函数 展 成 传 里 叶 级 数 ,含有 形 为 e% “的 各 项 : 
маг = У але?" 
因此 波 函 数 (55.2) 分 解 为 平面 波 
pan) = У аве", (55.8) 


展开 系数 仅 依赖 于 (上 +2) 之 和 的 事实 ,表明 在 倒 格 子 中 的 周期 性 质 (55.6). 需 
要 着 重 指出 ,这 个 事实 [连同 性 质 (55.6) ] 不 是 加 给 波 函 数 的 条 件 ,而 是 场 C(r) 
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的 周期 性 的 自然 结果 . 

矢量 在 物理 上 的 一 切 不 同 值 和 皆 分 布 于 倒 格 子 的 一 个 元 胞 内 . 这 个 元 胞 的 
“体积 "等 于 (2r) "/u, 其 中 " 是 晶 格 本 身 的 元 胞 体积 . 另 一 方面 ,用 k/2m 空间 的 
体积 来 决定 与 其 对 应 的 (物体 每 单位 体积 的 ) 状态 数 . 因此 ,每 个 能 带 里 的 状态 
数 等 于 1/v, 即 等 于 晶体 单位 体积 中 的 元 胞 数 . 

函数 s,(k) 除 了 在 k 空 间 内 的 周期 性 外 ,还 有 与 晶 格 方向 对 称 性 ( 晶 类 ) 相 
对 应 的 转动 和 反射 对 称 性 . 并 且 , 不 论 在 此 晶 类 中 是 否 存在 对 称 中 心 ,总 有 

в,(-К) =e,(k), (55.9) 
这 个 性 质 是 时 间 反 演 对 称 性 的 结果 . 事实 上 ,由 于 这 个 对 称 性 ,如 果 ;是 电子 的 
定 态 波 函 数 ,那么 其 复数 巷 函数 少 :也 是 描写 同一 能 量 的 某 个 态 . 但 在 平移 时 ， 
4 要 乘 以 e““, 即 与 其 对 应 的 准 动量 是 – КО. 

下 面 我 们 研究 周期 场 内 的 两 个 电子 . 把 它们 看 成 一 个 波 函 数 为 y(r,,r,) 的 
系统 ,我 们 发 现 , 在 平移 时 这 个 波 函 数 应 该 乘 以 ee “型 的 因子 . 这 里 ,k 可 称 为 系 
统 的 准 动量 . 另 一 方面 ,电子 间 的 距离 很 大 时 , 波 函 数 几 (rm ,r,) 归 结 为 单 电 子 波 
函数 之 积 , 且 在 平移 时 乘 以 ee". 由 于 要 求 此 因子 的 这 两 种 写法 一 致 ,我 们 
得 到 

k=k +, +Ь (55.10) 

特别 是 ,由 此 得 出 :在 周期 场 中 运动 的 两 个 电子 碰撞 时 ,其 准 动量 之 和 的 守恒 性 
精确 到 可 差 一 个 倒 格 矢 : 

Е, +K = 大 | +К, +6. (55.11) 

在 定义 电子 平均 速度 时 ,还 要 说 明 准 动量 和 真实 动量 间 进一步 的 相似 性 . 计 
算 平均 速度 ,需要 知道 表象 中 的 速度 算 符 f = 六 在 此 表象 中 , 算 符 作用 在 任意 
披 函 数 按 本 征 函 数 小 ,展开 的 系数 С.Е: 

y= У [саке (55.12) 
首先 求 算 符 六 我们 有 恒等式 : 
т= У Јата = У Је. i tier а 
对 第 一 项 分 部 积分 ,在 第 二 项 中 将 周期 函数 gus/ak( 类 似 wx 本 身 ) 按 同一 个 大 
的 正 交 函数 系 ui 展开 : 
ди 


Е у {5115 К) ил. (55.13) 


Ф 在 能 带 交 状 时 ,严格 说 来 ,由 这 些 论证 只 能 得 到 se,( -k) = ev, (к) ,其 中 * 和 ， 是 某 能 带 的 序号 . 
然而 ,适当 地 规定 函数 e(k) 的 各 不 同 分 支 的 序号 ,总 可 获得 (55.9) 式 - 
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其 中 (sk1021s'k) 是 常 系数 .得 到 
Y= Гоа + > [с скол = 


- У | [552 + У (КЮ) С, |е. 
另 一 方面 , 按 算 符 ? 的 定义 ,应 该 有 
w= У Гос) 
与 已 得 表达 式 比较 , 则 得 
+0 (55.14) 
其 中 ( 厄 米 ) 算 符 О НЕС КОТ оК) н. ОЕ Е ЕНИ К ДЕ 


对 角 的 ,因此 算 符 他 МЯУ = 是 可 对 易 的 . 
按 一 般 的 原则 ,电子 的 速度 算 符 是 由 ? 算 符 同 哈密 顿 算 符 的 对 易 关 系 得 到 


的 .在 表象 内 ,哈密 顿 算 符 及 是 元 素 为 e,(k) НЕЕ, НН ЕН 
序号 5Ф. 而 只 作用 在 变量 上 的 算 符 9/6k 是 对 指标 的 对 角 甜 阵 . 因此 表 式 





$ = 00 - #Н) = -+ (12 - ай) +0 
Ф д РЕ, НАЕ ЕЕ: 
1 д=,(Е) 
Е я (2 - 8:00) = ак 
РРР а 


Сены) = 1-0,0) в, (®) Сал). 


这 个 表达 式 在 s=s' 时 变 为 零 , 即 2 没有 按 能 带 序 号 的 对 角 元 . 这 样 一 来 ,终于 求 

得 电子 速度 的 矩阵 元 : 

(sklv lsk) = 50), 
这 个 矩阵 的 对 角 元 是 速度 在 有 关 态 上 的 平均 值 .于 是 ,此 值 作为 准 动量 的 函 

数 表示 为 





(skly 157) = (КОТБ), (525). (55.15) 


dc,(k) 
Вок ° 





(55.16) 
它 完全 类 似 于 通常 的 经 典 关 系 . 


Ф 确切 地 ,应 该 说 成 ks 表象 .我 们 记 碍 ,在 这 个 表象 中 的 波 函 数 Cu 并 非 完全 任意 的 ,它们 应 该 对 
为 周期 函数 . 
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迄今 为 止 ,我 们 的 叙述 都 没有 涉及 电子 的 自 旋 . 当 忽 略 相对 论 效应 ( 自 族 与 
轨道 的 相互 作用 ) 时 ,考虑 自 旋 将 单纯 地 使 准 动量 值 为 上 的 每 一 能 级 产生 二 度 
简 并 , 即 在 空间 某 一 确定 方向 自 旋 有 两 个 投影 值 . 当 考 虑 自 旋 - 轨道 相互 作用 
时 ,情况 随 晶 格 是 否 有 反 演 中 心 而 不 同 . 

周期 场 中 电子 的 自 旋 -轨道 相互 作用 用 算 符 表示 则 为 

й, - 16, 

"4те 

Жо ЕСТУ $33). ЗЕН ВЕ ЛЕЕ 0, 

其 中 a 是 旋 量 指标 . 根据 Kramers 定理 (参阅 第 三 卷 $ 60) ,对 任何 电场 (其 中 包 

ЯН), НОЕ yu 和 少 ;总 是 描绘 同一 能 量 的 两 个 不 同 的 态 . 因为 ， 

此 时 函数 y;。 对 应 于 准 动量 -k, 所 以 我 们 重新 (现在 已 经 计 及 自 旋 - 轨道 相互 
作用 ) 得 到 (55.9) 型 的 关系 








(gxvVU).:V, (55.17) 





=„(-К) =6,„.(Ҝ), (55.18) 

其 中 指标 o 和 "用 以 区 分 两 个 不 同 (时 间 反 演 ) ЙО А ЕФ. 

当然 ,等 式 (55. 18 ) 并 不 意味 着 前 面 说 过 的 那 种 简 并 ,因为 能 量 在 等 式 两 侧 
分 属于 不 同 的 大 值 .但 是 ,如 果 晶 格 具有 反 演 中 心 ,那么 上 和 -大 的 状态 便 有 相 
同 的 能 量 . 这 时 我 们 得 到 等 式 ev (К) = suw(K) ,这 再 一 次 表明 准 动量 确定 的 每 
一 能 级 有 二 度 简 并 . 

除了 与 时 间 反 演 对 称 有 关 的 简 并 外 ,周期 场 中 的 电子 还 可 能 有 晶 格 空间 对 
称 所 引起 的 简 并 . 这 些 问题 后 面 在 $ 68 里 将 要 阐述 . 

习 题 

1. 试 求 在 如 图 10 所 示 的 周期 场 内 做 一 维 运动 的 电子 的 色散 规律 (R. Kro- 
пів, №. С. Penney,1930) 

解 : 在 阱 工 的 区 域 (0 <x<a), 波 函数 为 


Ш = суе" +с:е`"", к, = Vime/i, (1) оо) 
而 在 势 公开 的 区 域 ( -<x<0) , 波 函 数 为 


фсем" + сце", к, = Vim(e—-U,)/A. В I В 
(2) = 


— 0 а +b 
在 另 一 个 势 全 于 的 区 域 ,要 求 波 函 数 与 (2) 只 是 相 
因子 e** 不 同 (a +b 是 场 周 期 ): 图 10 





Ф 计 及 自 施 - 轨 道 相互 作用 , 自 旋 投 影 算 符 同 哈密 顿 算 符 已 经 不 可 对 易 . 所 以 这 个 投影 不 守恒 , 因 
而 ,严格 说 来 , 自 旋 态 不 可 用 这 个 数 来 表征 . 
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шее [eee оет] (3) 
几 和 峭 在 点 zx=0 和 x%=a 的 连续 性 条 件 ,对 于 cj,…,cs 给 出 四 个 方程 ;这 些 方程 
的 相 容 性 条 件 导 致 色散 方程 
cos А(а +0) = соѕ к,а • cos kab -2(2 + 是 ] ыа ка * sin ksb. (4) 
这 个 方程 不 是 以 显 形式 确定 待 求 的 关系 (к). Бе <0, 时 ,ka 为 虚 值 ,于 是 方 
程 应 写成 下 列 形式 
1 ("5 к 


cos К(а + Б) = соѕ куа * coshlk,bl + 








)sin куа + sinhlk,bl. 
к к 


(5) 
如 果 在 (5) 式 中 ,在 Uob = 常数 三 Pa 条 件 下 取 极 限 0,» ,5 一 0, 则 得 色散 
方程 


КЕ 
сов фа = сов куа + Рта НК, (6) 
[д куа 
这 个 方程 解决 了 5 函数 各 峰 组 成 的 周期 场 

U(x) =aP У $(х -ап) 


内 的 能 谱 问 题 . 在 图 11 上 用 图 解法 给 出 方程 (6) 的 根 的 分 布 . 这 里 描绘 的 是 方 
程 右 侧 作为 ка 的 函数 的 图 像 . 当 函 数 取 遍 土 1 间 的 所 有 值 时 ,方程 的 根 值 跑 遍 
横 轴 上 粗 线段 所 表示 的 区 域 . 








2. 试 求 弱 周 期 场 U(*) 内 粒子 一 维 运动 的 色散 规律 . 
解 :将 场 看 作 微 扰 , 从 零 级 近似 出 发 ,粒子 进行 以 平面 波 
ш (х) = (М) ем 
描写 的 自由 运动 ( 归 一 化 取 成 在 Na 长 度 上 有 一 个 粒子 ,a 是 场 的 周期 ) ;粒子 的 
а = 2 /2т. 将 周期 场 U(x) 表 示 成 傅 里 叶 级 数 的 形式 : 
U(x) = У Оет 
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这 个 场 对 平面 波 所 取 的 短 阵 元 只 在 波 失 为 上 和 hr’ = +2 11/0 的 坊间 跃迁 
才 不 为 零 ,此 时 Urs = 以. 

在 微 扰 论 的 一 级 近似 下 ,能 量 的 修正 是 由 一 与 上 无 关 的 常量 对 角 短 阵 元 
= = =0, 给 出 的 , 即 能 量 的 原点 只 作 位 移 而 已 .但 是 ,在 k=nn/a(n= +1, 
土 2,… ) 值 的 邻 域 ,能 级 是 个 例外 ,在 这 些 点 上 尺 与 上 =k -2тп/а 的 值 只 差 一 符 
号 .因此 ,能 量 et (В) яе et (有 ) 是 一 致 的 .于 是 ,在 这 些 值 的 邻 域 中 ,能 量 相 近 
状态 之 间 的 跃迁 矩阵 元 不 为 零 .为 了 定 出 修正 值 ,就 需要 借助 于 本 征 值 相近 情形 
的 微 拢 论 方法 (参阅 第 三 卷 879) ,第 三 卷 的 (79.4) 式 给 出 答案 .根据 该 公式 , 现 
在 有 


elk) = Те CD += (&-К.)] = 


1 
т 


Ге" «9 к-к) 10,0] А 
ЖФК, =2тп/а, ИТ» Uo; 平 方 根 前 符号 的 选择 应 满足 如 下 的 要 
求 : 当 远离 上 = + 上 /2 值 时 ,函数 se( 上 k) 应 过 渡 到 0 (Б). + 号 和 一 号 分 别 对 应 
于 值 域 ikl > 1k,/21 和 |k| < ТЕ, А Е = =Е,/2 上 函数 (К) 经 历数 值 为 
21U, 1 的 跳跃. 在 图 12a 上 ,描绘 出 的 能 量 (К) 是 作为 变量 大 的 函数 尖 的 取 值 范 
围 为 -oo 到 om .如 果 将 大 值 ( 准 动量 ) 取 在 上 T/a 之 间 , 就 得 到 图 12b, 其 中 绘 出 
头 两 条 能 带 . 


i 








аа = 


э№------- 
= 
> 





图 12 


我 们 注意 到 图 12( 同 图 11 一 样 ) 的 能 带 并 不 交合 ,这 是 周期 场 中 一 维 运动 
的 普遍 特性 . 每 个 能 级 ( 按 上 的 符号 ) 是 二 重 简 并 的 ,在 一 维 运动 时 完全 不 能 出 
现 更 大 的 简 并 度 . 我 们 还 要 指出 ,在 一 维 运动 情况 ,每 个 能 带 的 边界 [能 量 (外 ) 
的 最 小 值 和 最 大 值 ] 对 应 于 数值 上 =0 № Ее т/а. 这 是 因为 ,在 禁 式 区间 相对 应 
的 能 量 ,其 波 函 数 在 平移 一 个 周期 a 时, 需 乘 以 某 一 实数 因子 (因此 在 无 穷 远 处 
波 函 数 变 为 无 穷 大 ) ,而 在 能 量 的 允许 区 间 ,在 平移 时 , 波 函 数 需 乘 以 因子 e*. 


> 218 - 第 六 章 。 晶 格 中 的 电子 





ас 在 禁 戚 区 间 和 允许 区 间 之 间 的 边界 上 ,这 个 因子 应 同时 为 模 等 于 1 的 实 

数 . 由 此 得 出 ka Ф РЕЖАТ т. 

3. 试 求 下 述 一 维 周期 场 内 粒子 的 色散 规律 ,这 个 场 是 满足 жвне 
列 对 称 势 阱 (因此 粒子 透 过 势 阱 间 势 笃 的 概率 很 小 ) . 

解 :类 似 求解 双 势 阱 中 能 级 分 裂 (第 三 卷 850 ЯМЗ 问题 的 步骤 .Wo(x) 是 描 
写 在 一 个 势 阱 中 运动 (具有 某 一 能 量 eu, 图 13) 的 归 一 化 波 浮 数 ,也 就 是 说 从 势 阱 
两 侧 离 开 边 界 时 波 函数 按 指 数 函 数 衰减 ;3 这 个 函数 是 实 函 数 ,而 且 可 以 是 变量 x 的 
偶 函 数 或 奇 函数 . 对 于 周期 场 内 运动 的 粒子 ,正确 的 零 级 近似 波 函 数 是 求 和 式 








如 (xz) =C У ео (а -ап), (1) 


共 中 C 是 归 一 化 常 教 ( 当 平移 x* 一 zx +a 时 ,这 个 函数 应 该 乘 以 因 于 e*). 
写 出 薛 定 谓 方程 


таге -U(x) =0, 


w+ [es - ИС) 08 =0. 


第 一 个 方程 乘 以 Wo ,第 二 个 方程 乘 以 办, 逐 项 相 减 ,并 在 界限 -a/2,a/2 内 (图 
13) 对 dx 积分 .我们 指出 ,因为 乘积 (x)yo《(x -an) 在 mm 天 0 时 处 处 很 小 ,那么 


тоо). 
我 们 得 出 
А 

(0) -eo = аро, op] 
在 求 和 式 (1) 中 , 当 x=a/2 时 应 当 只 保留 n=0 和 n=1 的 项 ,并 且 根 据 函 数 
(x) 的 偶 奇 性 Wo (5) = #4, (他) ,有 

4, (а/2) = CY (а/2) (1 ем), 

4! (а/2) = Су, (а/2) (1Fe™). 
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同样 ,在 = -a/2 时 ,只 应 保留 n=0 和 n=1 的 项 .结果 得 到 
e(k) -eo= sy (а) (GF )eos №. 
这 里 尚 需 代 入 值 
(2) = Бъ К Е . Г. "вста |, 
и =). 
其 中 四 是 粒子 在 势 阱 中 振动 的 经 典 频率 ;xo 是 与 能 量 е 对 应 的 反 转 点 .最 后 得 到 


ПЕК А са ра 
a(k) -eu = + VDeos ва, D=exp[ к. рб) ldx |. 





这 样 一 来 ,在 孤立 势 阱 中 运动 粒子 的 每 一 能 级 so ,将 展 成 宽度 为 2hiwwD' 《LT 的 
细 能 带 , 这 个 宽度 决定 于 两 个 势 阶 间 势 全 的 透射 系数 D. 


$56 外场 对 晶 格 中 电子 运动 的 影响 


我 们 研究 晶 格 上 施 以 一 恒定 磁场 Н 时 电子 的 运动 . 在 坐标 表象 内 ,电子 在 
周期 场 U(r) 内 的 哈密 顿 量 为 


-+r). (56.1) 
(其 中 P= -这 Y 是 真实 动量 的 算 符 ) ,由 此 出 发 , 按 通 常 方式 引进 外 磁场 后 
211, e 2 
#=5-(2-А) +0(ғ), (56.2) 


其 中 4(r) 是 场 的 矢 势 .但 是 ,在 场 足够 弱 的 情况 下 ,过渡 到 准 动量 表象 ,可 以 使 
问题 得 到 合理 的 简化 . 

鉴于 晶 格 中 电子 能 带 结构 可 以 有 多 种 多 样 的 形式 ,因此 只 能 以 相当 粗糙 的 
方法 对 于 弱 外 场 的 条 件 进行 一 般 的 描述 . 设 电子 在 施加 外 场 之 前 处 于 某 个 确定 
的 (第 * 个 ) 能 带 中 ,我们 用 se 表示 作为 这 个 能 带 特征 的 能 量 最 低 值 , 例 如 ,能 带 
的 特征 宽度 或 到 邻近 能 带 的 距离 [ 即 给 定时 的 差 值 a,(k) ~ е, (К) ]. 如 果 认 
为 磁场 是 弱 场 ,无 论 如 何必 须 满足 条 件 

Вен << Е, (56.3) 

其 中 " 拉 摩 频率 "ww ~ 1е1Н/т "с, Шт” ~ 名/ 是 电子 的 有 效 质 量 .下 

如 已 述 及 ,在 无 外 场 时 晶 格 中 电子 在 表象 的 哈密 顿 量 是 元 素 为 e, (К) 的 


Ф 频率 更 精确 的 定义 由 后 面 公式 (57.7) 给 出 , 对 于 金属 中 的 传导 电子 (参阅 后 面 的 $61) 特 征 值 
上 ~1/a(a 是 唱 格 常数 ) ; 青 取 so ~ тга? ,我 们 得 到 与 不 等 式 rs >>a 等 价 的 条 件 (56.3) ,其 中 “轨道 半 


42” ти "юн. 
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对 角 和 矩阵 . 在 有 外 场 时 ,电子 的 哈密 顿 量 还 将 包含 矢 势 4(r) 及 其 对 坐标 的 微 商 ， 
即 场 强 及 (而 在 非 均 匀 场 时 ,还 有 场 强 的 高 阶 微 商 ) ;在 大 表象 中 函数 4(r) 改 为 


算 符 4=4(?) ,其 中 ? 算 符 由 (55.14) 式 给 出 . 

矢 势 4(r) 是 坐标 的 增 函 数 ( 对 于 均匀 场 ,遵从 线性 规律 ). 鉴于 势 的 这 种 增 
长 ,甚至 对 于 弱 场 , 势 在 无 限 大 系统 ( 晶 格 中 的 电子 ) 的 哈密 顿 量 中 也 不 是 微 扰 . 
因此 ,即使 弱 磁 场 也 会 明显 改变 广 延 系统 的 性 质 一 一 使 连续 谱 变 成 离散 谱 ( 能 
级 量子 化 ,参阅 658). 而 弱 场 (不 同 于 势 ) 的 强度 只 带 来 小 的 修正 项 . 

我 们 指出 ,在 忽略 这 些 修正 项 时 ,只 由 一 些 规范 不 变性 的 要 求 便 可 用 一 般 形 
式 阐明 哈密 顿 量 同 场 势 的 关系 . 因 我 们 研究 的 是 恒定 场 , 所 以 当 势 和 波 函 数 进行 
与 时 间 无 关 的 变换 


А-А+УХ yyexp (57) (56.4) 


时 ,利用 方程 的 不 变性 就 足够 了 . 这 里 /(r) 是 坐标 的 任意 函数 [参阅 第 三 卷 
(111.8 -9) 式 ]. 
在 弱 场 中 , 势 4(r) 是 坐标 的 缓 变 函数 . 由 于 要 阐述 这 个 组 变性 所 起 的 作用 ， 
我 们 首先 研究 恒定 势 场 这 种 极限 情况 :4(r) = 常量 =4。( 当然 ,恒定 势 是 虚构 
的 ,此 时 不 存在 真实 的 场 ,因此 谈 到 的 是 一 个 形式 的 变换 ). 从 4 =0 过 渡 到 4 = 
А, 等 价 于 f=A4。*r 时 的 变换 (56.4) ;因此 代替 原来 (在 4 =0 时 ) 本 征 函 数 
Yr = ue (56.5) 
的 是 新 哈密 顿 量 的 本 征 函数 
шае {+ (кл, г]. 
由 此 可 见 , 为 了 赋予 准 动量 以 原来 的 意义 (平移 时 决定 波 函 数 相位 改变 的 量 ) 必 
ВК Е + ehou/jic = 下 ;这样 ,定义 的 量 天 可 称 为 广义 准 动量 . 此 时 ,新 本 征 函数 写 
为 
Фк ua (7) е". 
与 这 些 函 数 相对 应 的 电子 能 量 为 :s,(k) = e,(K -eho/fc). 现在 我 们 能 够 断定 ; 
势 4(r) 昌 非 恒 定 , 但 在 空间 缓慢 变化 时 ,“ 零 级 " 波 函 数 近似 (对 场 强 而 言 ) 是 
Шк и, кде". (56.6) 
(由 于 4 是 变化 的 ,wu 已 经 不 是 严格 的 周期 函数 ). ОАЕ, ВЕ в, (К -eA/iic) 应 


Ф ”如果 按 函 数 系 ys 展 开 函 数 (56.6) ,那么 ,一 般 说 来 ,在 展开 式 内 要 包括 不 同 的 函数 .但 是 ,应 
强调 指出 ,这 决 不 意味 着 真 跃 迁 到 另 一 个 能 带 , 而 只 表明 波 函 数 在 恒定 场 影响 下 的 变化 ;由 此 联想 到 , 恒 
定 场 根本 不 会 引起 使 能 量 改变 的 真实 跃迁 . 为 阅 明 这 种 情况 ,应 注意 到 :虽然 场 是 微弱 的 ,但 与 此 相关 的 
态 分 类 的 改变 ( 其 中 包括 准 动量 与 能 量 的 对 应 ) 却 是 明显 的 . 


$56 外 场 对 最 格 中 电子 运动 的 影响 “221. 





当 看 成 是 在 表象 构成 哈密 顿 量 的 算 符 . 此 时 ,在 同样 的 近似 下 ,应 把 ?理解 为 
算 符 ?=i3/3K, 而 把 定义 式 (55.14) 中 第 二 项 如 删 去 .实际 上 , 算 符 ia/aK 作用 
于 波 函 数 时 , 按 数量 级 看 ,是 用 “轨道 线 度 "m 乘 以 波 函 数 . 而 mm 随 场 的 减弱 而 
增 大 ,至 于 算 符 间作 用 于 波 函 数 ,其 结果 并 不 包含 这 种 增 大 的 因子 . 在 这 个 意义 
上 , 算 符 介 在 弱 场 中 较 i9/0K 小 . 另 一 方面 ,因为 算 符 /3K 按 能 带 序 号 是 对 角 
的 , 则 哈密 顿 量 也 是 对 角 的 . 
这 样 ,我 们 得 出 结论 : 晶 格 中 的 电子 于 弱 磁 场 ( 在 表象 中 ) 用 哈密 顿 量 
=e,[K-£A(7)], 2=18 (56.7) 
ЖЖ (К. Peierls,1933 ) . 于 是 ,在 这 个 近似 下 完全 类 似 于 在 动量 表象 内 自由 粒 
子 的 哈密 顿 量 中 引进 磁场 的 方法 . 
因为 不 能 确定 不 可 对 易 算 符 ( 矢 量 印 =K еде 的 分 量 ) 的 作用 顺序 ,所 以 
(56.7) 还 不 能 完全 确定 . 而 作用 顺序 的 确定 应 该 保证 哈密 顿 量 的 厄 米 性 . 原则 
上 总 是 可 以 做 到 的 ,只 要 把 (在 倒 格子 中 的 ) 周 期 函数 e,(k) 展 成 传 里 叶 级 数 型 
se(k)= > Аней" (56.8) 


即 可 ( 按 正 格子 的 所 有 矢量 a 求 和 ). 在 这 个 级 数 的 每 一 项 的 指数 函数 里 用 天 代 


替 上 ,将 只 剩 下 一 个 算 符 (矢量 全 在 a 上 的 投影 ). 因此 不 出 现 作 用 顺序 问题 ,一 
Ух ЯН. 当然 ,这 样 的 “ 厄 米 化 "方法 不 是 唯一 的 . 然而 ,重要 
的 在 于 不 同方 法 间 的 差别 已 超出 所 考虑 的 近似 范围 . 因为 在 上 述 的 近似 中 , 算 符 


В.В, „В, 的 对 易 子 都 是 小 量 . 例如 ,对 于 均匀 场 算 符 
4-НхР= нх. (56.9) 








容易 直接 计算 出 来 . 对 易 子 
(56. 10) 
正比 于 微小 场 强 五 . 

算 符 ?=i9/9K 5 К=К 的 对 易 规 则 和 “自由 "粒子 (无 晶 格 ) 的 坐标 与 广义 


动量 的 对 易 规则 完全 一 样 . 因此 计算 算 符 ? 和 与 哈密 顿 量 的 对 易 子 ,自然 导致 


算 符 方程 
сай ;of 
ре Рак 


这 组 方程 具有 通常 的 哈密 顿 方程 的 形式 [其 计算 可 参阅 第 三 卷 的 公式 
(16.4-5)]. 


(56.11) 
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我 们 再 说 一 遍 ,(56.7) 式 的 哈密 顿 量 近 似 的 含意 ,是 其 中 忽略 了 与 场 强 有 H 
有 关 的 各 项 以 及 不 含 数量 级 为 轨道 线 度 mm 的 大 因子 项 . 在 高 级 的 近似 中 ,结果 
还 可 以 表示 为 某 个 有 效 的 哈密 顿 量 应 (天 -eA/hic, 互 ) 的 形式 , 它 按 能 带 序号 是 
对 角 的 ,并 且 已 经 不 能 仅 通过 函数 s,(k) 来 表达 中 . 
在 忽略 自 旋 - 轨道 相互 作用 时 , 计 及 电子 自 旋 将 使 哈密 顿 量 中 出 现 通常 描 
述 磁 矩 同 场 的 相互 作用 的 项 -Be * Н, Ж о ЯЖ Е, П В = lelj/2mc 是 
玻 尔 磁 子 . 如 果 晶 体 具 有 反 演 中 心 , 自 旋 - 轨道 相互 作用 只 改变 电子 的 磁 抑 , 因 
此 自 旋 同 磁 场 的 相互 作用 为 
-Ва.Н.Ё а (К). (56. 12) 
实际 上 ,在 这 种 情况 下 对 于 同时 进行 时 间 反 演 和 空间 反射 ,哈密 顿 量 必须 是 不 变 
的 .在 这 种 变换 下 ,应 该 进行 H 一 ~-H 和 ogo 一 -oa 的 变换 而 使 上 保持 不 变 . 
(56.12) 式 是 满足 所 提要 求 的 普遍 表达 式 . 当然 , 张 量 &(k) 是 不 能 在 普遍 形式 
下 进行 计算 的 . 
最 后 ,我 们 讲 一 讲 给 晶 格 施加 弱电 场 E 时 电子 的 行为 . 弱 场 的 条 件 是 指 电 
场 中 在 距离 ~a 上 电子 所 获得 的 能 量 小 于 特征 能 量 eo: 1е1 а << во. 
与 磁场 的 情形 一 样 , 最 起 作用 的 项 是 含 坐标 增 函数 的 项 , 即 电 场 标 势 p(r) 
的 项 . 利用 类 似 前 面 的 讨论 ,也 能 以 一 般 的 形式 阐明 哈密 顿 量 与 (л) 的 关系 . 实 
际 上 ,施加 一 个 虚构 的 伍 定 势 p = po 等 价 于 在 薛 定 廖 方 程 中 给 能 量 附加 一 个 常 
数 ego; 这 个 常数 项 也 加 在 所 有 的 本 征 值 sa,(k) 上 . 当 势 p(r) 不 恒定 ,但 在 空间 
中 缓 变 时 ,类似 的 算 符 项 应 追加 一 个 大 表象 中 的 有 效 哈 密 顿 量 : 
Я, =, (Е) +еф(?). (56. 13) 





$57 准 经 典 轨道 


我 们 把 上 节 获 得 的 结果 运用 到 电子 在 磁场 中 进行 准 经 典 运动 这 一 重要 情 
况 . 如 所 周知 , 准 经 典 条 件 是 :粒子 的 德 布 罗 意 波长 在 粒子 的 线 度 上 变化 很 小 . 现 
在 ,这 个 条 件 等 价 于 不 等 式 : 
ra >>A， (57.1) 
即 轨道 的 曲率 半径 远大 于 波长 A ~ ИКО. 


Ф 计算 修正 项 的 简单 例子 将 在 §59 中 给 出 . 以 召 的 寡 级 数 形式 得 到 哈密 顿 量 的 正规 方法 ,以 及 此 
级 数 带 头 项 的 一 般 表 式 在 论文 :B. 1. Blount, Phvs. Rev. 126,1636(1962 ) ;Soliod State Physics , 卷 13 ,页 306 
(1963) 中 都 有 表述 . 我 们 指出 ,如 果品 体 具 有 反 演 中 心 , 则 级 数 始 于 Н 项 (参阅 8$59). 

加 ”一 般 说 来 ,这 个 条 件 强 于 条 件 (56.3). 但 如 果 上 ~ 1/a( 金属 中 传导 电子 就 是 这 种 情况 ) , 则 两 个 
条 件 变 为 一 致 . 而 且 , 实 际 上 总 可 以 得 到 满足 . 在 rh ~ ce 有 /lei 下 ~ ch/alel 有 时 ,条 件 mm >> a 导致 要 求 
Н << ch/1ela? ~ 10*—10°0е( №3). 
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在 准 经 典 条 件 下 ,粒子 轨道 的 概念 便 有 意义 了 . 轨道 由 运动 方程 来 确定 ,而 
运动 方程 是 用 相应 的 经 典 量 
ЭН on e 
ве тык" (К А0) ) 
代替 (56.11) 式 中 的 算 符 而 得 出 的 (为 了 简化 略 去 下 标 5). 我们 展开 这 些 方程 ， 
以 “ 动 理学 的 准 动量 ”: 


ВК = - 


大 = 天 -4(r) 
he 
替换 广义 准 动量 K. 
我 们 有 

hdk ,edA(r)_ ане дА 

dt с dt or с‘ or 
在 此 写 出 dA/di = (0 - V)4, 并 注意 到 

(viV)A-(v :VvV)A=v x(VxA)=v xH, 

便 获 得 运动 方程 





= (57.2) 


这 个 方程 只 由 于 另 一 种 s(K) 关系 而 与 通常 的 经 典 洛 伦 兹 方程 不 同 ,其 中 代 
蔡 简 单 的 二 次 函数 的 是 复杂 的 周期 函数 ;相应 地 ,关系 式 v" (k) 也 是 这 种 复杂 的 
周期 函数 . 自然 ,这 种 情形 要 使 电子 运动 的 性 质 产生 重大 变化 . 

我 们 研究 电子 在 均匀 磁场 内 的 运动 ,用 " 乘 方程 (57.2) ,用 通常 的 方法 求 出 
hiv，dk/dt = 2/0: =0. НН (57.2). 443] а(Н · к) а =0. 这 样 ,电子 
在 晶 格 内 运动 如 同 自由 电子 在 磁场 内 运动 一 样 : 

z= 常量 ， 上 .= 常量 . (57.3) 
(z 轴 沿 磁场 Н 的 方向 ). 等 式 (57.3) 决 定 电子 在 空间 的 轨道 .几何 上 ,这 个 轨 
道 是 垂直 于 磁场 的 平面 与 等 能 面 (К) = 常量 相 截 的 截 口 曲线 . 

等 能 面 会 有 各 种 形式 . 在 每 个 倒 格子 原 胞 内 ,这 些 等 能 面 可 以 有 几 个 彼此 
不 相连 的 叶片 . 这些 叶 片 可 以 是 单 连通 的 或 是 多 连通 的 ,可 以 是 闭 的 或 是 开 
的 .为 了 阐述 后 一 种 区 别 , 最 好 来 研究 周期 地 延伸 在 整个 倒 格 子 的 等 能 面 .在 
每 一 个 倒 格子 原 胞 里 有 相同 的 闭 空 腔 , 而 开 的 等 能 面 连续 地 通过 整个 格子 并 
延伸 至 无 穷 远 下 . 

等 能 面 的 截面 由 无 穷 多 个 截 口 曲线 构成 . 这 里 既 包 括 倒 格子 一 个 原 胞 范 
围 内 等 能 面 不 同 叶 片 的 截 口 曲线 ,也 包括 在 不 同 原 胞 内 重复 叶片 的 截 口 曲线 . 




















Ф 为 避免 误解 ,应 当 指 出 , 倒 格子 原 胞 不 能 这 样 选取 , 即 所 有 本 质 不 同 的 ( 即 不 是 周期 性 重复 的 ) 一 
些 闭 空 腔 处 在 一 个 原 胞 内 而 不 被 原 胞 界面 截 开 . 


* 224. 第 六 章 ” 晶 格 中 的 电子 





如 果 等 能 面 的 叶片 是 闭 的 ,那么 它 的 所 有 截面 也 都 是 闭 曲 线 . 如 果 叶 片 是 开 
的 ,那么 它 的 各 截面 既 可 以 是 闭 的 ,也 可 以 是 开 的 ( 即 连续 地 延伸 到 整个 倒 
格子 ). 

运动 的 准 经 典 性 也 意味 着 磁 击 穿 (magnetic breakdown) 的 概率 很 小 , 即 电 子 
的 准 动量 不 大 可 能 路 变 式 地 从 一 个 截 口 曲线 过 滤 到 另 一 个 截 口 曲线 (在 本 节 最 
后 我 们 还 要 讨论 磁 击 穿 概率 很 小 的 条 件 ). 于 是 , 当 忽略 这 个 可 能 性 时 ,电子 就 
只 在 等 能 面 的 一 个 截 口 曲线 上 运动 . 

现在 我 们 详细 研究 在 准 动量 空间 内 沿 封闭 轨道 的 运动 . 显然 ,这 是 时 间 上 的 
周期 运动 ;我 们 来 确定 它 的 周期 . 

把 方程 (57.2) 投 影 到 与 场 垂直 的 平面 ,k, 上 ,得 到 
91, _ lelH т 


= 2, > ， 
dt ch * Ы 


其 中 dl = а аа Н А2070. 由 此 得 到 








_ св г, 

2тен) vy. 

如 果 轨 道 是 封闭 的 , 则 运动 周期 由 对 轨道 全 路 径 的 积分 
_ сп cdl 
тенъ 

给 出 . 这 个 表达 式 可 用 下 面 的 方法 变 为 更 直观 的 形式 . 

用 平面 = 常量 截 等 能 面 = = 常量 ,其 截面 积 取 为 S(e, 太 ). 在 这 个 平面 上 

两 个 路 径 e = 常量 和 = + de = 常量 之 间 的 环 帘 在 路 径 的 每 一 点 上 是 


de _ 48. 
1д=/ак, 1 Фо,’ 





(57.4) 


因而 这 个 环 的 面积 是 

dl, 

Г 

由 此 可 见 ,(57.4) 式 中 的 积分 , 正 是 偏 徽 商 3S/ae, 于 是 ,运动 周期 为 
ое 8900.6) 





45 = de 





| , (57.5) 
elH дє 
(№. Shockley ,1950). 在 此 ,自然 地 引进 称 为 晶 格 中 电子 的 回旋 质量 : 
5 
То та” 0:09) 


电子 在 轨道 上 的 回转 频率 通过 这 个 量 用 公式 
wa = lelH/m'e (57.7) 
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表 出 , 它 同 自由 电子 拉 摩 频率 著名 公式 的 区 别 只 是 将 质量 换 成 m*. Ф 

但 是 ,我 们 强调 指出 , 唱 格 中 电子 的 回旋 质量 不 是 恒 量 ,而 是 s 和 的 函 
数 ,所 以 各 个 电子 的 回旋 质量 也 不 同 . 还 注意 到 ,这 个 量 可 正 可 负 ; 在 前 者 电子 作 
为 荷 负电 的 粒子 沿 轨道 运动 ,后 者 是 作为 荷 正 电 的 粒子 一 一 空 穴 一 一 在 运动 . 与 
此 相应 地 说 成 电子 轨道 和 空 穴 轨道 . 

到 目前 为 止 ,我 们 讲 过 的 是 在 上 空间 的 电子 轨道 .但 是 ,容易 看 出 , 准 动量 空 
间 中 的 轨道 和 普通 空间 中 的 轨道 间 存在 密切 的 联系 . 运动 方程 (57.2) 改 写成 形 
式 





hdk = -Lar хн. 


积分 后 (适当 地 选取 坐标 + 和 准 动量 上 的 原点 ) 得 到 


lel 


= ГХН. (57.8) 


由 此 看 出 ,普通 空间 中 轨道 的 xy 投影 ,本 质 上 是 上 轨道 的 再 现 , 只 是 取向 和 比例 
不 同 而 已 ;从 大 轨道 经 变换 


Е, 


-lelH el, 
ГТК У, у We 





便 得 出 普通 空间 轨道 . 除 此 之 外 ,在 普通 空间 有 以 速度 о = 9e/ji9k, 沿 = 轴 的 运 
动 .如果 在 大 空间 的 轨道 是 封闭 的 ,那么 普通 空间 轨道 就 是 以 场 方向 为 轴 的 螺旋 
线 . 如 果 轨 道 是 开口 的 , 则 甚至 在 普通 空间 中 轨道 在 ху 平面 上 的 投影 也 是 开口 
的 ,就 是 说 ,在 这 个 平面 上 运动 可 通 向 无 限 远 . 
再 说 一 下 晶 格 处 于 恒定 均匀 电场 E 中 电子 的 准 经 典 运动 . 由 准 经 典 方程 
В =eE ,我 们 有 
кек, +96, (57.9) 


再 根据 能 量 守恒 定律 ,有 
=(К) -еЕ .r= 常量 . (57.10) 
但 是 ,能 量 a(k) 是 在 有 限 区 间 As( 能 带宽 度 ) 内 取 值 的 ;因此 ,从 (57. 10) 式 得 
出 ,在 均匀 电场 内 的 电子 沿 场 方向 做 有 限 运 动 :电子 在 这 个 方向 以 振幅 As/1elE 
振动 . 如果 电场 平行 于 任 一 个 倒 格 子 的 周期 p, 则 运动 就 是 频率 为 w =2mlelB/ 
ЋЬ 的 周期 运动 ; 当 ~1/a 时 ,有 Во, ~ 1е1 Ба. 对 于 场 方向 任意 这 种 一 般 情况 ， 
运动 是 准 周期 的 . 
最 后 我 们 讨论 前 述 可 以 忽略 磁 击 穿 的 条 件 . 如 果 这 些 轨道 在 某 处 反常 地 接 


Ф 自由 电子 的 等 能 面 是 半径 为 。= 世 如 /2m 的 球面 , 它 的 截面 是 面积 为 $= r(2mehi-z ЮМИ, 
所 以 微 商 3S/ae =2тт/ № ‚М т” = т. 
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近 , 那 么 从 一 条 轨道 过 渡 到 另 一 条 轨道 (在 大 空间 ) 的 概率 
自然 就 大 . 这 样 的 情况 出 现在 : 当 轨道 与 具有 自 交 叉 的 轨道 у 
相 接近 时 ,或 者 轨道 在 等 能 面 两 叶 交 叉 点 附近 . (也 就 是 简 
并 点 附近 ) 通 过 时 . 这 些 情况 的 轨道 的 典型 图 像 如 图 14 所 Ы 
И е " 
近 处 的 轨道 曲率 半径 R, ,一 般 说 来 ,与 8k 同 数量 级 . 借助 
量子 隧道 效应 可 以 从 一 条 轨道 过 渡 到 另 一 条 轨道 . 如 果 8k 
大 于 距离 At.( 在 这 个 距离 上 , 波 函 数 在 经 典 不 可 到 达 的 轨 
道 之 间 的 区 域内 要 衰减 ) ,这 个 过 渡 概 率 不 大 ( 按 指数 函 и 
数 ) . 





利用 电子 在 磁场 内 的 运动 与 在 某 个 势 场 U(x) 内 的 一 维 运动 的 相似 性 可 以 
估计 出 Ak. 这 个 相似 性 来 源 于 :根据 (56. 10) 式 , 算 符 ф= Ё, потен Яр АЁ, 
所 满足 的 对 易 关 系 同 坐标 和 动量 的 对 易 关 系 一 致 . 在 最 接近 点 附近 ,轨道 是 
抛物 线 .它们 类 似 于 均匀 场 (U = - Ех) 中 一 维 运动 的 抛物 线 相 轨 道 (x,p) ,其 
方程 为 p?/2m = Fx( 如 果 x 自转 向 点 算 起 ). 在 这 种 情况 ,在 反 转 点 后 的 距离 
Дх ~ (及 /mF)'” 上 的 波 函 数 将 衰减 掉 ( 见 第 三 卷 $24) ;引入 相 轨 道 的 曲率 半径 
К ~ (dx/dp ) -~mF, 可 写 出 Ax ~ (及 /R)”. 根 据 所 指出 的 类 似 性 ,可 借 代 换 
Дх—йсдЕ,/1е1Н, В — В.В |е | Н/с 得 出 待 求 量 ДЕ. 于 是 获得 ДЕ, ~ 
(lelH/hc)””(8k) 3, 并且 ,条 件 Ak, << 5k 变 为 

lelH/fhc << (5)? (57.11) 
的 形式 . 
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我 们 看 到 ,处 在 外 磁场 中 品格 里 的 电子 在 空间 沿 闭合 轨道 的 经 典 运动 ,对 
应 着 普通 空间 中 与 磁场 豆 垂 直 的 平面 上 的 有 限 运 动 . 当 过 渡 到 量子 力学 时 ,在 
每 一 个 纵向 准 动量 k. 的 确定 值 都 出 现 离散 的 能 级 . 这 些 能 量 值 由 准 经 典 量子 化 
的 一 般 规则 确定 . 

我 们 选择 均匀 磁场 (方向 沿 : 轴 ) 的 矢 势 形 如 :4, = - Hy,4, =А, =0. 这 时 ， 
广义 准 动量 的 分 量 为 


lel 


К.Е. Ну, K,=h, K,=k, (58.1) 
坐标 * 是 循环 变量 ,因此 ,广义 准 动量 的 x 分 量 守 恒 : 
К, = 有 + Ly = 常量. (58.2) 


根据 玻 尔 - 索 末 菲 量子 化 规则 (参阅 第 三 卷 $ 48) , 写 出 条 件 
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| фк | =п, (58.3) 


这 里 的 积分 取 运 动 的 一 个 周期 ,并 假定 n 是 大 的 正 整数 ?. 根据 公式 (58.1 -2) 
将 K,=k, 和 dy= ns 代入 ,我 们 得 到 


| 
ар. $» a ен (58:4) 


现在 ,这 里 的 积分 取 在 大 ЗЕТ 这 个 积分 正 是 轨道 包围 的 面积 ， 
也 是 前 节 引 入 的 被 平面 k= 常量 截 得 等 能 面 的 截面 积 S(e ,大 ). 
于 是 ,最 终 得 到 





S(e,k,) =2т en. (58.5) 
(И.М. Лифщиц, 1951 ; 1. Onsager,1952). 这 个 条 件 以 非 显示 的 形式 确定 出 能 级 
e.(k.). 于 是 ,能 带 (为 简单 计 我 们 不 写 出 序号 ;) 分 解 为 朗 道 次 能 带 的 离散 系 
列 , 其 中 各 条 次 能 带 都 是 以 连续 变量 А, 值 来 区 别 的 . 

如 所 周知 , 准 经 典 的 量子 化 条 件 由 于 引入 一 修正 项 而 更 加 准确 ,这 个 修正 项 
归结 为 对 一 个 大 的 量子 数 ”附加 数量 级 为 1 的 数 . 为 确定 这 个 修正 项 ,需要 考察 
(58.3) 式 中 限定 积分 范围 的 各 “转向 点 "附近 的 运动 . 

在 电子 轨道 上 K, =, 与 7 的 关系 , 当 给 定 值 并 在 k, = 常量 时 由 方程 


a(k) =е (К, не, hk ) = 常量 (58.6) 


来 确定 ;转向 点 y=yo 由 速度 v, = де/Вак, 变 为 零 的 条 件 来 确定 . 在 这 点 附近 , 按 
у-у, ИЖЕ (58.6) 而 得 出 

а (2 ) о у) + = ( 
НЕ, = 心 (yo). 由 此 可 见 , 按 平方 根 定律 


6-Б, = А у-уу. 
来 逼近 转向 点 ( 为 明确 起 见 , 我 们 认为 经 典 不 可 到 达 区 域 在 y <yo). 但 是 ,这 个 
定律 正 是 准 经 典 量子 化 中 通常 导出 修正 项 的 方法 (参阅 第 三 卷 $47, $48) 所 涉 
及 的 定律 .于 是 (58.5) 的 精确 规则 为 


50е) 29 ee ит). (58.7) 











д*= 
СТЯ 





), (k, -Е,)? =0. 





Ф 在 均匀 磁场 内 运动 ,与 矢 势 选择 无 关 的 瀑 源 不 变量 是 积分 二- 了 kK， “dr, 其 中 KK; 是 与 场 垂直 平 


面 上 的 广义 准 动量 的 投影 (对 比 第 二 卷 $21). 矢 势 4 在 所 选 的 情况 下 ,积分 由 Kedx = Kf =0, 所 以 浸 
渐 不 变量 同 (58.3) 式 中 的 积分 一 致 . 
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从 推导 中 知道 (基于 函数 (58.6) 的 展开 ) ,为 了 使 精确 的 量子 化 规则 变 得 有 
效 , 轨 道 需要 充分 远离 函数 (К) 的 各 奇 点 (其 中 包括 复数 的 支点 ). 在 轨道 附近 
处 处 不 应 破坏 准 经 典 条 件 (特别 是 速度 9e/6k 的 х,у 投影 不 要 变 为 零 )@. 最 后 ， 
必须 注意 到 作为 一 切 推 导 基 础 的 哈密 顿 量 (56.7) 是 近似 的 . 如 果 格子 有 反 演 中 
心 ,哈密 顿 量 的 修正 项 便 是 场 强 的 二 次 函数 ,因而 不 影响 条 件 (58.7). 但 是 , 若 
不 存在 反 演 中 心 ,哈密 顿 量 的 修正 项 便 是 Н 的 线性 函数 :在 这 种 情况 下 ,(58.7) 
中 的 修正 项 1/2 便 失 去 意义 ,因为 哈密 顿 量 的 近似 性 也 会 造成 同 数量 级 的 误 
差 .@ 

两 个 相 邻 能 级 的 间隔 As 与 大 数 n 改变 1 相对 应 .于 是 As 由 等 式 

д5, 2т1еіН 


AS = 52де = (58.8) 
来 确定 .引入 周期 运动 的 经 典 频 率 wu, 根 据 (57.7) 我 们 得 到 
Де = fiws. (58.9) 


应 强调 指出 ,频率 ws 本 身 是 e(n,k.) 的 函数 . 因此 ,相继 的 能 级 e。( 在 给 定 大 
时 ) 不 是 严格 等 间隔 的 ,这 和 自由 电子 情况 不 一 样 ,在 那里 о, 是 常数 . 

能 级 与 守恒 量 К, 无 关 ( 与 磁场 中 的 自由 电子 一 样 一 一 参阅 第 三 卷 $ 112)， 
表明 它们 是 简 并 的 . 如 果 设 想 晶 格 具有 大 而 有 限 的 体积 ,那么 简 并 度 将 是 有 限 
数 .在 区 间 dk, 且 为 给 定时 ,状态 数 为 YAS ' dt,/(2r) ,其 中 AS 是 量子 数 为 nn 
和 n+1 的 两 条 轨道 间 所 包 平面 k, = 常量 的 面积 . 这 个 面积 由 公式 (58.8) 给 出 ， 
于 是 ,我 们 得 到 所 求 状 态 数 的 表达 式 

Уак, lelHl 
(2т)? ch 
一 一 这 同 自由 电子 情况 的 公式 一 样 . 

在 磁场 中 能 级 简 并 的 明显 原因 在 于 :能 量 与 电子 “ 拉 摩 轨道 中 心 ”在 空间 内 
的 位 置 无 关 . 对 于 自由 电子 这 个 简 并 是 精确 的 . 对 于 品格 中 的 电子 它 只 可 能 是 近 
似 的 :这 是 因为 存在 非 均 匀 ( 周 期 ) 的 电场 ,在 品格 原 胞 中 “轨道 中 心 ”的 不 同位 
置 已 不 再 等 价 . 这 一 情况 必然 导致 朗 道 能 级 的 某 些 分 裂 . 

考虑 电子 的 自 旋 将 使 每 个 能 级 分 裂 成 两 个 ;忽略 自 旋 - 轨道 奈 合 时 ,这 两 个 
成 分 被 恒定 间隔 2ВН 所 分 离 ( 如 自由 电子 一 样 ) ,其 中 有 是 玻 尔 磁 子 : 

в. (Е) =е,(&,) +оВН, с= +1. (58.11) 








, (58.10) 








外 两 条 轨道 反常 接近 点 附近 ,这 些 条 件 与 磁 击 穿 概率 要 小 的 要 求 一 致 
© 对 于 自由 电子 (参考 225 页 的 注 ) ,根据 朗 道 关 于 磁场 中 自由 电子 的 著名 公式 (第 卫 卷 $ 112) ,条 
件 (58.7) 给 出 


с=п) + HR/2m, on = lelH/me 
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如 果 晶 体 具 有 反 演 中 心 , 当 考 虑 自 旋 - 轨道 相互 作用 时 ,上 述 情况 仍然 成 
立 .此 时 ,无 场 存在 的 电子 态 对 自 旋 是 简 并 的 ,而 磁场 则 消除 这 个 简 并 . 若 用 
ВЕ, (Е, ) #8 B[ 其 中 &,(%.) 表 示 电 子 磁 矩 的 变化 ] ,结果 也 能 得 到 (58. 11) 同 样 
的 公式 . 


$59 晶 格 中 电子 的 有 效 质量 张 量 


我 们 研究 空间 k=k 的 点 ,在 这 个 点 上 电子 的 能 量 a,(k) 有 极 值 ;特别 
是 ,与 能 带 的 项 和 底 对 应 的 点 就 是 这 样 的 点 . 如 果 在 这 样 的 点 上 没有 简 并 (只 
有 对 自 旋 可 能 存在 克拉 默 斯 简 并 才 是 例外 ,参考 $55 末 ) ,那么 ,在 该 点 附近 
的 函数 =,( К) ПР К Е ЗЕ 4 =К-№ 的 害 作 正则 展开 . 这 样 展开 的 首 批 项 是 二 
次 项 : 





в, (К) =e (№) + ma м. (59.1) 


(59.1) 式 中 的 系数 张 量 m; 的 逆 张 量 是 mi , 它 称 为 电子 在 格子 中 的 有 效 质量 张 
量 . 下 面 来 阐明 ,如 何 用 点 的 布 洛 赫 函 数 yi, 所 构成 的 矩阵 元 来 表示 这 个 
张 量 . 

当 忽 略 自 旋 - 轨道 相互 作用 时 ,电子 的 哈密 顿 量 是 (56. 1) 式 的 形式 .我 
们 将 





ине" er "ph (59.2) 


ао ВА ВСК: Л ТЕ Е Е у. 此 时 方程 为 


[ А+ 00 + [Пар] и ева, = (59.3) 
其 中 p= -入 ,是 真实 动量 的 算 符 . 

在 k=kk 点 的 附近 ,矢量 4 是 个 小 量 , 因 此 (59.3) 式 方 括号 里 的 表达 式 可 以 
看 成 微 拓 算 符 . 在 零 级 近似 , 当 9 =0 时 函数 pu 同 琢 数 pw 一致. 因此 ,通常 的 和 
护理 论 可 以 通过 此 函数 所 构成 的 矩阵 元 来 表达 对 能 量 的 修正 . 

因为 是 极 值 点 ,就 不 存在 关于 4 的 线性 修正 项 . 就 是 说 ,对 角 矩 阵 元 等 于 
零 , 妈 





(sko lplsko) =0. (59.4) 
为 了 确定 关于 4 的 二 次 修正 项 ,必须 考虑 一 级 微 扰 算 符 中 9 的 项 ,以 及 二 级 微 
扰 论 中 4 的 项 .结果 得 到 se,(k) 的 公式 (59.1) ,其 中 





ава 1 ‚ (Pi) (Pr), + (ру) (ру), 
ГЕ :+ > 0 П 


"т е,(Е,) в, (®,) Я 
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ЕРТН зи ИРЕН. 为 了 简化 对 和 矩阵 元 的 描述 ,这 里 和 今后 将 略 去 对 角 指 标 
:pw 三 (skolp1s'k。》. 我 们 指出 , 若 能 带 靠 得 近 时 ( 即 ev - е, 是 小 量 ) (59.5) 
的 第 二 项 可 以 大 于 第 一 项 ,由 此 有 效 质量 将 小 于 m. 

现在 假设 给 晶体 施加 一 均匀 磁场 Н. 这 时 ,在 (59.1) 中 用 算 符 


ф-0- А, А-1н.і9. 
4=0 в, => 8 150’ (59.6) 
替换 4 ,根据 (56.7) 式 便 得 到 哈密 顿 量 : 
2 
Й =,(к,) ад. (59.7) 


它 作 用 在 广义 准 动量 О 的 函数 上 ,自然 它 与 原来 的 公式 (59.1) 有 同样 适用 的 能 
量 区 域 . 这 就 是 说 , 除 掉 弱 场 条 件 (56.3) 外 ,还 假设 所 研究 的 朗 道 能 级 的 位 置 不 
很 高 . 在 这 个 意义 上 ,应 该 将 9 和 О 这 两 个 量 看 成 是 小 量 ( 甚 至 在 弱 场 , 矢 势 4 
也 有 增 大 的 特点 ,不 能 认为 4 小 于 0). 

哈密 顿 量 中 在 (59.7) 式 以 后 的 各 项 均 包含 “纯粹 "形式 的 吾 场 ( 即 不 伴 有 
算 符 9/3Q). 这样 一 些 项 已 经 不 能 只 从 规范 不 变性 的 考虑 中 得 到 . 我 们 来 确定 这 
些 项 中 的 首 项 , 它 是 及 的 线性 项 . 此 时 ,由 于 这 个 线性 项 较 小 ,在 计算 它 的 时 候 
可 以 假定 О =0. 

首先 在 不 考虑 自 旋 -轨道 相互 作用 时 ,我们 来 研究 所 提出 的 课题 . 我 们 所 感 
兴趣 的 是 的 线性 项 , 它 只 可 能 在 电子 的 原始 的 精确 哈密 顿 量 (56.2) 中 关于 
的 线性 项 里 出 现 , 就 是 说 它 出 现在 用 波 函 数 yu 对 表达 式 


о A+Ap)= -A.D (59.8) 
的 求 平均 中 (等 式 与 已 选 的 Vv 4 =0 的 规范 有 关 ). 这 在 哈密 顿 量 (59.7) 中 导 
致 附加 项 
H "=-M:H, (59.9) 
其 中 


е 
M = Skolr xplsko), (59.10) 


正好 是 电子 在 态 зк, 上 磁 矩 的 平均 值 .我 们 强调 指出 ,修正 项 (59.9) 可 以 附加 在 
哈密 顿 量 (59.7) 上 ,而 不 必 担心 这 个 效应 已 经 部 分 地 在 (59.6) 的 替换 中 考虑 到 
了 ;事实 上 , 式 (59.7) 中 HH 的 线性 项 在 C =0 时 根本 不 存在 . 

考虑 到 (59.4) 式 ,p 不 存在 对 角 和 矩阵 元 ,按照 矩阵 乘法 规则 我 们 把 式 
(59. 10) 分 开 写 出 得 


加 ”不 存在 按 刀 的 求 和 ,因为 根据 (55.15) 式 ,动量 P= me 没有 对 于 大 的 非 对 角 矩 阵 元 ,因此 所 有 的 
中 间 态 都 与 同一 个 准 动量 te 有 关 - 
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м. 56. У дн (0) 2) 6], 


(Я М, ‚М, 也 类 似 ) ;情况 正 应 如 此 ,哈密 顿 量 (59.7) 的 修正 项 通过 算 符 2 的 
РЕЖЕ. 借助 关系 式 





р. 
可 将 M 改写 成 如 下 形式 
_ іе 1 (р) (ру) и, = (ру) м (р) м 
Mi Рос > 2, (№) -8,(№) И (59:1) 


我 们 注意 到 ,如 果 晶体 具有 反 演 中 心 , 那 么 ,M 以 及 整个 修正 式 (59.9) 都 变 为 
零 .事实 上 ,同时 进行 时 间 反 演 和 空间 反 演 ,电子 的 状态 (不 考虑 自 旋 时 ) 是 不 变 
的 ,因此 等 式 (59. 11 ) 的 右 侧 也 就 不 变 ; 而 磁 矩 在 此 变换 下 应 该 变 号 . 

现在 ,我 们 计 及 晶体 中 的 自 旋 - 轨道 相互 作用 ,给 哈密 顿 量 (56. 1) 附加 
(55.17) 的 自 旋 -轨道 项 应 ,这 将 改变 方程 (59.3) 中 关于 4 的 线性 项 :在 这 一 
项 中 算 符 户 变 成 





яр +_ТохУ И. (59.12) 
4тс 
算 符 广 有 简单 的 物理 意义 :哈密 顿 量 (包括 Н) г 直接 对 易 , 无 磁场 时 我 们 


得 到 





2=7. (59.13) 
т 


类 似 地 , 当 有 磁场 时 ,在 原来 的 哈密 顿 量 (也 包括 Я, 中 进行 通常 的 代 
РР -eh/c, 我 们 得 到 关于 4 的 线性 项 形 如 - ей ` А/тс, Т Й (59.8) М 
区 别 也 是 将 户 换 成 分. 对 磁 矩 (59. 11 ) 还 应 追加 一 项 自由 电子 的 自 旋 磁 矩 ， 
因此 有 








(59.14) 


М, =B(sko lo, sko) + 5 (т,) wm) (т,) (т) 


є, -6, 
考虑 到 自 旋 -轨道 相互 作用 ,这 个 表达 式 的 第 二 项 甚至 在 有 反 演 中 心 的 晶体 里 
也 绝 不 等 于 零 .事实 上 ,时间 和 空间 同时 改变 符号 会 导致 自 旋 方 向 相反 的 状态 . 
因此 ,如 果 在 这 种 变换 时 改变 符号 ,整个 表达 式 (59. 14) 仅 应 归结 为 对 算 符 
Boita( 上 k) 的 平均 (对 照 (56.12) 式 ). 
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当 自 旋 - 轨道 相互 作用 可 以 看 成 微 扰 时 ,我 们 来 计算 张 量 如, 改写 
(55.17) 如 下 列 形式 


:2 


А као 
H,=o Хх, b 
把 (59.9) 和 (59.15) 看 成 微 扰 , 我 们 来 求 能 量 的 二 级 微 扰 论 的 修正 项 ,此 时 只 剩 
下 对 于 (59.9) 和 (59.15) 的 交叉 项 .这 个 修正 项 (仍然 是 一 个 关于 自 旋 变量 的 算 
符 一 一 矩阵 ) 具有 (56. 12 ) 的 形式 ,其 张 量 如 等 于 


1 + (Xi) Си + (14) ss (Xi) 
Фи =8, + у Е (59.16) 


vUxyY. (59.15) 








Н А =r xp. 

上 述 一 切 都 是 关于 自 旋 以 外 的 非 简 并 态 的 . 如 果 在 上 = 时 有 简 并 ,那么 ， 
为 了 确定 能 量 , 需 要 组 成 直到 二 级 微 扰 [ 方 程 (59.3) 中 的 方 括 号 ] 的 久 期 方程 
( 即 根据 第 三 着 公式 (39.4) ). 如 此 ,得 出 的 久 期 方程 的 性 质 与 点 的 对 称 性 有 
关 . 我 们 在 § 68 还 要 讨论 这 个 问题 . 


Я 题 


粒子 在 任意 方向 的 磁场 内 具有 平方 色散 律 (59. 1 ) , 试 求 其 准 经 典 能 级 . 
解 :将 张 量 ma 化 为 对 角 型 ,并 从 极 值 点 (为 明确 起 见 取 极 小 值 ) 开始 计算 能 
量 和 动量 . 这 时 
а га ла 
ии). (1) 
фт, ,ma ,ms 是 张 量 ma 的 主 值 ( 正 值 ) ,用 严 表 示 场 百 方 向 的 单位 拓 , 有 
Келей, +п,, кп (2) 
(пы п.п, 是 场 对 张 量 mm 主轴 的 方向 余弦 ) ПЕНН АВЖ 
(1) 内 那 部 分 的 面积 ; 它 可 以 表 成 对 椭 球 体 (1) 取 的 积分 : 思 


5= [оба к-к). (3) 


Ф ”所 的 表达 式 (55.17) 是 按 相对 论 比值 (we)? 展开 的 第 一 项 . 因此 ,在 一 定 意义 上 它 总 是 小 量 . 但 


是 ,这 个 微小 性 对 于 现在 这 个 具体 能 带 中 运用 微 扰 论 并 无 关系 . 因此 刻 , 在 所 研究 的 问题 里 并 不 能 总 认为 
是 小 的 微 扰 . 

® 令 Kx,y,z) = 常量 是 填充 某 一 体积 的 曲面 族 . di 是 曲面 族 内 两 个 无 限 接近 曲面 间 的 距离 :dl = 
ЧИТ 用 ,这 两 个 曲面 间 的 体积 dV =S(/) di, 其 中 S(7) 是 给 定 / 值 的 曲面 面积 . 以 8 函数 3(/) 乘 以 等 式 
SUDd= 1V f1dV, 再 对 体积 取 按 df 的 积分 ,于 是 得 曲面 所 x,y,z) =0 的 面积 形 如 :S(0) = ] ТУЛЕ 
我 们 的 情况 下 ,1V f1 = 1 ,由 此 得 到 表达 式 (3) 
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Й 


代 换 变量 АЕ, = (2emi) 74,8% 
S= (25) (титьть) "| 6(ы а). 


这 里 矢量 上 在 g 空间 的 分 量 为 v= (2em,)' ni/ 所 ,积分 按 球 (gq* =1) 体 积 进行 . 
积分 容易 在 以 上 为 轴 的 柱 坐 标 系 内 完成 ,于 是 给 出 








212 
бе) =23m。 (те) 
其 中 
тур т, + m,n? + mn @) 
т, = (mmm/m у. 
代入 (58.7) 中 , 求 得 能 级 
в. (4,) (+5) 58, (5) 
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本 节 我 们 研究 磁场 中 布 洛 赫 电子 的 波 函 数 平移 对 称 的 普遍 性 质 ,这 一 讨论 
是 精确 的 , 它 不 涉及 任何 近似 (例如 弱 场 条 件 或 准 经 典 条 件 ). 

施加 均匀 磁场 并 不 改变 系统 的 物理 平移 对 称 性 :在 空间 它 仍 保持 周期 性 .但 
是 ,也 有 独特 情况 :此 时 电子 哈密 顿 量 (56.2) 失 去 自己 的 对 称 性 . 原因 是 哈密 顿 
量 中 包含 的 不 是 恒定 的 场 强 及 ,而 是 与 坐标 有 关 且 不 具 周 期 性 的 矢 势 A(7). 

哈密 顿 量 失去 不 变性 自然 使 波 函 数 在 平移 时 的 变换 规律 变 得 复杂 起 来 . 对 
于 均匀 场 的 矢 势 我 们 选择 规范 : 








A=3Hxr. (60.1) 


且 令 V(r) 是 哈密 顿 量 及 (7) 的 某 个 本 征 函 数 . 在 平移 rr +a 时 (a 是 晶 格 的 某 
一 周期 ) 这 个 函数 变 为 y(r+a) ,但 是 , 它 已 经 是 哈密 顿 量 (гна) 的 本 征 函 数 
[而 友 (r+a) 不 同 于 诺 (r)]. 因 为 矢 势 已 经 进行 了 代 换 ， 
4(r) 一 4(r+a) =4(r) +1 ха. 
为 了 找到 待 求 的 变换 规律 ,需要 回 到 原来 的 哈密 顿 量 . 进行 规范 变换 
А>АЗУХ f= - 10и ха) 75 
即 可 达到 . 这 时 , 波 函 数 根据 (56.4) 式 来 变换 
у—фехр (1е// вс). 
所 有 这 些 操作 的 结果 都 表示 成 多 4(r) ,于 是 得 到 
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барб) =y(r+a)exp [1+ (hxa) |, (60.2) 


其 中 hh =1elH/hc, 而 全 称 为 磁 平 移 算 符 . (г) ЖИ Я (г) = ey 
的 解 ,那么 (60. 2) 式 也 是 这 个 方程 对 于 同一 个 能 量 е 的 解 (R. Peierls,1933) . 
由 定义 (60.2) 容易 得 出 结论 : 
Ft =1,..о(а,а’), 
о(а,а') =exp[ -іһ (аха?) | (60.3) 


交换 a 和 a' 时 ,因子 w(a,a') 的 寡 指 数 改变 符号 ;因此 ,一 般 说 来 , 算 符 久 和 分, 
不 可 对 易 : 
Т.Т, =Т,Т.ехр[ - № + (axa’)]. (60.4) 

于 是 ,两 个 算 符 和 他 ,的 乘积 一 般 说 来 与 算 符 ,相差 一 个 相 因 子 . 按照 
数学 术语 这 意味 着 : 算 符 Т, 所 实现 的 并 非 平移 群 的 通常 表示 ,而 是 投影 表示 ,这 
些 表示 的 基 是 磁场 中 布 洛 赫 电 子 的 定 态 波 函 数 0. 于 是 ,能 级 的 分 类 应 该 按照 平 
移 群 的 不 可 约 投影 表示 来 进行 ,就 像 无 场 时 按照 此 群 的 不 可 约 的 通常 表示 进行 
分 类 一 样 . 

与 此 相关 ,我 们 记得 ,平移 群 是 阿 贝尔 群 ( 它 全 部 元 素 都 是 可 对 易 的 ) , 因 
此 , 它 所 有 的 不 可 约 的 通常 表示 都 是 一 维 的 . 每 个 这 种 表示 的 基 函 数 少 在 平移 
时 仅 需 乘 以 某 一 相 因子 ,并 且 对 于 相继 两 次 的 平移 ,这 个 因子 应 该 等 于 每 次 单独 
平移 的 因子 之 积 . 这 就 是 说 

Fy ебу, 

其 中 是 常 矢量 ;这 个 矢量 (电子 的 准 动量 ) 是 给 不 可 约 表示 分 类 的 参量 . 

当 磁 场 满足 条 件 


В=4т Р, (60.5) 


时 ,可 以 对 平移 群 的 不 可 约 投 影 表示 进行 完全 分 类 (E. Brown, 1964; 1. Хак, 
1964). 其 中 p 和 9 是 两 个 互 为 素数 的 任意 整数 ;a, 是 晶 格 三 个 任 选 基 周 期 a, ， 
а, а) 中 之 一 ;v= (а ха,) - а, 是 晶 格 原 胞 的 体积 . 换言之 ,磁场 必须 顺 着 晶 格 
周期 的 某 一 方向 ,而 hv/4mas 必须 是 有 理 数 . 等 式 (60.5) 乘 以 a, ха, ,并 可 将 此 


Ф ”关于 群 投影 表示 ,我 们 在 第 五 卷 8 134 中 已 经 过 到 过 . 我 们 记得 , 算 符 6 所 实现 的 表示 本 来 就 称 
为 群 6 的 投影 表示 . 算 符 6 之 间 的 关系 与 群 6 相应 元 素 之 间 的 关系 只 在 精确 到 相差 一 个 相 因 子 的 意义 下 
才 是 一 致 的 :如 果 С,6. = 6 , 则 对 于 算 符 有 6,6, = wa ,这 里 只 要 求 wa 的 模 必须 等 于 1. 
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条 件 表 成 下 列 形 式 
ћ (а, ха,) =4тр/4- (60.6) 
为 了 给 平移 群 的 不 可 约 投影 表示 分 类 ,重要 的 是 从 这 个 群 中 能 分 离 出 子 群 
(〈 称 它 为 磁 子 群 ) ,对 于 这 个 子 群 ,不 再 是 投影 表示 ,而 是 通常 表示 . 在 遵守 条 件 
(60.6) 的 情况 下 , 形 如 
а, = па, +п,да, + па, (60.7) 
具有 整 系数 m ,m п, 的 平移 集合 便 是 这 样 的 子 群 .事实 上 , 当 矢量 严 顺 着 os 方 
向 且 满足 条 件 (60.6) 时 ,对 于 所 有 这 类 平移 , (60.3) 式 的 指数 因子 变 为 零 或 者 
是 2r 的 整数 倍 ,于 是 所 有 的 因子 w(e,a') =1@. 平 移 (60.7) 的 集合 形成 基 周 期 
На, ,да, а, 的 格子 ( 称 为 磁 格 子 ). 于 是 , 磁 倒 格子 相应 地 有 周期 b, ,b,/q,b,， 
其 中 b, ,5b,,b， 是 倒 格 子 的 基 周 期 . 磁 子 群 不 可 约 的 通常 表示 如 同 整个 的 平移 群 
一 样 是 一 维 的 ;它们 用 波 矢量 ( 准 动量 )K 表征 , 波 矢量 所 有 非 等 价值 都 包含 在 
磁 倒 格子 的 一 个 原 胞 中 . 
令 y" 是 准 动量 为 ”=K 的 一 个 这 样 表 示 中 的 基 范 数 . 对 于 该 函数 
Тр (п) ен my (р). (60.8) 
在 以 周期 a, 平移 (不 包括 在 磁 子 群 中 ) 时 ,我 们 由 w'" 获得 具有 别 的 准 动量 的 函 
数 y .为 了 确定 这 个 准 动量 ,我 们 利用 (60.4) 式 和 (60.8) 式 可 以 写 出 


ТШ =Т, Тр (г) =exp( -ih: Га, ха,] 1..1. у (г) = 
=exp| -іа, * Га, xh] +, + КО, р (г) 
或 者 最 后 写成 
Тр (п) ено ера (р), 


其 中 КО) = -а, хи =К-2 РЬ, 
9 





СТЕ ЗАСА (60.5) ХЭЛЕ ТИ 2та, x as/o =Ь,). 其 次 应 该 
区 分 4 为 奇数 值 和 偶数 值 的 两 种 情况 @. 

令 9 为 奇数 . 再 重复 进行 9 -2 次 平移 a, ,我 们 共 获 得 4 个 不 同 的 函数 ,它们 
的 准 动量 分 别 为 


ЕК, kK -2 Lb, -к-2 Ч Ds, (60.9) 
7 


Ф 一 般 说 来 , 磁 子 群 的 选择 不 是 唯一 的 ;可 以 选择 形 如 a= пала, +п,4а, +па, 的 任意 的 平移 
集合 来 替代 (60.7) 式 ,其 中 g ,qs 是 满足 g19; = 4 的 整数 . 

© 在 9=1 时 , 磁 子 群 同 完全 平移 群 一 致 . 于 是 ,如 果 А 52 ата, о 的 整数 倍 , 则 平移 群 不 可 约 投影 
表示 同 不 可 约 的 通常 表示 一 致 ,而 且 电 子 态 的 分 类 与 不 存在 场 时 的 也 一 致 . 


+236 - 第 六 章 ”最 格 中 的 电子 





减 去 矢量 Б, 的 适当 的 整数 倍 ,这 些 准 动量 值 按 顺 序 变 成 下 列 各 值 : 
кек, K+lb, K+2b, *, К, (60.10) 
9 9 9 


这 4 个 函数 可 实现 平移 群 的 9 维 不 可 约 投影 表示 . Ч К ВОН КЗ Ь,/а, 
5,/ 4,6, 的 原 胞 中 所 有 数值 (此 时 , 准 动量 kW ,kW”,… 取 遍 边 长 分 别 为 b,,b,/g， 
Ь, 的 原 胞 中 的 值 ) 时 ,我 们 得 到 所 有 的 非 等 价 表示 . 

现在 , 令 4 为 偶数 .这 时 ,在 序列 (60.9) 中 第 (g/2 +1) 个 值 就 等 于 -pb,. 
此 值 与 X 的 差别 只 是 倒 格 子 周期 b, 的 整数 倍 . 换 句 话说 ,共有 9/2 个 非 等 价 的 
下 值 ;它们 是 以 g/2 代 换 9 而 由 (60. 10) 式 给 出 的 . 因此 ,在 这 种 情况 下 不 可 约 表 
示 是 9/2 #1 ‚ЕН. К ВОН 26,/9,6,/а,Б, 为 边 长 的 原 胞 中 之 值 . 

这 些 结果 允许 我 们 在 施加 磁场 时 [满足 (60.5) 式 的 条 件 ] 对 晶 格 中 的 电子 
能 谱 变 化 的 特征 作出 下 述 结论 :在 无 磁场 时 ,能 谱 由 离散 的 能 带 组 成 ,每 个 能 带 
的 能 量 e() 是 准 动量 的 函数 , 准 动量 取 遍 倒 格 子 原 胞 中 的 所 有 值 . 在 施加 磁场 
时 ,每 条 能 带 分 裂 为 g 个 次 能 带 , 每 个 次 能 带 的 所 有 能 级 在 4 为 奇数 时 都 有 g 重 
简 并 ,在 9 为 偶数 时 都 有 9/2 重 简 并 . 次 能 带 的 能 量 可 以 表示 为 矢量 天 的 函数 
=(К) ,K 所 取 的 值 为 一 个 倒 格 胞 的 1/g* (在 奇数 9 时 ) 或 2/92:( 在 偶数 9 Вр). 

上 述 景象 对 于 磁场 的 大 小 和 方向 在 一 定 意义 上 是 极为 敏感 的 .事实 上 ,不 论 
怎样 靠近 能 使 (60.5) 式 得 到 满足 (对 某 一 定 的 p,q) 的 五 值 ,总 存在 满足 同一 条 
件 但 9 却 大 得 多 的 情况 下 的 场 强 值 . 因此 可 以 用 尽量 少 改变 场 强 的 方法 ,来 使 次 
能 带 的 数目 变 得 尽量 多 . 但 应 当 强 调 ,这 决 不 意味 在 所 观察 的 物理 性 质 中 也 有 这 
样 的 不 稳定 性 . 这 些 物 理性 质 主要 不 取决 于 具体 的 晶 带 结构 ,而 取决 于 状态 数 按 
很 小 但 有 限 的 能 量 间 隔 内 的 分 布 ;当场 的 变化 不 大 时 ,这 种 分 布 也 变化 不 大 . 因 
为 强烈 变化 的 并 不 是 状态 能 量 ,而 是 状态 的 分 类 . 后 者 的 变化 是 由 准 动量 的 定义 
域 的 改变 所 引起 的 . 
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在 正常 ( 非 超 导 的 ) 金 属 的 实际 晶体 里 ,电子 形成 量子 费 米 液体 ,这 种 液体 
在 第 一 章 里 已 经 描述 过 了 . 但 是 ,在 这 里 由 于 不 是 “自由 的 "各 向 同性 液体 ,而 是 
蝇 格 的 各 向 异性 周期 场 内 的 液体 ,于 是 出 现 一 系列 区 别 . 
自由 费 米 液体 的 能 谱 , 是 类 比 于 理想 费 米 气 体 的 谱 建 立 起 来 的 . 与 此 类 似 ， 
金属 中 电子 费 米 液体 谱 也 类 比 于 “ 晶 格 中 "理想 "气体 "的 谱 来 建立 的 . 准 动量 做 
为 守恒 量 的 出 现 仅 与 体系 的 空间 周期 性 有 关 ( 有 如 真实 动量 的 守恒 是 整个 空间 
匀 性 的 结果 一 样 ). 因此 ,在 $ 55 中 所 列举 的 性 质 自然 也 可 转移 为 金属 中 电子 
液体 谱 能 级 分 类 的 特性 ,其 中 粒子 (电子 ) 的 角色 移 给 了 准 粒子 . 
在 绝对 零度 时 ,周期 场 中 的 理想 费 米 气体 粒子 占 满 直到 某 个 界限 值 cy (在 
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7=0 时 同化 学 势 的 数值 相等 ) 的 所 有 低能 级 ,决定 =, 的 条 件 是 < es 的 状态 
数 等 于 全 部 电子 数 . 这 时 ,属于 一 切 k 值 的 e,(k) < er 的 能 带 完 全 被 占 满 ,而 
s,(k) > er 的 能 带 是 空 的 ,而 方程 

в,(К) = er (61.1) 
有 解 的 能 带 将 部 分 地 被 充填 .在 上 空间 ,方程 (61.1) 决 定 了 费 米 分 界面 ,这 个 面 
把 每 个 带 被 填 满 的 态 和 空 态 分 开 . 

类 似 地 ,实际 金属 在 空间 也 存在 一 个 曲面 ,使 准 粒子 填 满 的 态 的 区 域 ( 在 
T=0 时 ) 与 空 态 分 开 ; 在 面 的 一 侧 准 粒子 的 能 量 e > er ,而 在 另 一 侧 e < ер. 但 
是 ,我 们 知道 (参看 $ 1) , 费 米 液体 里 的 准 粒 子 概念 只 在 费 米 面 附 近 才 有 实际 的 
物理 意义 ,在 那里 元 激发 的 衰减 较 小 . 因此 ,关于 (在 描述 理想 费 米 气体 谱 时 出 
现 的 ) 满 带 的 概念 在 实际 的 电子 液体 中 便 失去 字面 上 的 意义 . 

费 米面 附近 的 那些 准 粒子 称 为 传导 电子 .一 般 情况 下 ,它们 的 能 量 是 准 动量 
的 线性 函数 ,类 似 (1.12) 式 有 

2(Ю) – ер ke)y, (61.2) 
нЕ 是 费 米 面 上 的 点 ,而 


其 (oy 


是 传导 电子 在 该 点 的 速度 . О 

在 温度 不 等 于 零 时 , 喝 米 面 附 近 也 应 有 传导 电子 分 布 的 “弥散 区 ”. 由 此 产 
生 费 米 液体 理论 的 适用 条 件 :7 << РЁ, ,其 中 hi 和 ur 是 费 米面 的 线 度 和 在 费 米 
面 上 的 速度 特征 量 . 通常 线 度 К, 与 倒 格 胞 的 线 度 有 相同 的 数量 级 ,因此 №, ~ 1/а 
(例外 的 是 所 谓 半 金 属 一 一 参看 下 面 ). 为 了 估算 ,再 取 w ~ АЕ т, ДИВНЕ: 
Т << 10* -10° K, 实 际 上 这 个 条 件 总 是 可 以 满足 的 . 

事实 上 ,所 有 金属 都 有 带 反 演 中 心 的 晶 格 . 根据 $ 55 末 所 述 ,传导 电子 ( 具 
有 给 定 上 值 ) 的 所 有 能 级 对 自 旋 都 是 二 重 简 并 的 (这 里 所 说 的 金属 既 不 是 铁 磁 
的 ,也 不 是 反 铁 磁 的 ). 

费 米 面 的 形状 和 配置 是 具体 金属 的 重要 特征 .不 同 金属 的 费 米 面 , 一 般 说 
来 ,有 各 种 各 样 极为 复杂 的 形状 . 费 米 面 可 以 由 几 个 不 相连 的 叶 构成 ,这 些 叶 可 
以 是 单 连通 的 或 多 连通 的 , 闭 的 或 开 的 (可 与 $55 所 讲 的 等 能 面 进行 大 致 的 比 
较 ). 

费 米面 的 封闭 叶 可 以 分 为 两 种 类 型 ,一 种 是 限定 准 粒 子 的 满 态 (在 7T=0 
时 ) 区 域 (在 es сер 的 腔 内 部 ) , 另 一 种 限定 准 粒子 空 态 的 区 域 (s > e;). 但 是 ,如 








Ф 在 $2, 从 个 利 略 不 变性 的 考虑 中 得 到 型 如 (2.11) 的 “自由 " 费 米 液体 有 效 质量 的 公式 当然 与 晶 
格 中 的 电子 液体 无 关 . 
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果 认 为 第 二 种 情况 是 “ 空 腔 ” 被 准 空 穴 " 所 填 满 ,这 两 种 情况 就 可 以 用 类 似 的 方 
法 描述 ;于 是 ,系统 向 激发 态 的 跃迁 可 以 找 写 为 准 空 穴 从 费 米面 内 部 向 外 部 的 跃 
Ж. 此 时 的 费 米面 称 为 空 穴 费 米面 ,以 区 别 于 第 一 种 情况 的 电子 费 米面 . 两 种 
准 粒子 一 一 电子 和 空 穴 一 一 之 间 的 物理 区 别 , 当 它们 在 外 场 中 运动 时 就 明显 表 
露出 来 . 例如 ,在 磁场 中 运动 时 ,用 来 决定 准 经 典 轨道 的 空 穴 (或 电子 ) 费 米面 的 
一 切 截面 ,都 属于 $57 所 讲 的 那 种 空 穴 (或 电子 ) 类 型 . 

$1 谈 过 的 各 向 同性 “自由 ” 费 米 液体 中 费 米 面 是 球面 ,根据 朗 道 的 定理 
(1.1) ,其 半径 由 液体 密度 决定 . 对 于 金属 中 的 电子 液体 也 有 类 似 的 关系 ,但 由 
于 跟 晶 格 周期 性 有 关 的 特性 ,使 这 个 关系 的 表述 有 某 些 改变 . 

金属 电子 数 取 章 格 一 个 原 胞 中 的 比较 方便 ; 令 是 一 个 原 胞 所 有 原子 中 的 
电子 总 数 . 我 们 用 rr 表示 费 米 面 填充 侧 ( 即 a < er 一 侧 ) 的 一 个 倒 格 胞 的 总 体 
积 . 这 里 总 字 的 含义 是 :如 果 与 费 米面 各 叶 对 应 的 各 填充 区 域 部 分 交友 ,那么 它 
们 仍然 应 该 独立 求 和 . 我 们 约定 ,体积 rr 以 倒 格 胞 本 身 的 体积 为 单位 进行 量度 . 
从 关于 区 域 交 码 的 说 明 可 知 :如 此 定义 的 量 ry 可 以 超过 1. 

我 们 感 兴趣 的 命题 一 一 Luttinger 定理 (对 于 金属 它 可 代替 朗 道 定 理 ) 可 用 下 
列 等 式 表示 : 





п. =2т; =п-21, (61.4) 

其 中 1 是 某 一 整数 (1>0). 对 晶 格 里 的 理想 气体 模型 ,这 个 数 有 简单 的 意义 : 倒 
格 胞 中 的 两 个 ( 因 有 两 个 自 旋 态 ) 电 子 , 相 应 于 每 条 能 带 全 被 充满 ,因此 21 是 占 
据 1 条 低能 带 的 电子 数 ;而 差 n -21 是 部 分 充填 带 中 的 电子 数 . 公式 (61.4) 所 表 
示 的 事实 绝 非 平凡 ,类 似 的 情况 在 考虑 到 电子 间 有 相互 作用 时 也 出 现 .@ 按 照 金 
属 的 定义 ,整数 п, 不 等 于 零 . 

假设 在 金属 中 只 有 (电子 的 和 空 穴 的 ) 封闭 的 费 米 面 的 叶 . 我 们 用 то т 
7 表示 电子 腔 和 空 穴 腔 对 rr 的 贡献 : 

ъ= D+ У то 
( 求 和 分 别 对 所 有 电子 的 叶 和 所 有 空 穴 的 叶 进 行 ). 量 7 中 与 电子 腔 的 体积 一 致 ， 
而 空 穴 腔 的 体积 是 1 -7 .我 们 引进 电子 型 准 粒子 数 和 空 穴 型 准 粒子 数 
п_ =2 У то, n,=2 У (1-r9). 

在 ”是 偶数 (从 而 "。 也 是 偶数 ) 时 ,可 以 有 这 种 情况 . Вр а, 等 于 空 穴 腔 数 的 两 
4%. 容易 相信 ,此 时 等 式 (61.4) 归结 为 等 式 





Ф 但 是 ,我 们 强调 指出 ,为 避免 误会 ,“ 空 穴 "一 词 在 这 里 的 含义 不 同 于 §1 末 用 另 一 种 方法 描述 费 
米 液体 谱 时 所 使 用 的 含义 (那里 称 为 空 穴 的 只 是 系统 激发 时 在 填 满 区 内 形成 的 空位 ) . 
名 ”这 一 命题 的 严格 推导 可 参看 J]. М Luttinger, Phys. Rev. 119,1153(1960). 
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п. =n,. (61.5) 
准 粒子 数 和 准 空 穴 数 相等 的 金属 称 为 补偿 金属 . 
我 们 注意 到 , 当 精 确 满 足 等 式 (61.5) 时 , 量 n_ 和 n ,本 身 可 以 是 任意 的 ,可 
以 包括 任意 小 . 当 所 有 费 米面 腔 的 体积 与 倒 格 胞 的 体积 相 比 都 很 小 时 ,金属 称 为 
半 金 属 . D 但 是 ,传导 电子 的 数目 有 一 个 下 限 , 低 于 这 个 下 限 ,金属 型 的 电子 谱 就 
要 变 得 不 稳定 ,因而 也 就 不 能 再 存在 下 去 (这 种 情况 可 参看 8 66 Ж). 
金属 的 热力 学 量 由 晶 格 部 分 和 电子 部 分 构成 . 后 者 的 热力 学 关系 决定 于 费 
米面 附近 的 准 粒 子 [色散 定律 (61.2)]. 这 个 关系 的 特点 自然 也 和 理想 费 米 气体 
或 各 向 同性 的 费 米 液体 一 样 (比较 $1) ;公式 中 的 差别 ,只 是 由 于 准 粒子 在 非 球 
形 ( 现 在 就 是 这 种 情况 ) 费 米面 附近 的 状态 数 不 同 而 已 . 
我 们 用 vde 表示 金属 单位 体积 在 能 量 间隔 de 内 的 状态 数 . 在 能 量 分 别 
为 es 和 er + de 的 两 个 无 限 接近 等 能 面 之 间 ,k 空间 的 体积 元 等 于 dfde/ 
jior ,其 中 df 是 费 米面 的 面积 元 ,而 vi 是 矢量 v = де/ћәк 对 此 面 的 垂直 分 
量 . 因此 
„25 а (61.6) 
这 里 对 一 个 倒 格 胞 内 费 米面 的 所 有 叶 进 行 积 分 (在 开放 的 费 米面 情况 , 胞 面 本 
身 当然 不 包括 在 积分 区 域内 ). 
量 值 (61.6) 代 替 了 热力 学 量 中 对 于 自由 粒子 气体 ( 费 米面 是 球面 ) 的 下 列 
表达 式 
2 4трь тр, 
(25h) pe/m т" 
例如 ,金属 热力 学 势 2 的 电子 部 分 (比较 第 五 卷 $58) 是 


2 
0. = 0 быт, (61.7) 


其 中 Qu. 是 了 =0 时 的 热力 学 势 值 .将 (61.7) 式 第 二 项 当做 Qu. 的 小 附加 项 ,根据 
关于 小 附加 项 的 定理 ,对 于 热力 学 势 更 也 能 写 出 类 似 的 公式 ; 
Ф.=Ф.. ут (61.8) 
现在 认为 式 中 的 w ТУ ЗН Р ЖКС, ВЕ Т =0 时 ). 
ЊН (61.8) ал А, ПОЛЕ А АА, КАВ 


2 
с. БЕД (61.9) 














Ф Ш.п. =n, -107°. 


‹ 240. 第 六 章 ” 晶 格 中 的 电子 





热 容量 的 品格 部 分 与 7 成 比例 (在 温度 小 于 德 拜 温度 @ 时 ) ;因此 在 充分 低 的 
温度 时 ,电子 对 热 容 量 的 贡献 变 成 主要 的 了 . Ф 
根据 同样 原因 ,在 这 个 温度 范围 电子 对 金属 热膨胀 的 贡献 也 成 为 主要 的 了 . 
由 (61.8) 式 决定 体积 了 = 9G/3P, 而 后 再 确定 热膨胀 系数 a, 得 到 
1 үу m9( Vyr) 

















а-у (т), = - ЗИ ар (61.10) 
我 们 注意 到 ,在 这 里 (也 如 在 Т>> Ө 范围 一 样 一 见 第 五 卷 $ 67) 关系 式 
ay (И) 
GY ep 


与 温度 无 关 . 
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$56— $58 的 讨论 所 涉及 的 是 晶 格 中 单个 电子 的 运动 ,在 唱 格 上 还 有 外 磁 
场 的 作用 . 现在 我 们 证 明 ,那里 所 获得 的 结果 对 于 实际 金属 电子 液体 中 的 准 粒子 
(传导 电子 ) 本 质 上 仍然 是 正确 的 ,只 是 关系 式 中 的 某 些 量 的 定义 有 些 改变 [10. 
А. Бычков, Л. П. Гольков, 1961; Ј. М. Luttinger,1961). 适 于 普遍 研究 电子 液体 
的 数学 工具 是 格林 函数 . 

在 第 二 章 中 对 于 “自由 " 费 米 液体 发 展 了 这 个 工具 . 我 们 将 阐明 ,对 晶 格 中 
的 液体 这 个 工具 在 哪些 点 上 要 改变 . 

电子 液体 (在 温度 7 了 =0 时 ) 的 格林 函数 还 是 通过 公式 (7.9) 的 电子 海 森 伯 
少 算 符 定义 的 ,其 中 的 平均 按 金 属 的 基态 进行 . 由 于 时 间 的 均匀 性 ,这 个 函数 与 
宗 量 5 和 4 的 关系 仅 通过 := -4 来 表示 . 现在 ,对 液体 来 说 ,由 于 存在 晶 格外 
场 , 空 间 均匀 性 便 遭 到 破坏 . 因此 ,格林 函数 不 仅 与 差 值 ", л, 有 关 . 可 以 立即 断 
言 ,格林 函数 对 于 л 和 7, 同时 平移 同一 个 (任意 的 ) 唱 格 周期 来 说 是 不 变 的 . 下 
面 我 们 在 w,r 表象 中 研究 格林 函数 ,也 就 是 我 们 引入 对 于 ! 的 传 里 叶 分 量 : 
Co(wirim) .原则 上 , 正 是 这 个 函数 能 够 确定 金属 中 电子 液体 的 能 谱 .把 $8 中 
的 讨论 重新 运用 到 目前 情况 (不 再 进行 全 部 计算 ). 

在 §8 中 指出 过 ,系统 的 均匀 性 允许 完全 定义 少 算 符 的 矩阵 元 与 坐标 的 关 
系 ,因而 能 够 在 空间 - 时 间 表象 中 写 出 形 如 (8.5 一 8.6) 的 格林 函数 的 一 般 表达 
式 ; 然 后 ,从 这 里 它 可 以 过 渡 到 展开 式 (8.7) 形 状 的 动量 表象 

对 于 晶 格 中 的 电子 液体 ,只 对 晶 格 周期 平移 ( 即 当 r =a 时 ) 才 有 表 成 等 式 
(8.3) 的 矩阵 元 的 不 变性 . 自然 ,这 将 减 小 与 坐标 关系 的 确定 性 :代替 (8.4) 式 ， 








Ф 展开 (61.9) 式 的 小 参量 是 比值 /er ,展开 晶 格 热 容量 的 小 参量 是 比值 7/@. 因此 , 热 容 量 的 这 
两 部 分 在 有 ~ @ /sr 就 有 同 程度 的 大 小 . 
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至 少 可 以 断定 

(019, (гт) Га) = (г)ехр( = №. (в), 

(mkl (1,7) 10) =), (г) exp(iwno (К) В), (62.1) 
其 中 





Хань (г) вети (т), 
х0) =е* оъ (г). (62.2) 
上 是 态 的 准 动量 ;m НЕННЕ А та 和， 是 品格 中 坐标 的 一 些 
周期 函数 (我 们 只 写 出 发 自 基态 一 一 0 态 一 的 路 迁 和 矩阵 元 ). 函数 x” 和 x 和 
的 性 质 ,类 似 于 周期 场 中 电子 的 布 洛 赫 函 数 . 通过 这 些 和 矩阵 元 表示 格林 函数 , 然 
后 变换 到 对 时 间 的 传 里 叶 分 量 (类 似 于 $8 所 做 的 ) ,现在 代替 (8.7) 式 ,我 们 得 
到 展 式 
ть Ст)" (Ts) о (п) 0) 
Сабот) = У и ла тт е } (62.3) 
se‘ 和 er! 的 意义 同 前 ;在 第 二 项 中 进行 了 k-， -的 变换 ， 
在 金属 的 费 米面 附近 有 不 衰减 的 单 粕 子 的 元 激发 ,表明 当 接近 几时 ,状态 
的 能 量 只 与 大 有 关 . 对 于 这 些 状态 ,函数 Cs(wiri т, ое) -jz 处 有 极 
点 . 在 极点 附近 它 的 形式 是 





@+и-=(ЁЕ) +10 + відп о’ 
当 对 自 旋 有 简 并 时 还 应 该 对 两 个 自 旋 态 求 和 . 

根据 格林 函数 来 确定 能 谱 ,原则 上 归结 为 某 个 积分 - 微分 线性 算 符 的 本 征 
值 问题 . 

对 所 研究 的 问题 ,在 坐标 空间 的 图 技术 基本 原则 仍然 同 通 常 的 费 米 液体 的 
情况 一 样 . 尤其 是 , 若 引入 自 能 函数 3s(1,r, ,r,) (作为 $14 定义 的 图 的 集合 之 
和 ) ,可 以 把 格林 函数 Gs (г, „г, ) 写 成 级 数 (14.3) 的 形式 ,这 个 级 数 求 和 就 成 
为 图 方程 (14.4). 这 些 图 上 的 细 实 线 表示 自由 电子 ( 既 不 同 其 它 电 子 也 不 同 晶 
格 相互 作用 ) 的 格林 函数 CO (tr -7r,). 根 据 (9.6) 式 ,这 个 函数 满足 方程 


Gaa(wirisr2) = (62.4) 


12. А+ 
зн +в) 6% (bm =) =6.36(1)6(м, -г,), 


从 左 侧 用 算 符 (…) 作 用 于 方程 (14.4) ,然后 变换 到 按时 间 的 传 里 叶 分 量 ,我 们 
得 到 待 求 的 方程 


A 
(оа) обет ть [Сост т) Caosr' „туфа = 


=6.65( и, —г,). (62.5) 
在 格林 函数 的 极点 (对 变量 %) 附近 ,方程 的 右 方 可 以 略 去 , 便 获 得 齐 次 积 
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分 -微分 方程 ,其 本 征 值 则 给 出 系统 的 能 谱 . 这 时 ,任何 运算 都 不 涉及 指标 8 和 
变量 r, , 即 它们 在 方程 里 不 是 重要 的 参数 . 因此 ,为 确定 能 谱 方 程 可 以 写 为 了 
(о + 内 + 人 jx) - [созт (фа so-PDx(r) =0. 
(62.6) 
对 于 金属 中 电子 的 费 米 液体 , 它 代替 通常 的 薛 定 课 方程 . 如 前 所 述 ,根据 о = 
e(r) -人 ,上 式 的 本 征 值 确定 了 能 谱 ;相应 的 本 征 函 数 就 是 (62.4) 式 中 的 函数 
Xu(r)[ 将 (62.4) 直 接 代 和 人 (62.5) 会 清楚 地 看 出 这 一 点 ]. 因为 在 费 米 面 附 近 的 


激发 衰减 少 ,在 小 о 的 情形 下 , 算 符 二 是 厄 米 的 (精确 到 数量 级 为 w 的 项 ). 

为 了 过 渡 到 有 弱 外 磁场 的 情况 ,应 该 指出 ,在 矢 势 规范 变换 时 少 算 符 如 波 
函数 一 样 进行 变换 [ 比较 (44.3 一 44.4) ] .因此 格林 函数 Cw(wim л.) Пр 
的 乘积 y(r,)w*" (7, ) 一 样 进行 变换 . 这 意味 着 (62.6) 中 的 函数 x(r) 也 必须 如 通 
常 的 函数 一 样 进行 变换 .但 是 ,仿效 8&56 中 的 讨论 ,容易 发 现在 那里 利用 到 的 
只 是 : 晶 格 的 周期 性 ` 规 范 变换 的 一 般 性 质 以 及 能 谱 由 某 个 哈密 顿 量 的 本 征 值 所 
决定 ;哈密 顿 量 现在 由 公式 (62.6) 中 的 算 符 人 来 充任 .外 显然 ,因此 所 得 的 结果 ， 
即 由 无 外 场 的 能 谱 向 有 弱 场 的 能 谱 过 渡 的 规则 ,也 是 相同 的 :新 的 能 谱 由 哈密 顿 
量 





(КА) ), 六 =i (62.7) 
的 本 征 值 所 确定 . 其 中 se(k) 是 无 场 时 的 谱 . 自然 ,现在 的 函数 e(k) 的 意义 不 同 
于 它 在 (56.7) 式 中 的 ,在 后 者 已 考虑 到 系统 中 所 有 电子 的 集体 相互 作用 . 
其 次 ,因为 在 $ 57, $ 58 对 准 经 典 情况 的 研究 是 完全 建筑 在 形 如 (62.7) 式 
的 哈密 顿 量 上 的 ,所 以 ,这 些 结果 可 直接 移 到 电子 液体 上 .但 是 ,这 时 产生 一 个 问 
题 , 即 什么 是 作用 给 传导 电子 上 的 场 强 ( 或 矢 势 4) .严格 说 来 ,这 应 该 是 所 有 的 
电子 在 该 点 7 形成 的 场 (以 及 外 场 ) 的 精确 微观 值 . 但 是 ,在 准 经 典 情况 下 发 生 
相互 作用 的 区 域 的 特征 线 度 rw(“ 轨 道 的 拉 摩 半径 ” ) 大 于 电子 间距 ( 同 晶 格 常量 
а 一致) 的 数量 级 . 这 个 事实 导致 对 微观 场 的 自动 平均 . 这 个 平均 的 起 源 能 够 用 
下 面 的 讨论 来 说 明 . 


Ф ”对 于 微观 均匀 的 费 米 液体 ,在 动量 表象 中 ,这 个 方程 归结 为 方程 (14.13) 
wtp=e) (р) + (ор) 


@ 这 里 可 以 指出 一 个 重要 的 区 别 :(62.2) 中 的 算 符 了 依赖 于 w. 其 实 ,这 只 表明 哈密 顿 量 不 是 以 显 
示 的 方式 写 出 . 在 小 情况 下 ( 在 费 米面 附近 ) 展 开 L 上 ~) + wb ,然后 用 算 符 (1 -人 ) ЕЖЕ = 
(1 -六 )x, 也 可 过 渡 到 显 式 . 
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我 们 将 微观 场 强 表示 成 它 的 平均 值 ( 按 宏 观 电动 力学 所 用 的 术语 它 是 磁 感 
应 强度 B8) 与 迅速 变化 部 分 了 之 和 的 形式 . 相应 于 均匀 场 B 的 矢 势 , 在 轨道 线 度 
的 全 部 范围 内 将 增 大 ,并 取 特 征 值 Вг. 在 距离 ~a 上 相应 于 振荡 场 И ЖЖ 
会 系统 地 增 大 ,并 且 只 取 值 ~ Ba, 这 个 值 同 Вг, 比较 可 以 忽略 . 在 $56 中 讲解 
时 , 恰 是 场 势 决定 电子 运动 的 量子 化 . 于 是 我 们 得 出 结论 :只 考虑 均匀 磁感应 
B =vV xA 的 势 4 已 足够 了 ,这 个 B 正 是 作用 给 电子 的 场 (D. Shoenberg,1962). 
在 下 面 ( $ 63 末 ) 我 们 将 看 到 ,这 个 事实 在 金属 磁化 时 将 导致 某 些 新 的 现象 . 
于 是 ,金属 电子 液体 的 准 经 典 量子 化 规则 可 写成 
Зе РВ (n+ 让), 
式 中 S(e,k,) 是 金属 的 传导 电子 真实 等 能 面 的 截面 积 ( 在 它 的 费 米面 附近 ). 
像 具 有 反 演 中 心中 晶 格 中 的 单 电 子 问题 一 样 ,考虑 传导 电子 的 自 旋 将 使 磁 
场 中 的 能 级 分 裂 为 两 个 分 量 : 
Bs (В, в, (&,) +оВЕ(В,)В, ос +1. (62.9) 
量 &#( 太 ) 是 在 准 经 典 轨 道上 对 某 个 函数 #(K) 的 平均 结果 . 这 时 ,可 充分 精确 地 认 
为 所 有 轨道 都 位 于 费 米 面 上 ,因此 平均 的 结果 只 与 上 有 关 . 我 们 强调 指出 ,对 于 
电子 费 米 液体 , 量 é&(%,) 不 等 于 1( 自 由 电子 之 值 ) ,不 仅 与 自 旋 -轨道 相互 作用 
有 关 , 而 且 也 与 电子 之 间 的 交换 作用 有 关 . 
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在 弱 磁 场 中 (BB << Т,В 是 玻 尔 磁 子 ,B 是 磁感应 强度 ) ,金属 的 磁化 率 不 能 
以 普遍 形式 计算 出 来 .其 原因 是 在 费 米 液体 的 理论 框架 内 只 能 研究 磁化 率 的 顺 
磁 ( 自 旋 ) 部 分 :这 部 分 决定 于 费 米面 附近 的 传导 电子 ,因为 分 布 在 深部 的 电子 
的 自 旋 相互 抵消 . 对 磁化 率 抗 磁 ( 轨道) 有 贡献 的 是 全 部 电子 ,其 中 包括 分 布 在 
深部 的 电子 ,在 那里 费 米 液体 理论 中 的 准 粒 子 概念 已 失去 意义 . 但 是 ,这 两 部 分 
磁化 率 ,一般 说 来 有 相同 的 数量 级 ,有 实际 物理 意义 的 只 是 它们 之 和 |. 

我 们 进而 讨论 “ 强 " 场 ,这 时 


(62.8) 


Т=ВВ <<и, (63.1) 
即 朗 道 能 级 的 间隔 可 以 同 温度 相 比 拟 , 但 仍然 小 于 化 学 势 . 在 这 种 情况 下 ,磁化 
率 的 顺 磁 部 分 和 抗 磁 部 分 已 完全 不 能 分 开 , 但 是 这 里 的 情况 发 生 了 变化 , 即 金属 
的 磁化 强度 对 场 强 显现 出 振荡 关系 [ 迪 … 哈 斯 - 范 阿 耳 芬 (de Haas уап Alphen) 
效应 ]@. 磁化 强度 的 单调 部 分 在 这 里 也 与 金属 中 的 全 部 电子 有 关 , 并 且 不 可 能 











Ф 实际 上 ,一 切 金属 的 品格 都 具有 反 演 中 心 . 
© 对比 第 五 卷 $ 60 ,在 那里 对 理想 电子 气 研究 了 这 个 效应 . 
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在 费 米 液体 理论 的 框架 内 进行 计算 . 而 磁化 强度 的 振荡 部 分 , 正 像 我 们 将 要 看 见 
的 ,只 由 费 米面 附近 的 传导 电子 决定 ,因而 可 在 普遍 形式 下 进行 研究 (H. М. 
Лифшиц, А. М. Косевич ,1955 ). 这 里 我 们 所 感 兴趣 的 正 是 这 一 部 分 . 

磁化 强度 对 磁场 的 振荡 关系 是 电子 轨道 运动 能 级 量子 化 的 结果 .但 是 ,被 量 
子 化 的 只 是 与 电子 沿 闭合 轨道 (在 空间 ) 运 动 所 对 应 的 状态 . 因此 ,对 热力 学 
量 振荡 部 分 的 贡献 只 来 自 等 能 面 封闭 截面 上 的 传导 电子 ,该 截面 是 垂直 场 方向 
的 平面 所 截取 的 . 我 们 认为 ,在 这 些 截面 上 满足 准 经 典 性 条 件 , 即 被 等 式 (62.8) 
所 定义 的 数 ”是 个 大 数 : 

ћсЅ/ lelB >> 1. (63.2) 

对 于 金属 中 典型 的 费 米 面 截面 的 线 度 ~1/a, 因 此 S$~a 一 , 则 条 件 (63.2) 显然 能 
满足 [比较 222 页 上 的 注释 ). 

考虑 自 旋 时 , 准 经 典 能 级 由 表达 式 (62.9) 给 出 ,其 中 se,(%,) 是 方程 (62. 8) 
的 解 ;与 每 个 能 级 对 应 的 状态 数 由 公式 (58.10) 给 出 . 因此 ,决定 热力 学 势 Q( 是 
4,7 和 系统 的 体积 了 的 函数 ) 的 配 分 函数 含 于 下 式 中 


全 
= –т11ВУ > | > ое рар, (63.3) 








4m с 
下 标 * 是 等 能 面 各 叶 编 号 ;为 了 简化 ,以 后 我 们 略 去 这 个 下 标 以 及 对 它 的 求 和 
号 .所 有 等 能 面 的 叶 的 全 部 不 同 的 截面 所 在 的 区 间 ( 即 除去 周期 性 重复 ) ,就 是 
对 dk, 进行 积分 的 区 间 . 


首先 我 们 从 2 中 分 离 出 随 场 振荡 的 部 分 (用 О Ждал) ,借助 于 泊 松 公式 D 
变换 求 和 式 (63.3) : 


100) + 5 Е(п) = Г Е(х) 4х +2 Ве > Г F(x)e™™dx. (63.4) 
用 于 (63.3) 的 这 个 公式 ,其 第 一 项 对 2 给 出 非 振荡 的 贡献 ; 略 去 它 ,我 们 写 出 





д lelBVT Re < > 
0 = Рд 26. 2 РИЯ (63.5) 
ДГ НИР: 
ГА 户 dn [№ [1 кере) | ар, (63.6) 


并 引进 记号 ,=p - оВЁВ. 
为 了 进一步 的 变换 ,我们 引入 函数 


Ф 参看 第 五 卷 $60. 在 (63.4) 中 求 和 项 F(0) 带 有 1/2 系数 是 无 关 紧 要 的 ,因为 在 求 和 式 (63.3) 
中 ,反正 重要 的 只 有 n 大 的 项 . 
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chS(e,k.) 1 
Е -于 (63.7) 
[比较 (62.8) 式 ] ,并 且 从 (63.6) 中 按 dn 的 积分 过 渡 到 按 de 的 积分 : 
ї, = [ Һр + ереен до, (63.8) 





对 de 的 积分 下 限 是 任意 选择 的 ( 取 为 零 ) НЯ ЕД еи, 附近 才 是 
主要 的 . 

由 于 n(s,k) 是 一 个 大 的 函数 ,(63.8) 中 被 积 式 的 指数 因子 是 的 快速 振东 
函数 ,这 些 振荡 使 对 dk. 的 积分 消失 ,因此 对 积分 的 主要 贡献 来 自 使 函数 n(s,h) 
变化 最 慢 的 变量 大 (因而 振荡 也 最 慢 ) 的 各 区 间 . 换言之 ,对 积分 的 主要 贡献 来 自 n 
(在 每 个 给 定 值 = 时, 作为 的 函数 ) 的 极 值 点 附近 的 区 域 . ФА (е) О 
一 个 这 样 的 点 ;在 此 点 附近 用 鞍点 法 计算 积分 :把 指数 函数 的 指数 写 为 

пек) т (е) +5 (в) в)", 
п. (е)=п(е,,.()). 
而 在 非 指数 函数 因子 中 我 们 取 А, = 大。 时 的 值 .结果 得 到 ,每 个 极 值 点 对 积分 的 
贡献 为 
rep) 各 证 | 器 | олива 
因为 在 极 值 点 an/9k, =0, 允 许 用 ап, (бе 代替 9n(。,h)/3e. 在 指数 西数 中 指数 
的 + 导 和 -号 对 应 于 .是 函数 n(s,k) 的 极 小 值 点 或 极 大 值 点 .用 分 部 积分 
变换 此 表达 式 , 写 出 
dn А 1 
Чех (2 ті, ) de = т 
ЭРАГА ИЕН 0/0 РГ ОТ, ВОЙИ НЕЕ 
关系 , 略 去 这 一 项 ,我 们 有 
т ке. Г ехр(2т.. )4= 
ын [1 +ехр(* те ) ] 192 п/а? 12, 
这 里 对 所 有 极 值 点 求 和 ( 极 值 点 的 意义 在 下 面 还 要 讨论 ). 

被 积 式 分 子 中 的 因子 exp(2miln,, ) 是 е 的 快速 振东 西数 . 除 掉 能 使 分 母 志 

速 变化 的 e -kh。~ 了 的 区 域外 ,这 些 振荡 处 处 使 对 de 的 积分 消失 . ПЖ, (е) 























dexp(27iln.. (8)), 





(63.9) 





Ф Је 型 的 鞍点 积分 的 计算 是 借助 于 下 列 代 换 进 行 的 ,2 = ue"“ ,在 a>0 时 ,或 z=ue nm'4, 在 
4 <0 时 ,然后 对 du 的 积分 扩展 成 自 ~o 到 +m. 
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在 这 个 区 域内 是 缓慢 变化 的 ,因而 能 够 表示 成 如 下 的 形式 . 
п. (2) =п.,(м,) tn (po) (е -ш,), 
19’ п/а АИ ЗЕ e =, 处 之 值 来 代替 . 然后 ,由 对 e 的 积分 转 到 
Жх=(в-м,)/Т 的 积分 , 且 以 - о 替换 积分 下 限 -wu。/T( 因 为 wT >> 1) ,我 们 
得 到 了 
~ ехр[2ті1п,,(и,) +1т/4] . бе 
=- У, ата = ~ arsinh[2m21Tn' (м,) ] . 
这 个 表达 式 按 с = +1 求 和 时 ,处 处 ( 除 指数 因子 外 ) 可 以 把 w。 Ви, НУ 
按照 (63.1) 的 假设 BB <<jp. 在 (指数 性 的 ) 相 因子 中 这 样 的 替换 是 不 允许 的 ,这 
是 因为 函数 n..(e) 较 大 ,其 宗 量 较 小 的 变化 也 要 造成 相位 显著 的 变化 ;但 是 ,在 
这 里 将 n,,(j+BB) 按 BB 等 展 开 到 线性 项 已 足够 . 





4 exp[27iln,, (ш) +im/4] 
2 у Р? апга 1 
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ЖИ ИЕ (2,1, ) 的 截面 极 值 5 (s) 有关, 其 什 人 
在 e = 时 是 费 米面 极 值 截面 . 在 图 15 上 绘 出 费 米 7 人 
化 公式 的 书写 ,我 们 引入 传导 电子 在 它 沿 极 值 闭合 轨道 运动 时 的 回旋 质量 . 根据 


x arsinh[ 2217, (ш) ]со[2718ВЕ п’, ()]. (63.10) 
Е. =Е(%,.). 尚 须 说 明 此 表达 式 内 各 量 的 意义 ,并 需 将 其 代入 (63.5) 式 . 
面 的 哑铃 形 极 值 ( 两 个 极 大 和 一 个 极 小 ) 截面 ;它们 

垂直 于 箭头 所 指 的 场 方向 . 在 (63. 10) 式 对 ех 求 和 

(57.6) 的 定义 ,这 个 质量 为 

ом 95(е,6,) т 


根据 (63.7) 式 的 定义 ,函数 ns(s) 与 作为 上 函 
是 对 所 有 费 米 叶 面 的 极 值 闭合 截面 进行 的 为 了 简 яз 
2т д= С 


其 中 $. (в) =5[в,к..(=)] ВЕН БИН 95 (в,,) Ио, =0 ЖЖ. 
结果 ,我 们 得 出 热力 学 势 振荡 部 分 的 最 后 公式 


Ф 利用 了 积分 值 








га 三 < - 
= е’ =. тр та’ 
在 z 复 平面 上 由 实 轴 、 直 线 Im 2 =2m 和 无 穷 远 的 两 侧线 段 组 成 围 道 , 积 分 在 此 围 道 进行 便 可 得 出 此 公式 
(为 保证 收敛, 在 两 侧线 段 上 以 a -io 代替 实 参量 a) , 沿 此 围 道 的 积分 决定 于 极点 Z = іт 处 的 留 数 , 由 此 
得 出 1-e- 291 = 2.7. 
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CE 
A 


Г 
д°5(и,к.) 
92 


-12 


. (63.11) 
т 
= sinh x (т me" ) 


2V( mBB)” 

i 

А = lm Tm' /mBB 

(m 是 电子 的 真实 质量 ,余弦 宗 量 的 + 号 或 -号 对 应 于 极 小 截面 或 极 大 截面 ). Ф 
磁化 强度 M( 单 位 体积 的 磁 矩 ) 由 微 商 算出 @ 


м=-- 90. (63.12) 


这 时 ,(63.11) 式 中 要 微 商 的 只 是 变化 最 快 的 因子 一 余弦 . 由 于 费 米面 的 各 向 异 
ВОт" 和 5. 与 场 方向 有 关 ) ,一 般 说 来 ,M 的 方向 与 B 的 不 相 重合 . 我 们 得 出 纵 
向 ( 沿 场 方向 ) 磁 化 强度 的 振荡 部 分 : 

а i Е а 

Й, = > У (-1) ме | (авт), 
В'(тВ)?25,, | oS(pk) | 2 A т" 
яте | ан |. (я... (63.13) 

表达 式 (63. 11) 和 (63. 13) 是 磁场 的 复杂 振荡 函数 ,并 且 一 般 说 来 ,这些 函 

数 包含 各 种 周期 的 项 :来 自费 米面 的 每 个 极 值 截面 的 项 都 有 一 个 关于 变量 1/B 
的 周期 , 它 等 于 








0, = 











М, = 








1 _4ттв _ 2т1е1. 
Ав -= RS = chs (63.14) 


我 们 注意 到 ,这 些 周期 都 与 温度 无 关 . 
振幅 与 温度 的 关系 由 因子 A/sinhA 来 确定 . 当 A >> 1 时 ,振幅 按 指数 衰减 ， 


Ф 自由 电子 气 的 费 米面 是 半径 为 hs = V2mp/h 的 球面 ,$.。 = тір, П (63. 11) 过 渡 到 第 五 着 
$60 中 的 公式 (60. 15). 

© ”对 8 的 微 商 需要 进行 说 明 . 应 用 下 面 的 方法 能 够 得 到 公式 (63. 12). 当场 的 矢 势 作 无 限 小 的 变化 
时 ,系统 的 哈密 顿 量 的 变化 是 


ъй = 1. jaady, 
其 中 是 流 密度 算 符 [参看 第 三 卷 (115.1) 式 ]. ай 的 平均 值 可 以 得 到 热力 学 势 2 的 变化 ( 当 ,7,Y 已 
给 时 ). 但 是 系统 的 量子 化 不 是 用 精确 的 微观 场 了 H( $62 中 已 指出 ) ,而 是 用 它 的 宏观 平均 值 B 确定 的 . 就 
是 说 在 入 中 也 应 该 将 4 理解 成 平均 场 B 的 矢 势 . 于 是 , 变 分 ВА 可 以 从 平均 号 下 提出 来 ,因而 
в = (ьн) = -二 | ваи. 
现在 ,根据 定义 (j) = У x M 引入 磁 矩 ,进行 分 部 积分 ,我们 得 到 
50= - 8 | мау. 
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实际 上 振荡 消失 . 当 和 A<1 时 ,因子 和 /sinh A ~1, 因 此 振幅 的 数量 级 由 0, 和 М, 
中 其 余 的 因子 来 确定 ,下 面 的 所 有 估算 都 属于 这 种 情况 . 
为 了 粗略 的 估计 ,我 们 取 
т’-т, шт, 5-Ю 
Же, ~1/a, 是 费 米面 的 线 度 . 于 是 得 出 
у (88) у (ВВ BB 
б-у гж ДЫ ， 放 ив (和) А (63.15) 
其 中 中 ~ 和 导 是 电子 数 密度 . 当 涉及 磁化 强度 与 场 是 单调 关系 的 那 部 分 ( 以 及 标 
记 ) ,可 以 进行 估算 ,这 只 要 取 
дв -pg iB -ngs (63.16) 
其 中 x 是 磁化 率 的 “单调 "部 分 ,比如 按照 电子 气 在 弱 场 中 的 磁化 率 公式 
(参看 第 五 卷 $ 59 ) 估算 . 相应 的 热力 学 势 的 单调 部 分 是 ~V MB ~ Ипи (BB/ 
A) .对 比 所 写 出 的 表达 式 ,表明 热 力学 势 的 振荡 部 分 小 于 它 的 磁性 单调 部 分 : 
0/0 - (ВВ/ш)' <<1. 


尤其 小 于 它 在 无 磁场 时 的 值 8, ~ Ули: 0/0, ~ (Виш) 7". 相反 地 ,磁化 强度 的 振 
荡 部 分 远大 于 其 单调 部 分 
М/М ~ (1/BB)'? >>1. 

应 该 指出 ,所 有 上 述 磁化 振荡 的 理论 是 关于 理想 晶体 电子 液体 的 ,在 理论 中 未 
考虑 传导 电子 在 声 子 和 在 晶 格 缺陷 (如 杂质 原子 ) 上 的 散射 过 程 可 能 带 来 的 影响 . 这 
些 过 程 导 致电 子 能 量 的 不 确定 性 :As ~ Аит ~ Ао ТСН т 是 两 次 碰撞 间隔 的 时 间 ;l 
是 自由 程 ;vi 是 电子 速度 ). 细 锐 能 级 的 弥散 也 导致 磁化 振荡 的 平滑 化 . 允许 忽略 散 
射 过 程 的 条 件 在 于 能 量 的 不 确定 值 As 小 于 能 级 间隔 ,也 就 是 说 ,必须 有 : 

fiws >> ВЫ. (63.17) 

在 7 一 0 时 (条 件 (63. 1)) 允许 有 任意 小 的 8 值 [确切 地 说 只 是 条 件 
(63.17) 所 限定 之 值 ]. 此 时 磁化 强度 让, 原则 上 可 以 同 磁感应 强度 В 相 比 较 [ 因 
ж МВ -(и/ВВ)'?] ,但 是 ,磁化 率 X =8M/8HO 早已 变 大 (对 其 模 来 说 ). 实际 
上 ,还 要 指出 ,应 该 微 商 的 只 是 振荡 因子 ,于 是 得 出 

Ix! -х(ы/ВВ)*?. (63.18) 

在 这 样 情况 下 ,磁化 强度 的 振荡 使 宏观 场 强 万 =B -4nM(B) 与 磁感应 强度 

В 的 关系 曲线 相继 出 现 一 系列 的 弯曲 ,有 如 图 16 所 示 ( A. B，Pippard,1963). 但 





Ф 为 了 避免 不 必要 的 繁杂 ,以 后 当 定性 讨论 所 出 现 的 效应 时 ,我们 不 考虑 各 向 异性 的 影响 
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是 ,热力 学 稳定 性 条 件 要 求 了 
Н 
а 

因此 与 be 段 曲 线 对 应 的 状态 是 不 可 能 的 . 这 里 出 现 
的 情况 与 压强 对 体积 的 曲线 关系 上 出 现 折 弯 时 使 物 
质 产生 相 变 ( 比 较 第 五 卷 $ 84, $ 152) 有 完全 类 似 的 
地 方 . H(B) 的 平衡 曲线 实际 上 对 应 于 水 平 的 直线 线 
段 ad, 它 使 图 上 的 两 部 分 阴影 面积 相等 ;ab 段 和 са 
段 则 对 应 于 亚 稳 态 . 

假如 金属 样品 是 圆柱 体 的 , 它 的 轴 与 外 场 6 同 
方向 . 这 时 ,圆柱 体内 的 磁场 强度 Н а © 相等 ,并 且 
Вж 多 的 增 大 ,物体 将 经 历 一 系列 的 相 变 ,此 时 磁 感 и 16 
应 强度 有 阶 唉 式 的 变化 :每 次 当 达 到 例如 a 点 时 ,磁感应 强度 突然 地 由 В, 变 到 
В.2. 如 果 样 品 是 与 磁场 垂直 的 平 薄板 , 则 物体 将 被 分 割 为 一 些 具 有 不 同 磁感应 
强度 的 交替 层 ( 抗 磁 暑 ). 这 完全 类 似 于 将 中 间 态 的 超导体 分 为 正常 层 和 超 导 层 
(7. Н. Сопдоп ,1966). 这 时 ,外 场 多 等 于 磁感应 强度 对 各 层 的 平均 值 . 例如 ,在 区 
间 B。< 名 < B, ,薄板 分 成 磁感应 强度 为 B。 和 В, 两 层 , 随 着 名 的 增加 ,B, 层 的 体 
积 增加 ,而 В. 层 的 体积 则 相应 减少 . 
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迄今 为 止 ,我 们 研究 晶 格 中 的 传导 电子 ,都 未 涉及 它 同 品格 振动 ( 即 声 子 ) 
的 相互 作用 . 这 个 相互 作用 表明 如 下 的 事实 , 晶 格 的 形变 改变 了 场 ,而 电子 在 这 
个 场 中 运动 ; 场 的 这 个 变化 称 为 形变 势 . 

电子 - 声 子 的 相互 作用 在 半导体 和 金属 的 动 理学 现象 中 起 决定 性 的 作用 ， 
但 是 在 这 里 ,我 们 感 兴趣 的 只 是 这 个 相互 作用 对 电子 能 谱 定 性 的 影响 . 为 了 研究 
相互 作用 ,最 好 避 开 与 晶 格 的 各 向 异性 以 及 与 微观 非 均 匀 性 有 关 的 复杂 情况 . 换 
名 话说 ,我 们 所 研究 的 介质 是 看 作 微观 均匀 的 各 向 同性 的 液体 ,与 此 对 应 的 ,在 
介质 中 只 能 发 生 纵向 声 振动 . 

对 于 形变 的 一 级 近似 ,这 个 简化 模型 的 形变 势 表 成 下 式 


1 ТК И 
Ива (г) ==] (е) рт") 4х, (64.1) 


其 中 p' 是 介质 密度 的 变化 部 分 (而 p 是 恒定 的 平衡 值 ). 函数 W(r -7') 在 数量 级 











Ф 对 比 第 刀 卷 $18, 在 那里 对 于 电学 导出 类 似 的 条 件 . 
© 各 相 之 间 分 界面 的 表面 能 假定 为 正 . 
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为 原子 间距 a 的 长 度 上 要 减 小 . 我 们 进一步 简化 (64.1) 式 ,注意 到 , 同 波 矢 为 
上 << 1/a 的 声 子 作用 时 ,此 距离 可 以 认为 等 于 零 . 即 取 У = ш (л-г), Но 
常数 , 则 Их = 'Pp"(r)《po. 在 量子 理论 二 次 量子 化 表象 里 ,这 个 势 作为 电子 - 
声 子 相互 作用 的 哈密 顿 量 可 写成 


ЕОС х, (64.2) 
其 中 它 , 多 "是 电子 算 符 ,而 所 是 描写 声 子 场 的 海 森 伯 密度 算 符 : 对 于 自由 ( 同 电 
子 无 作用 ) 的 声 子 , 此 算 符 由 (24. 10) 式 给 出 . 

在 格林 函数 的 数学 工具 中 ,用 于 电子 - 声 子 相互 作用 的 ,除了 电子 格林 函数 
G 外 ,还 有 如 下 定义 的 声 子 格林 函数 

D(X,X,)=D(X -Х,) = -КТр'(Х,)р'(Х,)). (64.3) 

此 时 , 编 时 乘积 按 玻 色 子 情形 的 规则 (31.2) 来 展开 . 对 于 自由 声 子 , 在 动量 表象 
中 的 格林 函数 是 


(0) pk 1 w= 2 pk 
р С тыт та) атт (64.4) 


(参阅 $31 中 的 习题 ;在 中 间 的 公式 里 取 志 =1). 

我 们 把 电子 - 声 子 相互 作用 看 成 微 扰 , 可 以 根据 算 符 (64.2) 来 建立 图 技 
Ж.Ж $13 中 对 费 米子 配对 相互 作用 所 做 过 的 一 样 ,不 再 重复 全 部 的 讨论 ,而 
叙述 所 得 到 的 (在 动量 表象 中 的 ) 作 图 规则 人 . 

图 的 基本 元 素 是 电子 线 ( 实 线 ) 和 声 子 线 (虚线 ) .每 一 条 线 都 用 一 定 的 “4 - 
动量 "来 描述 .4 - 动量 为 P 的 电子 线 对 应 于 因子 iC4 = 15, (Р), ШАН 
子 格林 函数 .4 -动量 为 K 的 声 子 线 对 应 于 因子 1р (KK) , 即 自由 声 子 格林 函 
数 .图 的 每 个 顶点 会 聚 两 条 实 线 和 一 条 虚线 ; 每 个 顶点 还 有 一 个 附加 因子 








= ш/р. 
例如 ,电子 格林 函数 的 第 一 级 修正 用 下 图 描绘 @ 
— ж— (64.5) 
Р РК Р 
其 对 应 的 解析 式 为 


Ф 电子- 声 子 相互 作用 算 符 的 表达 式 (64.2) 的 构造 类 似 于 量子 电动 力学 中 的 电子 一 光子 相互 
作用 算 符 的 构造 ,因此 ,两 种 情况 的 图 技术 规则 也 相似 - 

© 由 于 DW" (0) =0 而 不 存在 自封 闭 电子 线 的 图 [类 似 图 (13.13a) ]. 这 里 意味 着 ,在 w-*0 ХМ 
已 过 渡 到 极限 上 -0. 这 反映 如 下 的 事实 :在 哈密 顿 量 的 定义 (64.2) 中 ,已 经 包含 坐标 空间 内 对 dx 的 积分 
(此 时 刚好 表示 过 渡 到 一 0) ,因此 ,这 个 积分 在 对 时 间 积分 之 前 便 完成 了 . 在 哈密 顿 量 中 应 用 微 扰 论 时 
便 出 现 这 个 对 时 间 的 积分 . 
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186(Р) = ГССР) се (р-к)ре (К) =, (64.6) 
р (27) 
声 子 格林 函数 的 第 一 级 修正 用 下 图 描述 
А 
а Б (64.7) 
其 解析 式 则 为 
арк) =2 0р9 к) се (р)се(Р-к) Р, (64.8) 
р (2т) 


(系数 2 产生 于 自 旋 因 子 的 缩 并 :66s6p。=2; 与 存在 一 个 闭合 费 米子 圈 相 应 也 要 
计 及 因子 -1, 比 较 $13). 

我 们 来 证 明 , 金 属 中 电子 - 声 子 的 相互 作用 在 费 米面 附近 将 导致 电子 间 
“有 效 引 力 " 的 出 现 . 这 可 以 直观 地 措 绘 成 一 个 电子 放出 虚 声 子 而 被 男 一 个 电子 
所 吸收 (J. Bardeen ,1950;H. Frihlich ,1950). 

我 们 研究 两 个 电子 交换 虚 声 子 而 实现 散射 的 图 : 


P'=PH+K ГА 





ік (64.9) 


Р',=Р,-К Р, 


4-Р = (е -и.р).К = (о,) и Е Т=0 时 电子 的 化 学 势 , 它 等 于 界面 能 量 
er 与 此 图 对 应 的 顶 角 函数 为 


МЕР 
Г. = Гь, iT= (79) әс), 
р 
或 
р 


т 
p(w -uk +10) 


(64.10) 


此 时 ло = є; -=,, ВК =р; –-р,. 

按 数 量 级 , 费 米面 附近 电子 的 动量 p р, ~ hh/a. 声 子 动量 所 ~ h/a 和 能 量 
huk ~ пи/а ~ Вор 对 应 于 电子 的 散射 角 ~ 1, 其 中 о. 是 德 拜 频率 (对 于 金属 
Пр << sr) . 另 一 方面 ,电子 不 能 给 出 比 s - sr 还 大 的 能 量 . 因此 ,如 果 对 于 两 个 
电子 都 有 le - erl << wb, 则 显然 有 

Г =и?/ри? >0. (64.11) 
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考虑 到 三 的 意义 是 散射 幅 ( $ 16) ,我 们 见 到 , 它 的 符号 对 应 于 粒子 间 有 引力 . 要 
强调 指出 ,这 个 结果 只 适 于 动量 空间 费 米 面 附近 薄 层 (其 宽度 按 能 量 来 说 
~jiup) 内 的 电子 .在 金属 超 导 理 论 中 确定 截断 参数 的 大 小 时 在 $ 43 中 已 经 利用 
过 这 个 情况 了 . 


$65 电子 - 声 子 相互 作用 对 金属 中 电子 能 谱 的 影响 


现在 我 们 研究 电子 - 声 子 相 互 作用 对 金属 中 电子 能 谱 影 响 的 问题 @. 
在 $14 中 已 证 明 ,对 费 米 型 能 谱 色散 律 a(p) 的 修正 (与 自由 费 米 系 对 比 )， 
由 下 列 差 式 决定 








бе(р) =У(в-и,р) -5(0,p), (65.1) 
其 中 = 6”"” -e 是 自 能 函数 . 在 这 种 情况 下 所 说 的 是 与 声 子 相互 作用 引起 
的 修正 ,而 各 个 粒子 (电子 ) “直接” 作用 是 谱 的 “ 非 微 扰 ” 部 分 . 根据 (64.6) 式 ， 
жэ 





У(Р) = -567' =56/[6% ]? = 
ак 
(2т)* 
但 是 现在 应 该 把 6 理解 为 电子 间 彼 此 相互 作用 的 格林 函数 . 在 其 极点 附近 这 
个 函数 为 

GV (е -р,р) =2[е-ш- 009 (р-рь) +10 + вівп(е-ш)] 7 (65.3) 
[参阅 (10.2) 式 ] ;vs 的 上 标 (0) 表 明 这 个 量 还 没 计 及 电子 - 声 子 相互 作用 的 
影响 . 

现在 ,我 们 的 目的 是 估算 量 值 (65.1) , 即 积分 


бе = [16° (е-ш-ь,р-®) -6 -wp-k)}: 
p 





=197 се (р-к)ре (к) (65.2) 
р 


а К 
ре | 
Сту (65.4) 


由 下 面 的 计算 可 以 看 到 ,对 这 个 积分 起 主导 作用 的 是 来 自动 量 p -k 和 能 量 e - 
靠近 费 米面 附近 的 区 域 (P 和 е 的 本 身 也 是 这 样 ), 即 <<p;,w <<. 根据 这 
个 原因 ,函数 6 可 以 使 用 (65.3) 式 . 

在 上 空间 内 , 沿 p 方向 取 极 轴 的 球 坐 标 系 中 ,我 们 有 d*K =2mk*dkdwdcos Ө, 
其 中 6 是 k 和 p 的 夹 角 .引进 变量 р, = 1р - 1 соз 90; 注意 到 p? =p? +0 – 


人 @ 当 谈 到 常数 由 时 ,为 了 粗略 估计 金属 的 w, 可 以 指出 ,电子 能 量 的 变化 应 该 达到 它 本 身 的 数量 级 
( ~er ) ,于 是 密度 的 变化 p'~p. 因此 w ~ er 

© 这 一 节 所 令 述 的 结果 属于 А. Б. Мигдал 的 工作 (1958). 

Ф 在 中 间 的 公式 中 取 广 = 1 
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2рксоѕ 9, 我 们 有 
а*К = 21° dkdwpidp,/pk~=2mkdkdwdp, 
(Бр. =р=рь). 
ДЕ (65.4) 的 被 积 式 中 只 是 花 括号 的 因子 才 与 p, 有 关系 , 花 括号 等 于 
р = - (е -ш) 2[2 -ш- о – 009 (р, -рь) +10 sign(e - 
-ш-ш)] 1 о 009 (р, 2р) -Ю .signow] !. 
由 于 对 d(p, - рь) 的 积分 迅速 收敛 ,可 以 把 积分 扩展 到 + % ;引入 变量 n= 
ор’ (р, -Pr) ,我 们 得 到 积分 
lbp = - (2002 5 
ғ 


х Г = р dn . 

-。 [9 - (6-ш-о) -Ю + ѕівп(е-ш-о) 117 +0 +10 + что] 
如 果 被 积 式 中 的 两 个 极点 处 在 实 轴 的 同一 侧 , 那 么 积分 等 于 零 ( 使 积分 围 道 在 
另 一 半 面 上 封闭 ,就 会 相信 这 一 点 ). 因 此 , 仅 当 e -p>w>0 或 者 a -p<w<0 
时 积分 才 不 等 零 , 在 第 一 种 情况 积分 值 为 -2wiZ/vi" ,第 二 种 情况 为 2miZ/ef”. 


再 考虑 D"(w,k) 对 变量 о 是 偶 函 数 ,于 是 得 到 


2и? ея 1 2 
be = gp [. [кю в |469 (65.5) 


表达 式 的 实 部 和 虚 部 分 别 对 应 于 准 粒子 (传导 电子 ) 谱 的 修正 和 准 粒子 的 
衰减 . 首先 研究 衰减 . 
按照 规则 (8.11) 从 (65.5) 中 分 离 出 虚 部 ,我 们 得 到 


_ 2и? 2 
-Im Be = rp [+ ак (65.6) 











对 的 积分 是 从 0 到 le -jp1/u 的 区 域内 进行 的 ,(65.5) 式 的 被 积 式 的 极点 = 
uk 位 于 这 个 区 域 的 0 到 1e -AI 的 间隔 内 .因此 (在 通常 的 单位 制 中 ) 
-Im зе = ТЕ (65.7) 
对 这 个 量 进行 粗略 估计 ,我 们 发 现 ,参量 о о 起 源 于 电子 ,因此 在 数量 
级 上 只 通过 原子 间距 a 和 电子 质量 т 就 可 表达 :vt ~ pp/m ~ jamyw ~ er ~ 
№ /та? (08 273 页 的 注解 ). 密度 p 和 声速 v 还 与 离子 的 质量 М,Н ре 
M,ucxcM ,因而 pu x1/M. 所 以 对 衰减 的 估计 可 写成 下 式 : 
а ёе ~ le -pl (Во) 7, (65.8) 
其 中 德 拜 频率 wo ~ w/a x М". 
严格 说 来 ,(65.8) 式 的 估计 与 le -Al << Во, 相关 ,这 时 (65.6) 式 的 积分 按 
k< 1e -AIj << wo/u 范 围 进行 .这 里 实际 利用 了 我 们 用 过 的 声 子 色 散 律 w = 
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hu, 但 是 ,对 于 数量 级 的 粗略 估计 甚至 在 2 и Ло 的 区 域 边 界 处 也 可 以 使 用 
(65.8) 式 ,在 这 里 估算 给 出 
-Im ёе ~ Вор ~ 18-1. (65.9) 
最 后 , 当 e -p>> wo 时 , (65.6) 式 的 积分 域 与 a -jk 无关 ,因为 极点 w= 
三 wo 总 是 位 于 0 到 е-и 的 间隔 中 . 在 这 种 情况 下 ав ~ Соли), 
-Im 8e ~ Вор << 2-й. (65.10) 
表达 式 (65.8 一 65. 10) 确定 一 种 与 电子 辐射 声 子 有 关 的 特有 的 衰减 @. 我 们 
看 到 , 当 1s -jl << jos 时 ,在 十 分 靠近 费 米面 处 ,根据 (65.8) 式 , 训 减 不 大 
(IIm(e -4)1 << le -p1) ,致使 传导 电子 这 一 准 粒子 概念 有 完全 确切 的 意义 . 
而 在 e -上 ~ jiow 区 域 , 准 粒子 的 衰减 便 可 与 其 本 身 的 能 量 相 比 拟 , 谱 要 弥散 而 
且 在 很 大 程度 上 谱 将 失去 意义 . 但 是 ,在 离 费 米面 有 更 大 的 距离 时 ,在 е-и >> 
jos 时 (当然 仍 有 s -上 < и), (65. 10) 式 , 误 减 保持 同样 的 绝对 值 ,又 变 得 
比 能 量 s -4 小 ,因此 淮 粒 子 又 获得 确定 的 意义 . 当然 , 除 由 传导 电子 产生 的 声 子 
误 减 外 也 总 有 电子 与 电子 的 碰撞 而 产生 的 误 减 . 这 个 衰减 是 一 切 正常 费 米 液体 
所 特有 的 ( $ 1) , 它 正比 于 (e и) ,其 数量 级 为 (e -1)”/, 就 是 说 在 理论 应 用 
的 范围 内 总 是 小 的 . 
现在 我 们 估算 对 se( 即 对 能 谱 本 身 ) 的 实 部 的 修正 . 
在 (65.5) 式 中 对 dw 积分 的 实 部 给 出 它 的 主 值 


ве [7 “DO (wk)do = РСЯ { І = 


о-и w+uk 














вы ee |. 
Е -ш+ик 
因此 ,对 于 Reie ты. 
Ве вы |226 таш ав. (65.11) 





在 = - р >> ви, Е АК (е-и), АШТ 
Я Вий. (е ш) ~ hiu/a (в -ш). ЖЕ) н РЕ (65.11) ЕТЕН 
子 p, 整 个 表达 式 x1/M, 得 出 估算 
Re se ~ (hwo)/(e ш) <<=-и. 
于 是 ,在 这 种 情况 下 对 谱 的 修正 相当 小 ,因此 在 费 米面 上 以 “无 微 扰 " 速 度 值 wo 
给 出 谱 的 表达 式 : 
se-p~v (р-рь), 当 e -p>> for. (65. 12) 


Ф 在 准 粒子 产生 低频 声 子 时 ,能量 守 恒 由 等 式 (ae/ak)Sk =v 8k =u8k 来 表达 ; 它 只 在 >u 时 才 成 
立 . 在 金属 里 ,因为 w >>4, 此 条 件 总 能 得 到 满足 
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ЖЕ е-и << fiwo 的 区 域 ,(65.11) 式 中 的 对 数 ~ (e ~pv)/huk, 而 积分 的 估算 
Я (е-ш)../ ви ~ (е ш) /ћиа?. 结果 ,整个 表达 式 (65.11) 与 е-и ЖЕШ, Ж 
系数 与 离子 质量 M 无 关 ( 因 乘积 pw? 与 м 无关). 这 就 是 说 ,这 个 区 域 的 谱 的 类 
型 还 是 : 

= -ш=о,(р рр), 当 e -p<< fwo. (65.13) 

但 速度 vi Би” 的 差别 在 数量 级 上 同 速度 本 身 同 大 @. 

因此 ,金属 电子 的 费 米 型 能 谱 用 两 个 不 同 的 速度 值 w Жо 来 表征 ,一 
用 在 费 米 面 的 极 邻近 处 (s - р << jion ) ,而 另 一 个 用 在 е-и >> hiw。 时 . 低温 
(Т << hwo) 金属 的 热力 学 性 质 由 (65. 13) 式 中 的 参量 w 来 表述 . 对 于 频率 w >> 
wo 时 的 金属 光学 性 质 一 类 的 现象 则 由 速度 0 来 确定 . 


习 题 
确定 金属 中 由 电子 吸收 所 致 的 长 波 ( 上 <<pi) 声 子 的 衰减 . 
解 :根据 (64.8) 式 ,对 声 子 格林 函数 的 修正 由 积分 
:5р-' 21? (о) (0) 
вр (К) = - а |е (Р)С(Р- ку, 














у 
pa K=(w,k) 

给 出 .但 是 ,在 6 函数 中 还 必须 考虑 与 电子 -短波 声 子 相互 作用 有 关 的 修正 . 根 

据 正文 所 述 ,这 些 修正 只 不 过 归 之 为 用 函数 G 蔡 换 G' ,不 同 于 (65.3) 的 只 是 

将 速度 vi 换 成 vi, 以 及 将 重 整 化 常数 Z 换 成 另 一 个 Z'. 对 于 小 天 时 的 乘积 

GW (Р) С (Р- К) згу Я А А-4, (17.10). 对 dpodp 的 积分 归结 为 消除 8 а 

数 ,此 后 还 留 下 对 dcos 0(0 рек Ж) иж 

Ри pt р соз gdcos 0 

ыы Шатт 


( 取 w>0). 极 点 cos Ө = о/о, & 135 ЩИ (Мо, >4) ,而 积分 的 虚 部 为 





50 -'(о,Ҝ) = - 





тавр 222970 
到 2mpzotk * 
声 子 色散 律 由 方程 D' +8D- =0 的 根来 确定 ,由 此 得 到 (在 通常 单位 制 中 ) 
Zpt 


suk(l ld), abr: 
Ms ааа 


(我 们 对 实 部 w 的 修正 不 感 兴趣 ) .来 积 pux VY 及 ,因此 粗略 估计 时 a ~ /т/М, 


Ф ”当然 ,在 这 些 条 件 下 运用 微 扰 论 的 一 级 近似 ,严格 地 说 并 不 正确 . 但 是 ,考虑 进一步 的 近似 并 不 
改变 所 得 结果 的 性 质 : 当 第 一 级 修正 达到 1 的 程度 时 ,其 余 的 修正 也 是 这 个 程度 . 
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即 衰减 总 是 小 的 。 
$66 固体 电介质 的 电子 谱 


非 磁性 电介质 晶体 的 电子 能 谱 的 特性 在 于 :第 一 激发 能 级 距 基态 能 级 有 一 
有 限 的 距离 ; 换 句 话说 ,基态 能 级 和 激发 能 谱 之 间 存在 能 隙 (对 于 一 般 电 介质 其 
数量 级 是 几 个 电子 伏 ). 

电介质 晶体 中 的 元 激发 可 以 直观 地 描述 成 原子 的 激发 态 ,但 是 这 个 激发 态 
不 是 属于 任何 确定 的 原子 的 . 晶 格 的 平移 对 称 性 总 要 导致 "集体 "激发 ,这 个 集 
体 激发 在 晶体 内 有 如 从 一 个 原子 跳 往 另 一 个 原子 进行 传播 . 与 其 它 情况 一 样 ,这 
些 激发 可 以 认为 是 有 确定 能 量 和 准 动量 的 准 粒子 (此 时 称 为 激 子 ). 像 所 有 准 粒 
子 一 样 ,这 些 激 子 是 一 个 一 个 出 现 的 , 激 子 具有 整数 角 动 量 ,因而 遵守 玻 色 统 
О. 

在 准 动量 上 一定 时, 激 子 的 能 量 可 以 取 遍 一 系列 不 同 的 离散 值 e,(k). 当 准 
动量 在 一 个 倒 格 胞 中 取 值 时 ,每 个 函数 se,(k) 要 在 激 子 的 某 个 能 带 中 取 值 ; 不 同 
的 能 带 可 以 部 分 地 交 蠢 . 每 个 函数 s,(k) 的 最 小 值 都 不 等 于 零 . 

除 激 子 以 外 ,电介质 中 还 存在 其 它 类 型 的 电子 激发 . 可 以 认为 它们 来 自 单个 
原子 的 电离 结果 . 每 次 这 样 的 电离 在 电介质 中 都 要 导致 两 个 独立 传播 的 准 粒子 ， 
即 传导 电子 和 “ 空 穴 " 的 出 现 . 空 穴 就 是 在 原子 中 缺少 一 个 电子 ,因此 它 的 行为 
有 如 带 正 电 的 粒子 . 这 里 讲 到 电子 和 空 穴 的 运动 ,实际 上 我 们 指 的 是 电介质 电子 
的 某 种 集体 的 激发 态 , 与 激 子 态 相 反 , 这 些 激发 态 伴 有 负 的 或 正 的 元 电荷 的 
电子 和 空 穴 具有 半 整 数 自 旋 , 因 而 遵守 费 米 统计 . 但 是 ,我 们 强调 指出 , 电 介 
质 的 电子 - 空 穴 谱 绝 没有 金属 费 米 型 电子 谱 的 特征 .此 特征 在 于 :在 大 空间 存在 
边界 费 米 面 ,电子 的 准 动量 就 位 于 边界 费 米面 的 附近 . 在 所 考虑 的 情况 根本 不 存 
在 任何 类 似 的 面 , 因 此 同时 出 现 的 电子 和 空 穴 可 以 有 任意 的 准 动量 . 

仔细 研究 元 激发 的 衰减 ,就 可 理解 两 种 谱 型 之 间 更 深刻 的 区 别 . 在 费 米 液体 
中 任何 处 在 费 米面 之 外 的 准 粒 子 都 能 产生 一 对 新 的 激发 (粒子 和 空 穴 ) ,因此 这 
些 准 粒子 也 都 具备 有 限 的 寿命 . 当 其 离开 费 米 面 时 ,这 寿命 很 快 地 减 小 (此 外 ， 
金属 中 的 电子 还 可 辐射 声 子 , 参 阅 §65). 在 7=0 时 ,理想 唱 格 的 电介质 中 , 单 
个 电子 (或 空 穴 ) 的 衰减 在 能 量 最 小 值 上 方 的 有 限 间隔 内 严格 等 于 零 @. 事实 上 ， 
在 任何 情况 下 的 电子 - 空 穴 对 的 形成 都 需要 有 限 的 能 量 消耗 ( 因为 存在 能 承 4， 
参阅 下 面 内 容 ). 准 粒子 只 有 在 它 的 速度 "不 小 于 声速 u 时 才 可 能 辐射 声 子 ( 声 


Ф 关于 激 子 的 概念 是 有 1.H. Френкелъ( 1931) 首先 引进 的 . 
© 当然 ,在 有 限 温度 时 ,总 有 因 在 其 它 准 粒子 上 散射 而 引起 的 衰减 . 
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学 辐射 ) (参阅 254 页 上 的 注释 ). 

传导 电子 和 空 穴 的 能 量 可 能 值 s(2 (К) 和 so СК) 也 占据 能 带 . 在 电介质 中 
电子 和 空 穴 的 能 量 最 小 可 能 值 之 和 A = e + 路 通常 称 之 为 能 际 宽 度 . 因为 电 
子 和 空 穴 同 时 出 现 和 消失 ,那么 ,不 是 单个 的 eH 和 < 名 值 ,而 是 这 个 和 才 具 有 
实际 意义 ;通常 约定 es =0. 无 论 准 动量 k=k。 是 相同 或 是 不 同 ,电子 和 空 穴 的 
能 量 都 可 以 达到 最 小 值 ; 准 动量 相同 的 情况 称 为 直接 能 阶 , 而 不 同 的 情况 称 为 间 
НЕЕ. 如 果 带 中 的 能 级 不 简 并 . (或 者 作为 时 间 反 演 对 称 的 结果 ,对 自 旋 只 有 
二 重 简 并 ) ,那么 函数 在 其 极 小 值 附近 的 形式 是 


А 1 (- 
е (Е) =A+Fm ‘44, 
(66.1) 


1 с 
2 (Е) =" ‘Че, 


其 中 g =k-k, 而 mi? 和 mw 是 电子 和 空 穴 的 有 效 质 量 张 量 . 

在 文献 中 电子 能 带 常常 简称 之 为 导 带 ,而 代替 空 穴 带 的 称 之 为 价 带 ,在 晶体 
的 基态 , 价 带 完 全 被 电子 填 满 . 这 时 ,产生 电子 和 空 穴 这 一 对 准 粒子 ,可 以 认为 电 
子 从 价 带路 迁 到 导 带 的 结果 ,而 在 放弃 的 位 置 留 下 空 穴 . 

在 较 大 ( 同 原子 相 比 ) 的 距离 上 ,电子 和 空 穴 按 库 仑 定律 相互 吸引 . 因此 它 
们 能 够 形成 束缚 态 . 被 束缚 的 电子 和 空 穴 的 总 体 是 电 中 性 准 粒子 , 即 激 子 . 在 给 
定 准 动量 时 ,电子 + 空 穴 系统 的 离散 能 级 对 应 于 束缚 态 . 每 条 能 级 对 应 于 激 子 的 
一 个 能 带 . 这 样 一 来 , 激 子 能 量 便 位 于 电子 - 空 穴 激发 能 的 下 面 (因此 ,在 本 节 
初 指出 的 能 阶 的 含义 与 量 4 不 相 一 致 ,而 是 小 于 它 , 其 差 等 于 激 子 的 最 大 束缚 
能 )@. 

在 弱 束缚 态 这 一 极限 情况 下 ,电子 和 空 穴 之 间 的 平均 距离 大 于 晶 格 常数 а 
时 , 激 子 的 能 级 便 容易 算得 ;这 样 的 激 子 称 为 瓦 尼 尔 - И ( Wannier-Mott ) 激 
子 .在 相反 的 极限 情况 ,电子 和 空 穴 之 间 的 距离 为 原子 的 数量 级 时 , 称 为 弗 仑 克 
尔 ( Frenkel) 激 子 ;当然 , 弗 仑 克 尔 激 子 只 在 形式 上 看 成 是 电子 和 空 穴 的 束缚 态 . 

我 们 研究 立方 对 称 的 电介质 晶体 . 对 于 瓦 尼 尔 - 莫 特 激 子 ,可 以 认为 电子 和 
空 穴 是 按 库 仑 定律 相互 吸引 的 ,而 晶体 中 其 余 原 子 的 作用 只 归结 为 均匀 电介质 
背景 , 它 使 相互 作用 减 小 到 1/s, 这 里 s 是 晶体 的 电容 率 (对 应 于 激 子 束缚 能 数 
量 级 的 频率 值 ) ;换言之 ,电子 与 空 穴 的 相互 作用 能 写成 = - егег 的 形式 .在 
能 谱 中 设 能 隙 是 直接 的 ,并 且 为 了 简单 起 见 我 们 认为 电子 和 空 穴 能 量 的 最 小 值 
在 k=0 ДЕ. 在 立方 晶体 中 有 效 质量 张 量 归结 为 标量 常数 т, 和 т, ,因此 
2т, * 2m 











2 (®) =4+ (Е) = (66.2) 


Ф 但 是 因为 电子 和 空 穴 能 够 复合 而 放出 声 子 和 光子 , 激 子 状态 的 寿命 是 有 限 的 . 
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在 $ 56 末 已 经 指出 , 当 晶 格 处 于 在 空间 缓慢 变化 的 外 电场 时 ,用 检定 刻 方 
程 来 描述 粒子 在 晶 格 内 的 运动 ,其 哈密 顿 量 中 函数 e(k) 起 着 动能 的 作用 . 因为 
在 这 种 情况 下 函数 = (Е) -A 和 = (к) 在 形式 上 同 通常 的 自由 粒子 的 动能 一 
致 , 于 是 我 们 所 研究 的 系统 的 薛 定 坦 方程 在 形式 上 便 与 按 库仑 相互 作用 的 普通 
双 粒 子 系统 的 薛 定 户 方程 一 致 , 即 与 氢 原 子 问题 的 薛 定 刘 方 程 一 致 . 因此 ,我 们 
可 以 立刻 写 出 系统 的 能 级 , 即 如 下 形式 的 激 子 能 量 

В те* 
2(m, +m,) ет 
(С. Н. Wannier,1937). 这 个 表达 式 的 第 一 项 是 激 子 以 准 动量 上 作为 “整体 " 运 
动 的 能 量 ,第 二 项 是 激 子 中 电子 和 空 穴 的 束缚 能 [m = mms/(m。 + т, ) 是 系统 的 
折合 质量 ] 当 大 已 给 时 , 随 着 能 量 向 连续 谱 边界 增 大 的 同时 ,系统 离散 谱 的 能 级 
便 稠密 起 来 . 公式 (66. 3) 的 适用 条 件 是 “轨道 半径 " 值 要 充分 大 , 即 r。 ~ епи 
те >>а. 这 个 条 件 对 于 大 显然 满足 .但 是 在 大 的 晶体 中 对 于 n ~ 1 ,此 条 件 
也 满足 〇 . 

在 本 节 最 后 ,我 们 再 谈 谈 $ 61 中 关于 传导 电子 的 数 密度 在 半 人 金属 中 存在 下 
限 的 论断 . 

电介质 中 ,在 7=0 时 不 存在 电子 和 空 穴 ,它们 可 能 形成 束缚 态 ,这 意味 着 只 
能 出 现 能 谱 的 新 分 支 . 在 补偿 金属 中 这 种 可 能 性 意味 着 :具有 自由 电子 和 自由 空 
穴 的 态 不 是 最 低 的 态 , 即 金属 型 能 谱 是 不 稳定 的 . 在 电子 和 空 穴 之 间 存在 别 的 准 
粒子 而 屏蔽 库仑 相互 作用 ,这 就 消除 了 形成 束缚 态 的 可 能 性 . 换 句 话说 , 准 粒子 
间 的 平均 距离 必须 与 激 子 的 线 度 r, (在 其 基态 ) 同 数 量 级 或 者 更 小 . 我 们 注意 
到 ,对 于 金属 ,由 这 个 要 求 所 建立 的 电子 和 空 穴 数 密度 的 允许 下 限 , 随 它们 的 有 
效 质量 之 减 小 而 下 降 
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纯净 (或 称 本 征 ) 的 半导体 晶体 的 能 谱 与 电介质 能 谱 的 区 别 仅 在 于 量 的 方 
面 , 即 前 者 能 隙 值 A 较 小 ,因此 在 通常 温度 下 ,半导体 中 存在 相当 大 的 (与 电 介 
质 相 比 ) 载 流 子 密度 . 显然 ,这 个 差别 是 有 条 件 的 ,并 且 也 与 我 们 所 感 兴趣 的 温 
度 区 域 有 关 @. 在 杂质 (或 合金 ) 半导体 中 杂质 原子 是 电子 或 空 穴 的 补充 源 , 对 于 
给 晶 格 提供 电子 (施主 杂质 ) 或 从 晶 格 接受 电子 ( 受 主 杂质 ) 的 杂质 原子 ,其 能 隙 
比 基 本 谱 的 能 隙 小 . 


a (К) -4A= (66.3) 


Ф 值得 注意 的 是 ,能 带 上 边缘 ( 极 大 值 ) 附 近 有 效 质量 是 负 的 ,能 够 形成 两 个 电子 (或 两 个 空 穴 ) 的 
束缚 态 .这 些 态 的 能 量 位 于 禁 戒 区 域内 高 于 双 电子 总 能 量 极 大 值 的 地 方 . 

© ”我们 写 出 某 些 半导体 的 能 欧 值 4: Si 一 1. 17 eV, Ge 一 0. 74 eV,InSb 一 0.24 eV,CeAs 一 1.52 «У, 
PbS 一 0.29 eV. 对 于 典型 电介质 金刚 石 4 =5.4 еу. 
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我 们 要 详细 讨论 半导体 (或 电介质 ) РЕКЛА 4 与 传导 电子 密度 以 及 与 
空 穴 密 度 间 的 关系 . 
电子 (e) 和 空 穴 (h) 成 对 地 产生 和 消失 ,从 热力 学 观点 看 ,可 以 当 作 “化 学 反 
应 "e+h=0( 蝇 体 的 基态 起 “真空 ”作用 ) 按 普遍 规则 (参阅 第 五 卷 §$101) 这 个 
反应 的 热力 学 平衡 条 件 可 写成 下 式 
и. +, =0, (67.1) 
Ж и, Я и, 是 电子 和 空 穴 的 化 学 势 . 鉴于 半导体 中 (在 7<<4 时) 的 电子 密度 
(п.) 和 空 穴 密 度 (m ) 都 不 算 大 ,它们 的 费 米 分 布 可 相当 精确 地 归结 为 玻 尔 兹 曼 
分 布 ,因此 电子 和 空 穴 形成 经 典 气体 0. 那么 用 通常 的 方式 ( 见 第 五 卷 $ 101 ) 根 
据 条 件 (67. 1) 便 得 到 质量 作用 定律 , 据 此 定律 ,平衡 密度 之 积 
п.п, = К(Т), (67.2) 
式 中 的 右 方 是 只 与 基本 晶 格 性 质 有 关 的 温度 函数 . 在 此 晶 格 的 原子 上 产生 与 潭 
灭 电 子 和 空 穴 ;这 个 函数 与 是 否 有 杂质 无 关 . 我 们 计算 函数 K(7) ,为 了 明确 起 
见 .电子 和 空 穴 的 能 量 采用 准 动量 平方 的 函数 (66. 1). 
单位 体积 内 的 电子 按 准 动量 的 分 布 由 玻 尔 兹 曼 分 布 给 出 
и. -в.(®) Ф 
о ( Т ) (2т)° 
(因子 2 是 考虑 到 自 旋 的 两 个 取向 ). 实行 代 换 
dk Ут.” 
оду шв У. -4de.， 
便 过 渡 到 按 能 量 的 分 布 ,其 中 т, = (ттт), т, ,ms ,ms 是 有 效 质 量 张 量 
mx 的 主 值 .于 是 ,单位 体积 的 总 电子 数 是 


Вт = 
т ef Ve. =Ае "де, 
т a 


(鉴于 快速 收敛 ,积分 可 扩展 到 无 穷 大 ). 计算 积分 ,得 出 














_ mT үз? (ae -4)/Т 
п, = 58) е Я (67.3) 
类 似 地 ,得 到 
Т2 
ь =2 (ZT ) ет, (67.4) 


最 后 ,把 两 个 式 子 相 乘 且 考虑 到 (67. 1) 式 ,获得 所 求 的 结果 


Ф 在 常温 下 ,半导体 中 电子 和 空 穴 的 密度 10”~ 107 em -? ,而 在 金属 中 它们 的 密度 为 102 ~ 108 
- 
ет. 


* 260 - 第 六 章 ” 晶 格 中 的 电子 





(тт)? 
92 27° 
在 本 征 半 导体 中 ,全 部 电子 和 空 穴 都 成 对 出 现 : 


(т.т, )2* 


Тет, (67.5) 








а (67.6) 
ж (67.6) #15 (67.3) 9,198 РЕФ. 
п. 2 +3", (67.7) 


至 于 讲 到 电子 和 空 穴 对 半导体 热力 学 量 的 贡献 ,在 7 <<4 时 它 是 指数 型 微 
小 .考虑 到 产生 一 个 电子 - 空 穴 对 ,需要 接近 4 的 能 量 , 电 子 - 空 穴 给 内 能 的 贡 
ЖКУ Е = nm.4, 这 里 n。 取 自 (67.6) 式 . 这 个 量 与 晶 格 对 晶体 能 量 的 贡献 相 比 
常 可 忽略 不 计 . 
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在 这 一 节 我 们 用 简单 的 例子 证 明 , 如 何 从 对 称 的 考虑 出 发 求 出 半导体 (或 
电介质 ) 中 电子 和 空 穴 在 下 空间 ( 倒 格子 ) 某 些 特定 点 附近 能 谱 的 类 型 ;这 些 特 
定点 是 按 其 对 称 性 选 出 来 的 @. 

我 们 研究 的 唱 格 属 于 立方 晶 类 0,, 因 而 对 大 =0 点 ( 即 倒 格子 立方 晶 胞 的 顶 
点 ) 附 近 的 能 谱 感 兴趣 ,这 个 点 具有 完全 点 群 0, 的 固有 对 称 性 . 

作为 第 一 个 例子 ,我们 研究 不 计 电子 自 旋 的 能 谱 ,并 假定 能 带 中 的 能 级 恰好 
在 k=0 点 上 是 二 重 简 并 的 ,并 属于 群 0, 的 不 可 约 表示 Е,9. 离开 k=0 点 简 并 
便 消除 ;问题 是 寻求 这 一 点 附近 的 色散 律 ae(k) 的 全 部 分 支 . 

在 $59 中 说 明 过 ,在 k 空 间 怎样 才能 把 对 某 个 k= 点 的 偏离 当成 微 扰 . 
微 扰 算 符 的 具体 形式 在 这 里 对 于 我 们 是 无 关 紧 要 的 . 只 要 知道 每 一 级 小 量 g = 
-ko( 在 本 情况 下 k。=0, 因 之 gq=k) 对 能 量 修 正式 的 结构 就 够 了 . 第 一 级 修正 
项 由 k 7 型 算 符 的 矩阵 元 (对 应 于 同一 简 并 能 级 各 状态 之 间 的 跃迁 ) 构 成 的 久 
期 方程 来 确定 ,其 中 了 是 某 个 矢量 算 符 . 在 本 情况 下 ,由 于 在 对 称 群 内 存在 反 演 
中 心 , 算 符 少 所 有 的 矩阵 元 显然 为 零 ,因此 不 存在 大 的 一 级 效应 (对 比 第 五 卷 
$136) ‚ ХУ ВЕНЕ К 的 二 级 修正 由 下 列 算 符 的 矩阵 元 所 组 成 的 久 期 方程 来 确定 


Ў = уак, (68.1) 











Ф 在 文献 中 这 个 量 常常 称 为 费 米 能 级 .但 是 ,我 们 着 重 指出 ,半导体 中 电子 的 化 学 势 绝 不 具有 在 金 
属 中 才 存 在 的 界限 能 的 含义 . 

О 不 考虑 电子 的 自 旋 时 ,这 个 问题 在 形式 上 与 晶体 中 声 子 能 谱 的 问题 相同 . 参阅 第 五 卷 §136. 

图 点 群 表示 的 记号 见 第 三 卷 $95，8 99. 
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这 里 7 是 某 个 厄 米 算 符 的 张 量 (对 i,k 下 标 对 称 ) ;其 中 包含 哈密 顿 量 在 微 
扰 论 二 级 近似 中 的 大 的 线性 修正 项 ,也 包含 一 级 近似 中 的 大 的 二 次 修正 项 . 在 算 
符 (68.1) 的 矩阵 元 中 显然 有 不 为 零 的 .但 是 ,由 于 对 称 性 的 要 求 ,矩阵 元 之 间 有 
一 定 的 关系 . 

在 对 称 操作 时 ,就 其 变换 规律 来 说 ,作为 表示 Е, 基底 的 波 函数 可 以 选取 


2 252 2202 
фу а? жоу + yx + + ог 





的 形式 ,其 中 
де", w=w, 1+о+а =0. 
在 这 里 符号 ~ 代表 “变换 如 ”的 意思 . 绕 立 方 的 空间 对 角 线 转动 C, ,使 坐标 按照 
х,узэт,х,у 变换 ;此 时 ,函数 少 ,W 进行 如 下 变换 
Сие, Чт, 
绕 立 方 体 棱 的 转动 C(x*,y,z 一 x, -z,y 的 变换 ) 函数 按照 
Се, Way 
变换 ,等 等 . 在 坐标 反 演 时 ,x,y,z 改变 符号 ,而 函数 内 „у, 不 变 . 
由 此 容易 得 出 , 非 对 角 分 量 yw 的 所 有 和 拢 阵 元 都 为 零 ,而 对 角 分 量 的 矩阵 元 
归结 为 两 个 独立 的 实 常 数 : 
(Му П) = (215,12) = (11y,,11) =…… А. 
{11у,.12) = (215,11) =8, (11,12) =wB. (119.12) =w’B, 
现在 算 符 (68.1) 的 矩阵 元 为 
(11И11) = (21912) = АА, 
(11012) = (21711) * = В(Е + ок +67). 


用 这 些 和 矩阵 元 构成 久 期 方程 并 求解 ,我 们 得 到 能 谱 的 两 个 分 支 : 
вл (К) -=(0) =АЮ + Вк" -З( ЕЕ + 0 ИР). (68.2) 

除 立方 体 对 角 线 (及 = 上 = 上 ,) 外 ,在 一 切 方 向 上 离开 k =0 点 ,都 可 使 简 并 消 
о. 

作为 另 一 个 例子 ,我 们 研究 具有 电子 自 旋 的 能 谱 ;此 时 对 称 群 的 双 值 ( 旋 
量 ) 表 示 与 能 级 相对 应 .假设 在 &=0 点 ,与 群 0, 的 不 可 约 表 示 D'( 或 D')@ 相 
对 应 ,能 级 是 四 重 简 并 的 . 

这 样 表示 的 基 范 数 可 以 选择 如 角 动 量 j=3/2 的 本 征 函 数 (т = -j,…,j) 


Ф 对 于 表示 E。( 在 k=0 点) 也 可 得 到 与 (68.2) 相 同 的 结果 . 在 该 点 附近 色散 律 对 于 如 下 一 些 不 同 
的 表示 总 是 相同 的 ,这 些 表示 的 区 别 只 在 于 乘 上 任意 的 一 维 群 表示 ( 在 该 情况 下 Е, Е, x 41,). 显然 ,在 
这 些 情况 下 在 不 同 的 基 函 数 之 间 的 跃迁 矩阵 元 以 同样 的 关系 相互 联系 . 

@ ”对 于 金刚 石 . 硅 和 钱 的 空 穴 能 带 底 就 有 这 种 情况 ,这 些 物质 有 同一 类 型 的 晶 格 . 
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一 样 变换 的 函数 @. 这 件 事情 ,允许 我 们 运用 下 述 方法 而 使 问题 的 求解 大 大 简化 
(Т.М. Luttinger, 1956). 

对 于 四 维 表示 , 算 符 (68. 1) 的 矩阵 是 4x4 的 ,有 16 个 元 素 . 所 有 这 样 的 矩 
阵 都 可 表 为 16 个 已 知 的 线性 无 关 的 4 x4 矩阵 的 线性 组 合 . 作为 这 样 的 矩阵 ， 
我 们 选 

ЛУЈ de ey 
并 且 循环 置换 指标 x,y,z, 这 有 15 АН, ЛХ), |. |, (记号 
{…} ,表示 反对 易 ). 这 里 户 , 户 , 记 是 角 动 量 j = 3/2 的 笛 卡 儿 分 量 对 四 个 函数 
yw 所 取 的 矩阵 ， 另 一 方面 ,这 样 选择 基 函 数 时 必须 认为 算 符 记 , 记 ,在 转动 和 
БАНКЕ ИИ Е. ХИН УЖЕ Е 
次 型 , 它 由 对 群 0, 所 有 变换 都 是 不 变 的 表达 式 构成 : 
Ўв +4в, (ЕП кер Еј) + 
АСАТИЛЛА +В. .}.), (68.3) 
其 中 B, ,B,,B, 是 实 常数 . 
现在 , 算 符 (68.3 ) 对 于 函数 
Ф д, a фз ла Фа ~ 
ОАЕ ЕЛО, ТВОЯ З ДЕ ЕВ [ 由 第 三 卷 公式 (29. 7 一 29. 10) 给 出 ] 容易 
算出 . 这 样 的 计算 得 出 下 面 的 表达 式 
Vi =, = (8, +38) (Е +0) + (В, +9р,)®, 
У = У = (В! +78, ) (№! +6) + (В, +В), 


3 
у. и, Зва, +), 


В 
Зри k 


«Ку» 


(68.4) 


У. = Va =2/38,(& -№) + 
Ув = =0. 
注意 到 能 级 显然 不 会 完全 分 裂 一 一 还 必须 保留 二 重 ( 克 拉 默 斯 型 ) 简 并 , 久 期 方 
程 的 构成 就 可 以 得 到 简化 . 就 是 说 , 久 期 方程 的 每 个 根 和 三 ae(k) -=(0) (НЕТ 
的 本 征 值 ) 将 是 重 根 . 换 句 话说 ,每 个 本 征 值 A 将 有 两 个 线性 无 关 的 一 组 量 
n(n=1,2,3,4) 与 之 对 应 ,它们 是 方程 
У Fep。=Ap。 (68.5) 





Ф 在 第 三 卷 $99 的 习题 中 已 证 明 全 旋转 群 的 不 可 约 表示 D42) О 仍 保持 为 不 可 约 的 ,并 与 其 
表示 D' 一 致 . 
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的 解 . 于 是 县 加 这 两 组 量 , 我 们 可 以 给 量 p, 附 加 一 个 补充 条 件 , 特 别 是 使 一 个 量 
为 零 ,如 取 ps. =0, 则 n=4 的 方程 (68.5) 给 出 

Уф, + ИФ + Уф, =0. 
由 此 把 g; 值 代入 n=1,2 的 方程 中 ,获得 只 有 两 个 未 知 p, 和 p, 的 两 个 齐 次 方程 


的 方程 组 : 
Vi VaVa/Ve Va ИИ ИИ, Ф. 
в ААО ЛИМА |; Р "(| 
(n=3 的 方程 并 无 新 意 ). 于 是 4 x4 矩阵 的 本 征 值 问题 归结 为 2 x2 矩阵 的 问 
题 . 为 它 构成 入 期 方程 并 解 之 [V, 值 取 自 (68.4) 式 ] ,得 到 


1 1 2 2 2] 
А +0) = Си), 


最 后 得 到 
ela(K) -5(0) =А + [Bk + СОЕ ЕЕ + 2)", (68.6) 
其 中 
А=В, +5B,, B=168:, c=3 (18: -168:). 
(С. ОгеввеВаиз, А. Е. Кір 和 С. Кше!, 1955). 在 各 个 方向 上 离开 大 =0 点 ,能 级 
ЖЕН. 

我 们 简 述 一 下 ,在 磁场 中 在 能 带 简 并 底 附 近 描 述 粒 子 行为 的 方程 具有 何 种 
形式 的 问题 . 为 了 明确 起 见 ,我 们 将 考虑 本 节 研 究 的 第 二 种 情况 一 一 能 谱 
(68.6). 

直接 利用 按 一 般 规则 (56. 7) 由 (68.6) 式 所 构成 的 哈密 顿 量 ,就 要 磁 到 与 
k=0 点 附近 能 谱 的 非 解析 性 困难 ， 如 果 不 在 (68.6) 式 而 在 矩阵 型 的 哈密 顿 量 
(68.3) 内 进行 代 换 КЁ =К едис, (为 了 保持 其 厄 米 性 ,此 时 应 该 对 的 分 
量 进行 对 称 化 ) ,这 些 困难 是 可 以 避免 的 .然后 ,哈密 顿 量 的 每 个 矩阵 元 变 成 线 
性 微 商 算 符 , 它 不 仅 作用 在 自 旋 指标 上 ,也 作用 在 方程 (68. 5) фф, (К) Й 
宗 量 上 ,于 是 ,这 些 方程 变 为 四 个 线性 微分 方程 的 方程 组 . 

存在 磁场 时 ,为 了 计 及 自 旋 效 应 ,必须 给 哈密 顿 量 (68. 3 ) 增 加 一 些 直接 与 
玉 有 关 的 项 ,这 些 项 不 是 由 规范 不 变性 的 考虑 中 确定 的 . 因为 认为 场 是 弱 场 , 附 
加 项 必须 是 Н 的 线性 项 ;这 时 由 于 假设 大小 ,这 些 项 不 应 与 上 有关 ( 对 比 8 59). 
在 此 情况 下 ,这 些 项 对 于 晶体 的 一 切 对 称 变换 是 不 变 的 ,其 普遍 形式 是 

В.Н -ј +В,(Н, ў +H, +Н, 7). (68.7) 


外 ”我们 指出 ,将 微 扰 论 应 用 于 只 有 一 个 简 并 能 级 的 状态 时 ,应 假定 分 裂 的 间隔 a(k) - e(0) 小 于 到 
相 邻 能 带 的 距离 ,其 中 也 包括 自 旋 - 轨道 相互 作用 而 产生 的 分 裂 . 
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在 本 节 结 束 时 ,我 们 提出 一 个 有 意思 的 情况 : 设 在 简 并 点 ke 相 切 的 两 个 带 
中 一 个 是 导 带 , 另 一 个 是 价 带 ， 这 样 一 种 谱 型 中 的 能 际 等于零; 为 了 产生 动量 接 
近 于 的 电子 和 空 穴 , 任 意 小 的 能 量 已 足够 在 一 定 意义 上 ,这 样 的 晶体 是 介 于 
电介质 和 金属 之 间 的 过 渡 性 物质 ， 能 辽 虽 然 不 存在 ,但 是 电子 和 空 穴 的 状态 只 
在 大 空间 的 一 个 点 上 才 没 被 分 开 . 可 以 说 ,这 种 金属 ,其 费 米 面 被 “收缩 "成 一 个 
点 如 . 7=0 时 ,在 这 种 无 能 隙 半导体 内 不 存在 载 流 子 ,但 是 在 低温 时 载 流 子 数 
按 寡 的 规律 而 不 是 按 指数 规律 增长 . 在 点 附近 不 可 能 单 从 对 称 性 的 考虑 来 建 
立 能 谱 的 形式 ;电子 和 空 穴 的 库仑 相互 作用 使 得 这 一 点 上 的 微 扰 矩阵 元 出 现 奇 
异性 @. 


Ф 锡 的 晶 态 之 一 一 一 灰 锡 就 是 例子 . 
@ ”这 个 问题 的 详细 研究 请 参阅 :A. А. Абрикосов, С. Д. Бенеславский,ЖЭТФЅ9 ,1280( 1970). 
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晶体 的 磁性 结构 使 其 能 谱 出 现 特殊 的 分 支 , 在 研究 这 些 能 谱 时 ,我 们 首先 回 
忆 磁 性 物质 中 相互 作用 的 一 些 特性 . 

铁 磁体 内 相互 作用 的 基本 形式 是 原子 的 交换 作用 ,由 其 导致 自发 磁化 . 这 
种 相互 作用 的 特点 在 于 它 与 磁化 对 晶 格 的 取向 无 关 :在 考虑 到 系统 波 函 数 的 对 
称 性 ,交换 相互 作用 是 电子 静电 相互 作用 的 结果 ,并 与 总 自 旋 @ 的 方向 无 关 . 

最 简单 的 铁 磁 系 统 是 晶 格 中 的 原子 具有 磁 矩 的 电介质 ,并 且 磁 矩 平行 时 恰 
好 在 能 量 上 是 有 利 的 ,以 此 来 确定 交换 相互 作用 的 符号 (“ 铁 磁化 " ) ,这 时 ,系统 
基态 是 所 有 的 自 旋 平行 的 状态 . 确切 地 说 ,处 于 基态 时 系统 的 总 自 旋 在 某 一 方 
向 的 投影 等 于 最 大 的 可 能 值 二 ss( 对 所 有 原子 求 和 ) ,其 中 s. 是 一 个 原子 的 自 旋 . 
事实 上 ,交换 作用 的 哈密 顿 量 А, 与 系统 的 总 自 旋 算 符 $ 可 对 易 , 也 就 是 与 投 
影 算 符 $. 可 对 易 ( 因 为 户 xs 与 各 个 自 旋 的 方向 无 关 ,而 算 符 $ 是 自 旋 空 间 中 的 
转动 算 符 )、 因 此 基态 应 有 确定 的 5, 值 ,而 能 量 的 最 小 值 对 应 于 8. 的 最 大 值 . 我 
们 指出 ,这 时 每 个 原子 自 旋 的 投影 .等 于 其 最 大 值 ,因此 基态 的 磁 矩 等 于 自身 
的 “ 额 面 " 值 zw。 ,其 中 凡是 一 个 原子 的 磁 矩 . 但 是 ,这 个 性 质 被 更 弱 的 相对 论 
性 相互 作用 所 破坏 . 

复杂 一 些 的 情况 是 物体 的 磁化 强度 不 等 于 额 面 值 .尤其 ,不 是 所 有 原子 间 
的 相互 作用 都 是 铁 磁性 的 时 候 , 可 能 由 两 个 相反 磁化 的 亚 晶 格 形成 结构 , 亚 晶 格 
磁化 强度 不 同 ,因此 不 能 完全 抵消 ;具有 这 种 结构 的 物质 称 为 铁 氧 体 (完全 抵消 
的 情况 , 称 为 反 铁 磁 体 ). 





Ф НТШ, к 的 实验 值 极 接近 数值 2, 这 一 点 证 实 了 铁 磁 性 的 自 旋 本 质 . 
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最 后 ,在 研究 铁 磁性 金属 的 原子 自 旋 时 ,必然 涉及 传导 电子 ,传导 电子 无 论 
如 何 ,甚至 在 7=0 时 ,也 不 可 能 完全 磁化 (由 于 费 米 简 并 效应 ). 磁性 相互 作用 
的 特性 还 使 铁 磁体 具有 更 复杂 的 基态 结构 : 磁 矩 原子 的 非 共 线 分 布 一 一 所 谓 螺 
旋 结构 . 

与 所 有 宏观 系统 一 样 , 铁 磁体 的 弱 激发 态 可 以 看 成 元 激发 的 集合 , 即 准 粒子 
气体 . 原子 磁 矩 有 序 分 布 中 的 元 激发 称 为 自 旋 波 量子 .既然 所 讨论 的 是 平移 对 
称 晶 格 中 的 准 粒子 ,于 是 , 自 旋 波 量子 具有 的 动量 就 不 是 真实 的 动量 ,而 是 准 动 
量 , 准 动量 取 忆 一 个 倒 格 胞 中 的 所 有 值 . 在 经 典 图 像 中 , 自 旋 波 量子 对 应 于 自 旋 
波 ,就 是 磁 矩 振动 沿 晶 格 的 传播 . 自 旋 波 量子 遵从 玻 色 统计 ,因此 , 自 旋 波 量子 
态 大 的 占有 数 对 应 于 自 旋 波 的 经 典 极限 情况 . 

如 自 旋 波 的 波长 大 于 晶 格 常数 <( 即 波 矢 丰 << 1/a) ,那么 ,这 个 波 应 看 成 是 
宏观 的 ;于 是 , 波 的 色散 律 w(K) 将 通过 磁 矩 宏观 运动 方程 中 的 唯 象 参数 (物质 
常数 ) 来 表达 . 因而 自 旋 波 量子 的 谱 s = hw(k) 也 将 通过 这 些 参 数 来 表达 ， 有 一 
种 确定 自 旋 波 量子 谱 的 方法 ,完全 类 似 于 用 声波 振动 宏观 方程 中 的 宏观 参数 
(弹性 模 量 ) 来 确定 长 波 声 子 谱 ， 为 实现 这 一 设想 ,必需 预先 导出 上 述 运动 方 
ЖФ. 

从 只 考虑 交换 相互 作用 的 情况 ,来 开始 我 们 的 研究 . 

我 们 感 兴趣 的 是 铁 磁 体 的 弱 激发 态 (只 有 弱 激 发 态 的 性 质 才 可 用 普遍 的 形 
式 加 以 解释 ) ,所 以 应 该 限于 磁 矩 的 低频 “ 慢 " 运 动 ， 磁 矩 方向 在 空间 缓慢 改变 、 
而 磁 矩 大 小 保持 不 变 的 就 是 这 样 的 运动 ,事实 上 ,磁化 强度 的 平衡 值 是 由 交换 
相互 作用 确定 的 ;因此 ,磁化 强度 的 变化 在 任何 波长 都 不 与 有 限 能 耗 相 联系 ( 假 
设 ,物体 处 于 远离 居 里 点 的 状态 ,在 居 里 点 没有 自发 磁化 强度 ). 另 一 方面 , 当 只 
计 及 交换 相互 作用 ,物体 作为 整体 ,其 磁 矩 转动 时 能 量 不 变 ; 因 此 波长 越 大 ,磁化 
强度 在 物体 各 处 非 均匀 转动 所 需 的 能 量 就 越 小 . 换 句 话说 ,长 波 振动 的 频率 小 . 

决定 磁 矩 方向 变化 的 运动 方程 乃 是 在 力矩 下 作用 下 自 旋 角 动 量 А 的 进 动 
方程 : 








or 
( 见 第 一 卷 (34.4) ) 15 和 天 分 别 是 单位 体积 的 角 动 量 和 力矩 . 磁 矩 密度 (磁化 
强度 )M 通过 5 依 下 式 表 达 


glel 


Му 





5, 


Ф 本 节 进 一 步 的 结果 属于 朗 道 和 票 弗 席 兹 的 工作 (1935). 我 们 指出 ,这 些 结果 对 于 “交换 的 " 铁 磁 
体 是 正确 的 ， 在 这 里 我 们 不 涉及 所 谓 的 弱 铁 磁体 ,在 这 样 的 铁 磁体 中 只 在 考虑 相对 论 性 效应 时 才 显 现 出 
кже. 
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式 中 > 是 磁 矩 与 角 动 量 之 比 . e= - lel 和 m 分 别 是 电子 的 电荷 和 质量 . g 为 铁 
磁体 的 旋 磁 比 (对 比 第 二 卷 $45). 因此 ,M 的 方程 如 下 


ӘМ _ К. (69.1) 


如 力矩 不 依赖 坐标 ,此 方程 为 精确 的 ,如 kK 在 空间 缓慢 变化 ,此 方程 为 近 
似 的 . 

力矩 及 定义 为 自 旋 系 统 在 无 穷 小 转动 时 能 量 的 变化 . 令 оф 为 沿 旋转 轴 方 
向 的 矢量 ,其 什 等 于 转角 ,根据 力学 公 趟 , 力 抵 由 2 给 出 ( 见 第 一 卷 (34. 6) )， 如 
ЗЕ 与 坐标 有 关 ,应 该 将 空间 每 点 的 微分 换 成 变 分 .最 好 这 个 变 分 是 在 温度 、 体 
积 以 及 物体 内 每 点 磁场 都 恒定 的 情况 下 进行 ,对 于 这 些 变量 的 热力 学 势 是 自由 


能 FD， 于 是 ,力矩 密度 由 以 下 方程 确定 : 
8F=- [к . 5фау. (69.2) 


写 出 磁 矩 变化 时 ( 准确 地 说 是 方向 变化 , 因 其 值 固定 ) 自由 能 的 变化 5 
8Р = - [Haw * ВМА, (69.3) 


此 处 类 比 外 磁场 内 磁 矩 能 的 表达 式 而 引入 “有 效 " 场 Ни. 平衡 时 Haw 20. 
为 磁 矩 的 平衡 分 布 刚好 决定 于 自由 能 的 极 小 条 件 ， 现 在 考虑 无 穷 小 转动 38 时 ， 
M 的 变化 等 于 

ӘМ =5ФХМ. 
将 此 式 代入 (69.3) 式 并 对 比 (69.2) 式 ,得 出 力矩 密度 

К=МхНии. 
代入 (69.1) 式 ,最 后 得 出 磁 矩 的 朗 道 - ЖЖ. 


ӘМ _glel 
Ot 2тс 


现在 来 证 明 ,此 方程 表述 的 磁 矩 变化 并 不 伴随 能 耗 ， 此 能 耗 等 于 : 
ӘК... о 
дг де’ 
式 中 $ ИЖ. Re, 为 最 小 功 , 它 是 引导 物体 进入 既定 的 非 平衡 态 所 必需 
的 . 因此 ,利用 (69.4) 式 ,有 





Hax ХМ. (69.4) 





-Ta33 = 
QT 


Ф 参阅 第 八 卷 $36( 物 体 整体 的 热力 学 量 , 那 里 用 草 体 拉丁 字 表 示 )， 在 非 均匀 分 布 时 ,正确 的 说 
法 是 物体 的 自由 能 ( 当 体积 给 定时 ) ,而 不 是 热力 学 势 售 ， 在 这 里 ,我 们 不 关心 磁 致 伸缩 效应 , 即 不 考虑 
磁化 强度 变化 时 的 应 力 和 晶体 的 形变 ， 此 时 可 不 区 分 8 售 ,3 关 


+268 - 第 七 章 ш Е 








lel 
0= [Ник 54, d= | Haw (Нух XM)dV =0, 


于 是 论断 得 证 . Е АЕ ВР Ham 来 保证 的 . 
(我 们 在 下 节 末 还 要 讨论 能 耗 问题 ). 
根据 定义 式 (69.2) ,对 物体 总 自由 能 进行 变 分 ,可 求 出 有 效 场 的 显 式 . ВА 
由 能 由 如 下 积分 给 出 
н 


б [дою +0, мен ау (69.5) 


(参阅 第 八 卷 $39). 这 里 有 (MM) 是 有 H=0 时 均匀 磁化 体 的 自由 能 密度 ,因为 只 考 
虑 交换 相互 作用 ,所 以 与 М 的 方向 无 关 . Us 是 与 矢量 М 的 沿 非 均匀 磁化 体 组 
慢 变 化 方向 有 关 的 附加 交换 能 密度 . 

将 此 能 量 按 磁 矩 M 对 坐标 的 微 商 的 短 进 行 展开 , 头 几 项 的 形式 为 
1 MoM 
2 Чи Ox 
并 且 , 这 个 微 商 二 次 型 本 质 上 是 正定 的 . (69. 6) 式 的 组 成 (根据 交换 作用 的 性 
质 ) 应 与 矢量 М 的 绝对 方向 无 关 . 单 轴 晶 体 的 二 阶 对 称 张 量 ax 具有 分 量 as。 = 
ar=aa=aa(z 轴 是 晶体 的 对 称 轴 ) ;在 立方 晶体 中 ax = ада. 

如 果 在 数量 级 为 晶 格 常数 a 的 距离 上 , 磁 矩 方向 有 显著 变化 ,再 注意 到 晶 格 
一 个 原 胞 非 均 匀 性 的 能 量 应 该 达到 交换 相互 作用 能 的 原子 特征 值 , 就 可 以 估计 
出 系数 wa 的 数量 级 . 特征 的 交换 能 同居 里 温度 7.( 铁 磁性 消失 的 温度 ) 同 数量 
级 . 由 条 件 7./a? ~ ahMzva? ,我 们 得 到 

а - Т./аМ?. (69.7) 

在 物体 每 一 点 都 给 定 Н 时 ,对 积分 (69.5) 进 行 变 分 ,并 对 第 二 项 进行 分 部 

积分 ,我 们 得 到 





Us = 了 (69.6) 


ит. роон арн 


根据 定义 (69.2) , 花 括 号 内 的 表达 式 是 - Hw, мн ва мл 
动 方程 (69.4) 中 时 ,第 一 项 总 会 等 于 零 , 因 此 完全 可 以 把 它 合 去 D. 于 是 ,我 们 得 到 


(69.8) 


rH]Mav. 


им, 
дх,дх, 

为 了 得 到 完整 的 方程 组 ,给 (69. 4) ,(69. 8 ) ж И Н 与 磁 
化 强度 м 的 分 布 相 联 系 的 麦克 斯 韦 方 程 .在 下 一 节 将 要 研究 的 自 旋 波 是 在 
о << of 的 意义 上 的 低频 波 ,在 这 些 条 件 下 的 场 是 准 静 场 ;麦克 斯 韦 方程 中 可 以 忽 
略 对 时 间 的 微 商 ,于 是 方程 组 变 成 ， 


Них = ou 


Ф 但 是 ,此 后 在 平衡 时 Hm 已 不 必 变 为 零 . 
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VxH=0, У. В=У · (Н +4тМ) =0. (69.9) 

与 此 相关 ,在 吾 恒 定时 ,可 能 产生 关于 积分 式 (69.5) 对 М 变 分 是 否 合理 的 
间 题 ,虽然 M 和 瑟 通 过 (69.9) 的 第 二 个 方程 相 联系 . 但 是 ,如 果 取 HH= - Уф 
(由 于 第 一 个 方程 ) 并 计算 积分 对 p 的 变 分 ,那么 由 于 第 二 个 方程 此 变 分 为 零 ， 


所 以 也 的 变 分 对 8 无 贡献 . 
如 果 物 体 不 在 外 磁场 中 ,那么 它 内 部 的 场 便 完全 与 磁化 强度 的 分 布 有 关 ,一 
般 说 来 这 个 场 是 与 M 同一 数量 级 的 量 . 在 此 意义 上 ,有 效 场 (69.8) 中 的 五 项 是 
相对 论 效应 (我 们 指出 ,原子 磁 矩 以 及 和 它 有 关 的 自发 磁化 强度 都 用 玻 尔 磁 子 
B=1elhi/2mc 定 义 , 这 是 一 个 在 分 母 中 含 c 的 量 ). 因此 ,目前 所 研究 的 纯 交 换 近 
似 中 ,(69.8) 的 第 二 项 应 该 略 去 ,因此 运动 方程 为 

ЭМ glel М 
таг 2me Cad ах, 

我 们 注意 到 这 个 方程 是 非 线性 的 . 
方程 (69. 10) 可 以 写成 磁 矩 连续 性 方程 的 形式 : 
ам, ӘП, 
төг "аа, 








хм. (69.10) 


=0, (69.11) 
其 中 磁 矩 流 密度 张 量 为 





Па 08 (мх). 


тс“ 

这 是 预先 应 该 想到 的 ,因为 在 交换 近似 下 物体 的 总 磁 矩 守恒 . 

现在 我 们 考虑 ,在 铁 磁 体 中 除 交换 作用 之 外 ,在 电子 磁 矩 之 间 还 有 更 弱 的 相 
对 论 性 相互 作用 : 自 旋 - 自 旋 作 用 和 自 旋 -轨道 作用 . 在 宏观 理论 中 这 些 作用 
用 各 向 异性 磁 能 来 描述 ,能量 密度 U# 依 赖 于 磁化 强度 矢量 对 晶 格 的 方向 ;用 这 
些 相 互 作用 来 建立 铁 磁体 的 自发 磁化 强度 的 平衡 方向 。 上 边 已 经 指出 过 ,M 同 
磁场 Н 的 相互 作用 也 属于 相对 论 性 的 . 

在 单 轴 晶 体 中 各 向 异性 的 能 量 为 


И, = -К мг. (69.12) 


2 
如 果 天 >0, 那 么 平衡 磁化 方向 就 沿 着 对 称 轴 一 一 : 轴 (“ 易 磁化 轴 " 型 铁 磁体 ) 的 


方向 ;如 果 K <0, 那 么 自发 磁化 方向 就 位 于 xy 平面 上 (“ 易 磁化 面 "型 铁 磁体 ). 
立方 晶体 的 各 向 异性 能 量 可 表 为 

0, = Fi( MM + ММ + ММ). (69.13) 
其 中 xy,z 轴 的 方向 沿 着 三 个 四 级 对 称 轴 ( 立 方 晶 胞 的 各 棱 边 )， 如 果 K 0, 
衡 矢量 M 的 方向 沿 着 立方 唱 胞 的 一 个 楼 ,如 果 K' <0 一 — 则 沿 着 晶 胞 空间 对 角 
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线 中 的 一 条 了. 

为 确定 起 见 ,我 们 将 研究 单 轴 铁 磁体 . 在 (69.5) 的 被 积分 式 中 补充 一 项 Us 
(69. 12) ,对 附加 项 变 分 后 得 到 一 项 - KM.y. 5M, 其 中 v 为 晶体 对 称 轴 方 向 上 
的 单位 矢量 . 


Haim = + 天 MHz +Н. (69.14) 


ou 

容易 看 出 ,有 效 场 的 这 个 改变 已 经 概括 了 因 顾 及 相对 论 效 应 而 导致 运动 方 
程 (69.5) 发 生 的 变化 . 事实 上 ,不 存在 耗 散 ,运动 方程 的 右 侧 仍然 应 当 垂直 于 
Ник, РУ ЩЖ MM' x Hn 形式 ,其 中 M' 和 M 的 差别 只 能 是 相对 论 修正 ,这 个 修 
正 值 总 远 小 于 M, 因 而 并 不 重要 . H#w 中 的 相对 论 各 项 附加 到 一 个 小 量 上 . 后 
者 由 于 M 沿 物体 缓慢 变化 ,因而 才 是 微小 的 ;而 在 波长 充分 大 时 这 些 相对 论 项 
可 以 变 得 重要 起 来 . 
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把 前 节 得 到 的 方程 运用 于 波 的 传播 上 ,在 这 个 波动 中 磁 矩 密度 除 围绕 自己 
的 平衡 值 M。 进 动 , 还 进行 微 振 动 .我 们 将 考察 在 整个 体积 内 M, 为 恒定 的 单 磁 
畴 样品 ,而 且 局 限于 波长 远 小 于 样品 线 度 的 情况 这 时 ,介质 就 可 以 认为 是 无 
限 的 . 
首先 研究 的 问题 只 涉及 交换 相互 作用 , 即 基 于 方程 (69. 11). Ж 
М =M。+m, 其 中 m 是 小 量 ,于 是 可 略 去 т 的 二 次 项 而 使 方程 线性 化 ;由 于 绝对 
值 M=M,, 那 么 在 这 一 近似 中 m LM。. 我 们 得 到 
те : Om m 
тс аах oxy 
(这 里 及 以 后 取 8 =2). 对 于 与 坐标 和 时 间 的 依赖 关系 为 exp[i(k .rr -wt)] 的 
亚 , 我 们 得 到 





хм, (70.1) 


iwm = Тат x М, , (70.2) 
тс 


其 中 =a(n) =ацлп,,п——— 4 К ЗТ ЕВО К ИЕ. 这 个 方程 分 解 成 分 
量 , 有 
іот, =191амет, А 


р lel 
іот, = - me Mm m, 


Ф 对 于 不 同 铁 磁体 量 纲 为 1 的 量 K, 天 ' 在 几 十 分 之 一 到 几 十 这 个 宽度 范围 内 取 值 . 相对 论 相互 作 
用 与 交换 相互 作用 之 比 与 a* Uy /7. 同 数量 级 ,通常 为 10-* -10-°. 
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(z 轴 沿 Mu 方向 )， 由 此 得 到 自 旋 波 的 色散 律 了 
_ lelM 
=. тс 


我 们 看 到 ,如 前 节 初 所 述 ,在 0 时 ,在 交换 近似 下 频率 趋 于 零 . 自 旋 波 中 矢量 
т 在 平面 xy 上 以 恒定 角速度 w 旋转 ,并 保证 绝对 值 不 变 . 
在 量子 力学 图 像 中 用 公式 (70.3) 决 定 自 旋 波 量子 的 能 谱 е = jiw@: 
e(k) =2BMa( n)k?. (70.4) 
在 二 次 量子 化 形式 中 ,描述 铁 磁体 的 宏观 量 将 换 成 自 旋 波 量 子 的 漂 没 算 符 
和 产生 算 符 表述 的 各 算 符 . 下 面 将 展示 应 如 何 处 理 自 旋 波 量子 的 (70. 4) 式 . 


对 应 于 经 典 量 M ,我们 引入 矢量 算 符 履 , 它 的 分 量 满足 确定 的 对 易 规则 . © 
$(r)8V 是 在 r 点 物理 无 限 小 体 元 БУ 中 原子 的 总 自 旋 算 符 . 不 同体 元 ЗИ, „БУ, 


的 算 符 S$(r,)8V, 和 S$(r,)8V, 是 对 易 的 . 同一 算 符 $(r)8Y 的 各 分 量 满足 角 动 量 
的 一 般 对 易 规则 : 


外 а(п)Ё, (70.3) 


3,5 - 8,87 8,87 - $,8V =i$,8V, 
3% 5,5, -5,5, =i,/8V( 其 余 的 对 易 子 也 类 似 ). 在 8 一 "0 的 极限 情况 下 ,对 任意 
和 7,, 这 些 规则 写成 统一 的 形式 
S$,(r)S,(r) - 8,0), (л,) =iS,(r,)8(r, -7,). 
现在 ,以 48? 乘 这 个 等 式 ,再 注意 到 磁化 强度 算 符 М = -2BS$, 便 得 到 
М, (п), (п) М, (т), (т) = 2480, (т) 8л =). (70.5) 
在 应 用 于 自 旋 波 时 ,aM 描述 的 是 绕 > 轴 的 微小 振动 ,在 小 量 m,,m, 的 一 级 近 
似 下 可 以 用 数量 M.~M 来 代 换 (70.5) 式 右 方 的 算 符 М, НЕ 
т, (п), (ть) =, (т), (п) = -2iBM8(r, -7) (70.6) 
由 此 可 见 , 量 m, 和 т, ДЕЗ ОНИ 8 ЖАР) ЕЕ" ХА 
标 和 广义 动量 "的 作用 ,这 与 p 和 在 液体 中 声波 量子 化 时 所 起 的 作用 相 类 似 
($24). 但 是 ,我 们 强调 指出 二 者 的 主要 区 别 . 声 子 算 符 的 对 易 规则 (24.7) 是 
精确 的 , 同 振动 是 否 微小 ( 即 同 声 子 态 占有 数 是 否 微小 ) 无 关 . (70.6) 式 的 规则 
是 近似 的 ,只 在 小 量 т 的 一 级 近似 中 才 是 正确 的 . 
从 对 易 规则 (70. 6) 式 以 及 符合 线性 方程 (70. 1 ) 的 算 符 加 .和 疯 , 间 的 关系 式 
出 发 ,可 以 通过 自 旋 波 量子 的 漂 没 .产生 算 符 来 求 出 疝 , ,六 ,等 算 符 的 表达 式 , 这 


Ф 自 旋 波 的 平方 色散 律 是 布 洛 赫 (F. Bloch,1930) 用 微观 理论 首先 得 出 的 ， 这 个 谱 的 宏观 参量 的 表 
示 式 是 朗 道 和 栗 弗 席 效 给 出 的 (1945) . 
© 在 本 章 中 有 处 处 代表 玻 尔 磁 子 :8 = lelh/2mec， 
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和 $ 24 中 对 于 声 子 所 做 过 (参阅 $71 的 习题 4) 的 相仿 . 

再 来 研究 自 旋 波 量子 的 能 谱 , 并 进而 考虑 相对 论 效 应 对 这 个 谱 的 影响 现 
在 已 经 必须 计 及 М 振动 时 产生 的 磁场 了. 这 个 场 和 m 是 同 级 小 量 ;现在 用 hh 表 
тъ. 

麦克 斯 韦 方程 (69. 10) 给 出 

kxh=0, kr:h= -4nk:m. 
由 此 可 见 , 场 的 方向 沿 着 波 矢量 ,并 等 于 








h= -4т(п-т)п, (70.7) 
把 (70.7) 式 代入 (69. 5) 式 的 被 积 式 的 后 两 项 中 ,我 们 得 到 
-mm (70.8) 


(这 里 去 掉 Moh 项 ,由 于 场 h 的 有 势 性 ,对 整个 体积 的 积分 变 为 面积 分 ,因而 这 
一 项 变 为 零 ) ;在 自 旋 波 中 ,这 部 分 各 向 异性 的 能 量 有 时 称 为 静 磁 能 . 

假设 铁 磁 体 是 单 轴 的 ,并 且 属 于 “ 易 磁化 轴 ” 型 ,因此 M, 的 方向 沿 晶体 的 对 
称 轴 (z 轴 ) :M。=vM. 鉴于 以 后 的 应 用 ,我 们 还 假设 存在 平行 于 vw 方 向 的 外 场 
多 ;此 时 ,样品 应 该 是 以 w 为 轴 的 圆柱 体 .于 是 物体 内 部 的 场 瑟 = +в. 线性 化 
的 运动 方程 (这 里 写 的 方程 已 乘 过 因子 А) 为 


-iem =28M{ (ci + K+ )ижт-их }- (70.9) 


对 于 单 轴 晶 体 a = о зіп? + а, соѕ'0, ДФ 0 К Жо 2 Е. 
将 (70.7) 的 h 代 入 到 这 里 ,并 把 方程 写成 分 量 式 ( 其 中 * 轴 最 好 选 在 通过 
和 nn 方向 ( 即 wxn) 的 平面 上 )， 由 获得 的 m. 和 m, 的 两 方程 的 相 容 性 条 件 得 出 
色散 律 
=(Е) =28м | (中 +K+ 号 ) (о КО 54тен) | (70.10) 


我 们 指出 ,由 于 存在 sin"g = 及/K 项 ,将 e(K) 按 大 分 量 的 蹇 展开 时 便 不 具有 简单 
的 短 的 特性 ;这 与 磁 相 互 作用 的 远程 性 有 关 . 

这 里 对 单 轴 铁 磁体 (“ 易 磁 化 轴 ” 型 ) 导 出 的 (70. 10) 形 表示 式 , 对 于 立方 晶 
体 也 是 正确 的 . 这 是 因为 , 当 矢 量 M 微小 偏离 其 平衡 方向 时 ,各 向 异性 能 量 的 
改变 在 两 种 情况 下 有 同样 的 形式 . 例如 ,对 于 K' >0 的 立方 晶体 , 当 M 偏离 立 
方 体 的 楼 方向 的 M, 时 ,8Us 只 与 M 和 M, 之 间 的 夹 角 如 有 关 , 并 且 80, = 
КМ" 9". 把 此 式 同 单 轴 晶 体 相 类 似 的 式 子 8Us = КМ 9? /2 进行 比较 ,我 们 发 现 ， 
为 过 渡 到 K' >0 的 立方 晶体 情形 ,只 要 在 (70. 10) 式 中 将 天 换 成 2K' 便 足够 了 . 
极 易 相信 ,用 类 似 的 方法 ,为 过 渡 到 К’ <0(M, 的 方向 沿 着 立方 体 的 空间 对 角 
线 ) 的 立方 晶体 需要 将 K 换 成 41K'1/3. 我 们 也 注意 到 ,在 立方 晶体 中 a(n) 归 
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结 为 常数 . 而 对 “ 易 磁 化 面 "型 (K СО) 的 单 轴 铁 磁体 就 是 另 一 种 情形 了 : 当 MM 
偏离 Mo 时 ,变更 8U8 既 与 M 相对 于 M。 的 极 角 有 关 , 也 与 方位 角 有 关 ; 因 此 这 种 
情形 需要 特殊 研究 一 一 参阅 习题 . 

我 们 记得 ,(70. 10) 只 属于 能 谱 的 开始 部 分 ,这 部 分 的 准 动量 上 << 1/a ,因此 
可 以 进行 宏观 研究 . 从 大 天 方面 ,但 是 仍然 满足 (al >>4т,К) 这 个 条 件 来 看 ， 
表达 式 (70. 10) 归结 为 

e(K) =2BMa(n)k +289. (70.11) 

这 里 的 第 一 项 同 纯 交 换 作用 的 表达 式 (70.4) 一 致 . 外场 只 给 自 旋 波 量 子 的 能 量 
增添 289 М. 于 是 ,在 这 种 近似 中 自 旋 波 量 子 在 M。 上 磁 矩 的 投影 等 于 -2B. 在 
物体 中 激发 每 一 个 自 旋 波 量子 都 要 使 物体 的 总 磁 矩 减 小 26- 

在 相反 的 情况 下 ,К—0 时 表达 式 (70. Е 非 零 值 ,( 名 =0 时 ) 等 于 


e(0) =2BMK (1 тан 0) "2, (70.12) 


于 是 ,考虑 磁 的 各 向 异性 在 自 旋 波 的 谱 中 将 导致 能 隙 的 出 现 @， 这 很 自然 ,因为 
有 各 向 异性 时 ,甚至 磁 矩 整体 进行 回转 ( 即 上 =0 时 ) 也 与 有 限 的 能 量 相 联系 我 
们 见 到 ,在 小 k 时 ,尽管 相对 论 效应 不 大 ,也 会 给 能 谱 带 来 相当 大 的 修正 . 

自 旋 波 量子 的 概念 ,作为 元 激发 是 关于 物体 的 弱 激 发 态 的 ,因而 是 与 低温 有 
关 的 . 因此 ,关于 自 旋 波 量子 的 公式 中 一 切 物质 常数 (也 包括 磁化 强度 М) 必须 
选取 了 =0 时 的 值 . 

回头 再 来 讨论 $ 69 中 关于 耗 散 微小 的 假设 . 在 量子 图 像 中 耗 散 意味 着 自 
旋 波 量子 寿命 是 有 限 的 ,这 是 由 于 自 旋 波 量子 之 间 以 及 同 其 它 准 粒子 的 相互 作 
用 所 造成 的 . 

如 果 开 始 讲 自 旋 波 量子 之 间 的 相互 作用 ,那么 首先 应 该 指出 在 交换 近似 下 
自 旋 波 量子 的 数目 是 不 变 的 (每 个 自 旋 波 量子 为 M, 提 供 同样 的 贡献 -28 ,而 交 
换 作 用 使 MM. 保 持 不 变 ). 因此 在 此 近似 下 只 能 发 生 散射 过 程 . 但 是 散射 概率 随 
温度 的 降低 而 减 小 ,这 只 不 过 由 于 散射 体 数量 的 减 小 而 造成 的 ,因此 在 7=0 时 ， 
无 论 如 何 ,交换 性 的 衰减 都 要 趋 于 零 . 下 面 可 以 见 到 ( $72) ,在 交换 近似 下 一 个 
自 旋 波 量子 的 状态 确实 是 系统 的 严格 的 定 态 . © 

在 7=0 时 自 旋 波 量子 的 衰减 只 是 由 其 裂变 过 程 引起 的 ,这 种 过 程 只 在 计 及 
相对 论 性 相互 作用 时 才 有 可 能 ,因此 它们 的 概率 较 小 . 此 外 ,在 小 大 时 由 于 过 程 
终 态 的 统计 权重 ( 相 体积 ) 小 ,裂变 概率 总 是 降低 的 . 





Ф 相应 的 频率 w(0) = se(0)/ 有 称 为 铁 磁 共 振 频 率 . 

Ф 还 要 指出 ,在 交换 近似 下 两 个 自 旋 波 量子 间 的 散射 截面 随 其 能 量 的 减 小 而 趋 于 等 (参阅 $73). 
这 一 情况 ,在 低温 时 进一步 减少 了 自 旋 波 量子 的 交换 衰减 ， 在 充分 低 的 温度 下 ,对 散射 过 程 来 说 ,相对 论 
效应 已 很 重要 了 . 
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_ 自 旋 波 量子 与 声 子 的 相互 作用 (在 这 里 ,交换 相互 作用 哈密 顿 量 中 与 晶体 
形变 有 关 的 部 分 起 微 扰 算 符 的 作用 ) 也 要 引起 自 旋 波 量子 的 衰减 , 在 7=0 时 ， 
还 可 能 由 自 旋 波 量子 产生 声 子 的 过 程 , 但 是 ,为 此 自 旋 波 量子 的 准 动量 应 该 充分 
大 一 一 自 旋 波 量子 的 速度 ae/jiek 应 大 于 声速 (参阅 254 页 的 注 )， 过 程 概率 小 
也 是 由 于 终 态 统计 权重 小 的 缘故 . 

最 后 ,在 铁 磁 金 属 中 , 自 旋 波 量子 (由 于 跟 传导 电子 的 交换 相互 作用 ) 从 费 
米面 下 ,总 可 能 激发 电子 . 这 里 ,在 小 天 时 ,过 程 概率 小 也 是 由 于 终 态 的 统计 权 
重 小 的 缘故 . 





习 题 

试 求 “ 易 磁化 面 "型 单 轴 铁 磁 体 中 自 旋 波 量子 的 能 谱 (KK<0). 

解 :平衡 磁化 强度 Mo 位 于 垂直 于 晶体 对 称 轴 (z 轴 ) 的 平面 上 ;我 们 选 M, 方 
向 作为 x 轴 , 此 时 磁 和 矩 运 动 的 线性 方程 的 形状 是 ` 

-iem =28В{ ап, хт – IKim,n, -п, xh}. 
其 中 n,n, 是 沿 坐 标 轴 的 单位 矢量 ,而 矢量 mm 位 于 径直 于 用, 的 yz 平面 上 . 将 
(70.7) 的 有 代入 , 写 出 分 量 方程 并 使 所 得 方程 组 的 行列 式 等 于 零 ,得 到 自 旋 波 
量子 的 能 谱 
2() =28М [а (ай? +1К1) +4? 0( а? + 1Klsinzp) ] :2 ， 
其 中 0 和 中 是 大 相对 于 Mo 方向 的 极 角 和 方位 角 ( 而 且 方位 角 由 xz 面 上 算 起 ) . 
Жар >>1 时 ,我 们 又 回 到 平方 型 谱 (70.4) ,而 在 上 -*0 时 ， 自 旋 波 量子 的 能 量 赵 
于 : 
e(0) =4(mIKI) 2BM|sin bgsin ф| 

而 当 大 位 于 对 称 灿 与 遇 体 自发 磁化 强度 所 构成 的 xz 平面 上 时 ,上 式 变 为 零 ， 但 
是 ,这 里 趋 近 于 零 是 近似 的 :考虑 到 各 向 异性 能 量 中 的 高 阶 项 时 ,在 ху 面 上 也 会 
导致 各 向 异性 的 出 现 ,从 而 在 所 有 KE 的 方向 上 将 会 出 现 有 限 的 能 隙 . 
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铁 磁体 中 激发 的 自 旋 波 量子 对 其 热力 学 量 有 一 定 的 贡献 . 当 在 7 了 <<7. 意 义 

下 的 低温 时 ,利用 前 一 节 所 获得 的 结果 可 以 计算 这 一 贡献 . 实际 上 ,在 温度 为 了 
的 热平衡 时 自 旋 波 量子 的 主要 部 分 有 e ~ 了 的 能 量 . 对 于 平方 形 谱 

e(k) =28Ма(п) №. (71.1) 

这 就 是 说 ,温度 7 了 <<7. 时 ,激发 的 自 旋 波 量子 具有 准 动量 k << (Т./ВМо)'". Ж] 


Ф 我 们 记得 (参阅 第 八 卷 $ 317) ,各 向 异性 能 量 按 M 寡 的 展开 实际 上 是 按 相对 论 比值 we 的 展开 
《因此 与 M 是 否 微 小 , 即 与 是 否 接近 居 里 点 无 关 ). 
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用 对 о 估算 的 (69.7) 式 ,估算 出 磁化 强度 为 M~B/a’ (平均 一 个 原 胞 中 的 磁 甜 
约 为 数 个 B) ,由 此 得 到 ak <<1, 即 $70 结果 的 适用 条 件 . 

铁 磁体 热力 学 量 的 “ 自 旋 波 量子 ”(magnon) 部 分 可 做 为 化 学 势 等 于 零 的 理 
想 玻 色 气体 的 热力 学 量 来 计算 . 例如 ,对 自 旋 波 量子 的 热力 学 势 2( 下 标 用 mag 














表示 译注 ) ,有 
= азоту ИФ 
о. =т [ъа а (71.2) 
[参阅 第 五 卷 的 (54.4) 式 ]. 由 此 , 自 旋 波 量子 对 内 能 @ 的 贡献 为 
о тда _ e УФЕ 
Eos = Oo тт етт ау" (71.3) 


自 旋 波 量子 对 自发 磁化 强度 的 贡献 给 出 后 者 随 温度 的 变化 ,这 一 贡献 ,是 
通过 对 外 磁场 的 微 商 而 得 的 ,为 
1 90。。 
М.„=МСТ) -W(O) = -у 99 
[参阅 第 八 卷 (31.4) ]. 对 (71.2) 式 微 商 ,我 们 得 到 
Mm = [2 | 1 Фк 
Б 9$ | слое"? -1 (2m) 
微 商 - (95/9) Ж НЕ ИРИ ЖЕ. 
在 温度 7>>2mBMG@ 时 ,我们 计算 积分 (71. 3 一 71.4) ;这 时 自 旋 波 量子 的 谱 
可 以 利用 极限 表达 式 (71. 1)， 鉴于 积分 快速 收敛, 积分 可 以 扩展 到 整个 大 空间 
(代替 一 个 倒 格 胞 ). а 是 常量 (对 于 立方 晶体 ) , 且 作 替换 Фета, 657 
显然 的 代入 之 后 ,得 到 








与 一 0 


(71.4) 





ИТ т аах _ у Т Г(5/2)& (5/2) 
ме А22 Ј el 41А а 
为 了 简化 ,这 里 取 标 记 4 =2BMa (因此 = = АЕ). ФХР С, = 
93E.s/97, 我 们 得 到 
си = VISES =0.113 (FT) (71.5) 
* Вт?А А 


我 们 指出 ,这 个 表达 式 只 给 出 热 容量 的 自 旋 波 量子 部 分 ;此 外 ,晶体 热 容 量 还 包 
括 通常 的 声 子 部 分 . 
回 到 (71.4) 式 的 积分 ,根据 (70. 11) 式 , 自 旋 波 量子 的 磁 矩 取 值 -26. 因此 


Ф 002 и =0СЯЖ Ф = № =0) В, Е=Ф + Т$ - РУ= 75+ 00; 8 5= - 3/3T， 当 然 ,无 需 利 
用 公式 (71.2) 也 可 直接 写 出 (71.3) 式 . 

© ТАМ ИМ-2х10? G, 这 个 条 件 给 出 了 >> К. 

图 关于 这 一 类 型 的 积分 计算 参阅 第 五 卷 $ 58. 
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T >>2mBhM 时 得 到 
_ ВТ? р" dx 
Mee = -| ит (71.6) 
由 此 
2 
мт) =M(0) -87Г(3/2)4(3/2) гливи) = 
=М(0) -0. 1178(Т/4)*^. (71.7) 


(既然 声 子 本 身 不 带 磁 矩 , 自 旋 波 量子 的 贡献 当然 就 包括 了 磁化 强度 的 所 有 变 
化 ). 于 是 , 当 温 度 取 2mBM <<T 了 << 了 .范围 时 ,自发 磁化 强度 的 变化 便 遵 守 т 
定律 (F. Віосћ,1930). 

在 自 旋 波 量子 的 谱 中 存在 能 阶 (70. 10) ,在 更 低 的 温度 范围 内 将 使 Cs 和 
Mw 对 温度 有 指数 函数 的 依赖 关系 . 在 7<<BKM 时 
С.и,М „и <ехр( -2ВКМ/Т). (71.8) 
指数 分 子 中 的 量 在 9=0 Жо =т НЕМ СЖ 8 Я 1). 

如 果 铁 磁体 的 自发 磁化 强度 在 基态 等 于 最 大 值 ( 所谓 额 定 值 ) ,对 应 于 物体 
的 所 有 原子 磁 矩 都 平行 ,那么 施加 与 磁 矩 同一 方向 的 外 磁场 时 这 个 值 亦 不 再 变 
化 ,就 是 说 在 这 个 方向 的 磁化 率 等 于 零 . 

考虑 相对 论 性 相互 作用 时 ,自发 磁化 强度 (7=0 时 ) 与 其 “交换 ” 值 相 比 将 
减 小 ,于 是 导致 出 现 不 为 零 的 磁化 率 (T. Holstein,H. Primakoff,1940)， 虽 然 这 个 
效应 很 小 ,但 是 计算 它 却 有 原则 性 的 意义 . 

在 前 面 计算 热力 学 量 的 磁性 部 分 时 我 们 使 去 “磁性 谐振 子 ”的 零点 能 ,在 这 
些 量 的 温度 关系 中 它 没有 贡献 . 零点 能 对 应 于 自 旋 波 量子 态 的 占有 数 为 1/2: 








BE(0)。 = и 
相应 地 对 于 “零点 "磁化 强度 有 
Л де dk 
М(0) = - ] ТР (71.9) 


值 大 时 这 个 积分 发 散 ,就 是 说 积分 主要 决定 于 短波 自 旋 波 量子 (ka ~ 1) ,对 这 
样 的 自 旋 波 量子 根本 不 能 进行 宏观 研究 ， 但 是 我 们 将 看 到 ,在 相对 论 效应 的 影 
响 下 磁化 强度 的 变化 ,决定 于 自 旋 波 量子 的 长 波 能 谱 区 域 ,并 可 借助 于 $70 中 
获得 的 公式 来 计算 . 
为 简单 起 见 ,我 们 将 研究 立方 晶体 ,并 在 此 情况 下 忽略 小 的 各 向 异性 常数 ， 
即将 自 旋 波 量 子 谱 (70. 10) 写成 形式 
se(k) =28[ (5 +5) (5 + 9 +41тМіп20)]'? (71.10) 
其 中 b=aM; 在 这 个 表达 式 中 由 于 考虑 了 静 磁 能 而 产生 的 4mM + віп ө 项 对 应 于 
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相对 论 效 应 ， 从 (71. 9) 式 减 去 以 exa (Е) =2Bbk* - 289 代替 s(k) 的 同一 积分 
式 , 则 得 到 待 求 的 相对 论 效应 影响 下 磁化 强度 的 变化 SMH: 
м 5 |50600 -enn (tI (71.11) 
这 个 积分 在 大 时 已 变 为 收敛 的 了 @. 
为 了 计算 上 的 方便 ,首先 在 4 一 定时 取 8M 对 M 的 微 商 [为 此 在 (71. 10) 中 
已 引进 记号 5]. 简单 变换 后 得 到 
95М _ Ат°ВМ |" ү" sin*g * 2тЕ? dk · sin 040 
ЭМ ^^ (2т)* |, р (Б + 9) "(Ы +9 +4nMsin’ 0) 
由 于 对 dk 的 积分 收敛 ,所 以 能 够 扩展 到 %. 
名 =0 时 积分 容易 计算 ;然后 对 М 积分 ,得 到 
вм = -VB (71.12) 


Ez 
8а 





这 个 值 很 小 :8M/M ~ 10°. 

如 果 外 场 很 强 ( 纺 >>4mM) ,可 在 被 积 式 的 分 母 中 忽略 4rM + sin*0 项 此 
后 ,计算 得 出 结果 
2m8M 
15$” 
岛 一 上 时 ,8M 趋 于 零 ， 这 是 当然 要 得 到 的 . 

在 结束 时 我 们 指出 ,如 果 我 们 企图 把 本 节 在 三 维 情况 所 使 用 的 方法 ,用 来 研 
究 二 维 铁 磁体 的 磁化 强度 对 温度 的 依赖 关系 ,那么 (在 纯 交换 近似 中 ) 代替 
(71.6) 式 我 们 将 得 到 对 数 发 散 积分 . 这 就 是 说 ,在 所 有 ТО 的 情况 下 交换 相互 
作用 的 二 维系 统 实际 上 不 存在 自发 磁化 . 这 与 $27 中 指出 的 二 维 玻 色 液体 (以 
及 第 五 卷 $137 中 的 二 维 晶体 ) 的 情形 相 类 似 ， 系统 的 能 量 不 依赖 于 磁 矩 的 方 
向 ,导致 其 表达 式 中 只 含有 矢量 M 的 导数 ;结果 也 导致 使 磁化 破坏 的 涨 落 发 散 
(二 维 情况 ). 考虑 与 M 的 方向 有 关 的 相对 论 性 相互 作用 ,就 可 以 使 涨 落 得 到 稳 
定 并 使 二 维 铁 磁体 的 存在 成 为 可 能 . 


习 题 


1. 计算 温度 <<e(0) 时 热力 学 量 的 自 旋 波 量子 部 分 . 
解 :重要 的 情形 是 :具有 小 准 动量 上 ,在 能 隙 为 最 小 的 方向 上 , 即 在 9=0 和 
9=T 的 附近 传播 的 自 旋 波 量 子 ;这 两 个 8 值 给 出 同样 的 贡献 . 例如 ,在 小 角度 9 


5М = - (71.13) 


Ф 为 避免 误会 ,我 们 指出 ,不 可 用 此 法 定义 基态 能 量 的 修正 ,因为 没 对 5 取 微 商 而 利用 自 旋 波 量子 
的 长 波 能 谱 表 达 式 时 ,对 s - ex 的 积分 发 散 . 
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时 ,对 所 要 求 的 精度 ,有 

&(Е) =2ВКМ + Ак? + 4mBMO”. 
其 中 ,对 于 立方 晶体 A=2BMa, 对 于 “ 易 磁 化 轴 ” 型 的 单 轴 晶体 A=2BMa,， 在 我 
们 所 讨论 的 温度 时 自 旋 波 量 子 的 分 布 可 认为 是 玻 尔 兹 曼 分 布 ( 即 在 被 积 式 的 分 
母 中 忽略 1) ,并 处 处 以 ae(0) 赫 换 指 数 函 数 前 的 因子 s( 上 )， 把 对 上 和 的 积分 
扩展 到 mm ,结果 得 到 

и! 





так 一 Зуд 
м. = -了 
вв ^^ УКМ” 
tn 
wo =2ВКМТ Е 


2. 9 >>4тМ,Т>>В® Вор И 外 场 的 关系 . 
解 :在 所 给 的 条 件 下 ,可 以 忽略 相对 论 项 ,并 将 s() 写成 (70. 11 ) А. 微 
商 (71.4) 式 ,得 


ит 


Е а раа 
ате 1)? Er 
和 к, н 
" гак 
48 т, =, (а М, +5)” 
Е. 0 时 的 值 ) ,最 终 得 到 
эм _ Т, 
99 = вт(аМ,) 7917 
于 是 ,在 所 研究 的 条 件 下 M - Mo 区. 
3. 试 确定 于 了 =0 时 ,在 弱 磁 场 中 ,磁化 强度 对 外 场 的 关系 ， 
解 :把 (71.10) 式 的 e(K) 代 入 (71. 11) 式 ,再 将 积分 式 (71. 11) 对 ЖИ, 
得 到 





4m2BMisin*g а 
$ Еси +41 М, в? 0 + ©) (aMok + 9) (2). 

在 名 一 0 时 ,对 dk 的 积分 在 小 大 情 况 下 是 对 数 发 散 的 因此 ,如 只 局 限于 对 数 的 

精确 性 ,可 以 在 分 母 的 第 一 个 因 式 中 取 上 =0, 名 =0, 而 在 第 二 个 因 式 中 取 名 =0， 

但 同时 ,在 已 ~ 名 [aiM 时 从 下 面 并 在 尼 ~4m/a 时 从 上 面 截 断 积分 ， 于 是 我 们 获 

得 





эм = Вы, 
9$ 32VT Мо? 8 





$72 自 旋 哈 密 顿 量 +279. 





注意 ,(71.10) 式 中 忽略 了 KK. 在 9 << KM 时 在 对 数 中 用 KM。 替代 9. 
4. 在 交换 近似 中 试 确定 在 r >>a 距离 上 磁化 强度 涨 落 的 空间 关联 函数 . 
М.и. т, (70. 6) 式 的 对 易 规则 ,它们 通过 自 旋 波 量子 淹没 和 产 
生 算 符 可 表 为 (在 薛 定 刘 绘 景 中 ) 
т, (г) =(ам/уу У (ae "а: е ^^"), 
т, (г) = КВМ/У) "У (аце афет"). 
借助 这 些 算 符 我 们 计算 关联 函数 
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所 描述 的 系统 ,有 重要 的 方法 论 意义 ,其 中 求 和 遍及 所 有 的 原子 矢量 "下 标 
(整数 分 量 )m 和 n 是 格 点 的 编号 ;7, 是 格 点 的 径 和 撩 ， 数 Ju 称 为 交换 积分 (对 比 
第 三 卷 $ 62 ИУЖ)Ф. 在 对 т 和 n 独立 求 和 时 ,在 (72. 1) 式 的 求 和 中 每 对 原 
子 出 现 两 次 ,而 且 ,当然 Ju。 = Jo 

在 (72. 1) 式 中 假定 晶 格 的 所 有 磁性 原子 都 是 相同 的 (每 个 原 胞 有 一 个 原 
Ф). 作为 这 个 哈密 顿 量 基础 的 基本 假设 ,认为 晶 格 中 的 原子 相距 足够 远 .交换 
积分 决定 于 两 个 原子 波 函 数 的 “ 重 释 " ,而 且 随 原子 间距 的 增 大 而 很 快 地 (指数 
地 ) 减 小 .因此 对 于 原子 间距 较 大 的 系统 ,相互 作用 可 以 认为 是 成 对 的 ,因此 在 
《72. 1) 式 中 不 存在 多 于 两 个 原子 的 自 旋 算 符 的 乘积 项 .可 以 同样 精确 地 认为 ， 
两 个 原子 间 的 交换 相互 作用 每 次 只 由 一 对 电子 (每 个 电子 各 属 一 个 原子 ) 来 实 
现 . 于 是 相互 作用 算 符 将 以 电子 自 旋 算 符 的 双 线 性 形式 构成 ,而 对 原子 状态 平 
均 之 后 就 成 为 原子 自 旋 的 双 线 性 形式 了 (C. Herring ,1966)@. 

如 果 交 换 积分 J。 > 0 ,哈密 顿 量 (72. 1 ) 所 描述 的 系统 就 是 铁 磁体 .我 们 来 
确定 这 样 系统 的 基态 能 量 . 这 时 设想 还 存在 外 磁场 名 ,给 (72. 1) 式 附加 算 符 


7= -285 У $, (72.2) 


(z 轴 沿 外 场 方向 ). 系统 总 自 旋 投 影 算 符 工 65. 无论 跟 户 xa 或 跟 痕 都 是 可 对 易 
的 ;因此 系统 的 状态 可 以 按 这 个 量 的 本 征 值 进行 分 类 . 

在 铁 磁 情 形 ,与 基态 对 应 的 是 总 自 旋 投 影 的 最 大 可 能 值 , 它 等 于 М, Е у 
是 系统 的 原子 数 (自然 ,这 与 有 无 外 场 无 关 . 外 场 只 标 出 选 作 : 轴 的 方向 ). & 
各 是 基态 归 一 化 的 自 旋 波 函数 . 

如 果 每 个 原子 自 旋 投 影 都 取 本 身 的 最 大 值 5, 总 自 旋 投 影 才 能 达到 最 大 值 
№. 因此 X 同 时 就 是 每 个 算 符 ,的 本 征 函数 : 


5,0 = SXo (72.3) 
我 们 引入 下 边 所 需要 的 算 符 $S。 =5. +i3, ,它们 满足 对 易 关 系 
56 -5.5 =28,, 3,5, -5,$ = +8, (72.4) 


(参阅 第 三 卷 (26. 12) 式 )， 它 们 的 矩阵 元 是 
(5.15, 15, -1) =(5,-11$_1$,) = 4/05+5,)(5=5, +1) (72.5) 
[参阅 第 三 卷 (27. 12) К] ; 算 符 $ .使 分 量 $. 值 增加 1 ,而 $_ 使 之 减少 1. 接着 我 


Ф 用 自 旋 哈 密 顿 量 描写 交换 相互 作用 是 狄 拉克 引进 的 (P. А. М. Dirac,1929)， 哈密 顿 量 (72. 1 ) 式 
ЗЕЛ, ЯЖЯ (1. Н. уап Vleck ,1931) 引 进 的 ; 它 通常 称 为 海 森 伯 哈密 顿 量 ,这 是 因为 与 此 对 应 的 铁 磁 体 模 
型 首先 是 海 森 伯 研究 的 . 

© 在 此 条 件 下 ,(72.1) 式 的 求 和 当然 应 该 只 对 相 邻 原子 对 进行 ,但 是 这 不 能 简化 公式 的 书写 . 因 
此 ,不 必 明 显 计 及 这 些 条 件 . 


$7 自 族 哈 密 顿 量 = 281: 





们 写 出 


然后 写 出 


和 1 сс ё ё $ 
H= -7 У 1.05.5. +5._5,.) -28% У 5, (72.6) 


Fn т 


其 中 利用 了 对 称 性 Ju。= Ju 以 及 不 同 原子 的 算 符 的 可 对 易 性 . 
由 于 算 符 $., 只 有 使 5, 数 增加 的 跃迁 和 矩阵 元 ,因而 对 于 5, 数 的 最 大 值 的 态 
有 
$, ,Xo =0 (72.7) 
[也 可 从 和 矩阵 元 的 显 式 (72. 5) 中 看 到 ]. 因此 把 哈密 顿 量 算 符 (72. 6) 作用 于 波 
函数 Xe 上 ,得 到 
№, = { 1 У, 1..5 280$ же, 
花 括 号 中 的 表达 式 就 是 基态 能 量 £6 用 对 т 和 对 g =п-т 的 求 和 代替 对 т 和 
п 的 求 和 ,最 终 写 出 6。 的 形式 为 
Е, = 3% У, Ј, -2BSN®, (72.8) 
系统 在 这 个 状态 的 总 磁 矩 是 28SN. 
依 总 自 旋 投 影 减少 的 顺序 ,系统 的 下 一 个 状态 对 应 于 该 投影 的 NS - 1 值 ; 
它 相 当 于 激发 一 个 磁 矩 为 -28 的 自 旋 波 量子 . 总 自 旋 投影 的 这 个 值 是 波 函 数 
(25) "$, -xo (72.9) 
的 状态 所 拥有 的 . 算 符 8 作用 在 此 状态 上 ,使 一 个 原子 自 旋 投 影 减少 10. 但 
是 ,这 个 函数 并 非 系统 哈密 顿 量 的 本 征 函 数 ;在 这 一 函数 中 还 没有 考虑 晶 格 的 平 
移 对 称 性 .哈密 顿 量 的 本 征 函 数 应 该 是 所 有 序号 n 的 函数 (72.9) 的 线性 释 加 . 
与 我 们 在 $ 55 对 周期 场 中 电子 的 布 洛 赫 函 数 所 进行 的 讨论 同样 ,为 了 正确 考虑 
平移 对 称 性 ,这 个 线性 全 加 的 形式 应 该 是 
X=(2NS) 7 У е9 Xo (72.10) 
(CN “是 归 一 化 因子 )， 常 矢量 大 正 是 自 旋 波 量子 的 准 动量 . 
自 旋 波 量子 的 能 量 a(k) 是 系统 的 激发 态 与 基态 的 能 量 之 差 E, -Е, МИ 
(Й - Бы ==( 


Ф 注意 到 (3 -ж) 7 (8, -до) = 5:5, -ж=(515,.5,. 15) = (915, 15-1) (5-11, 15) 
=2S ,就 容易 验算 函数 (72.9) 的 归 一 化 系数 . 
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将 表达 式 (72.10) 代 入 这 一 等 式 的 左 方 ,然后 以 用 ,代替 Eo ,我 们 得 到 


e(K)Xs =(2NS) 7 У екй, -5, A)xo. (72.11) 


36 Я 5%(72. 6) 式 的 形式 ,并 利用 对 易 规则 (72.4) ,不 难 计算 出 这 一 式 中 的 对 
易 子 . 再 一 次 考虑 Jo 的 对 称 性 ,我 们 算出 


3, -3,Й= У’ J $d, -SS。) +2855，. (12.12) 


最 后 ,把 上 式 代入 (72. 11) 式 ,注意 (72. 3) 式 并 重新 回 到 对 4 =п-т 的 求 和 ,我 
们 获得 


s(x = [5 У 1 ее") +289 |а. 


花 括号 中 的 式 子 就 是 所 求 的 自 旋 波 量子 能 量 . 由 于 求 和 号 内 表达 式 的 虚 部 是 r。 
的 奇 函 数 ,所 以 求 和 时 它 变 为 零 , 因 此 最 终 得 到 


e(K) =5 У Ј,(1 -соѕ ® -г,) +265 (72.13) 
> 
(Е. Bloch ,1930). 


在 哈密 顿 量 (72. 1) 所 描述 的 系统 中 ,这 一 公式 给 出 自 旋 波 量子 精确 的 色散 
律 . 自然 地 ,在 小 上 的 极限 情况 下 它 变 为 平方 定律 : 


г(®) = 56А, У) Jwokw +286 (72.14) 


所 研究 系统 的 居 里 点 Т, ~ 7, 因 此 当 温 度 7 >> 时 系统 必然 成 为 顺 磁体 . 在 
这 样 的 温度 时 ,在 一 级 近似 下 完全 可 以 忽略 原子 间 的 相互 作用 . 在 这 样 近似 下 
系统 的 磁化 率 将 与 原子 自 旋 为 5 的 理想 气体 的 磁化 率 一 致 ,并 以 公式 


А 
х=1 48-56521) (72.15) 


表达 (参阅 第 五 卷 $ 52) ;这 是 单位 体积 的 磁化 率 、 这 个 表达 式 是 函数 xX(7) 按 
ИТ 的 宕 展开 的 第 一 项 ,展开 式 的 其 余 诸 项 已 经 与 原子 的 相互 作用 有 关 ; 我 们 来 
确定 下 一 项 . 

零 场 中 的 磁化 率 由 8 一 0 时 的 微 商 X = 3M/08 定义 ,而 磁化 强度 是 以 自由 
能 的 微 商 计算 的 :VM = - 3F/3%. 为 了 求解 提出 的 问题 ,必须 算出 精确 到 1/7° 
项 的 自由 能 下 的 表达 式 . 

根据 公式 = -Тш Z ,其 中 2 是 配 分 函数 
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求 和 遍及 系统 的 所 有 能 级 了 .所 研究 系统 的 能 谱 中 能 级 的 总 数 是 有 限 的 ,并 且 
等 于 原子 自 旋 对 于 晶 格 取向 的 一 切 可 能 的 组 合 数 . 每 一 自 旋 有 25 +1 个 不 同 的 
投影 ;因此 所 提 到 的 数 是 (2S +1)". 用 字母 上 方 的 横 线 表 示 简 单 的 算术 平均 值 ， 
我 们 改写 Z 如 下 
2=(25+1)' |1 + -a |. 

ВИНЕ" = Ей" /(25 +1)". 依照 算 符 迹 的 已 知性 质 , 迹 可 以 由 波 函 数 的 
任意 完备 系 算 出 ;假如 这 一 函数 系 对 应 于 原子 自 旋 取向 的 一 切 可 能 的 组 合 .于 
是 , 求 平均 便 归结 为 每 一 自 旋 对 其 方向 的 独立 平均 ,这 时 5 =0. 现在 2 的 对 数 再 
ИТ 的 短 展 开 , 以 相同 的 精度 ,我 们 得 到 

二 


Ре -Win(25+D нЕ. (72.16) 


在 这 一 表达 式 中 我 们 感 兴趣 的 是 含 名 "的 项 ,只 有 这 些 项 对 磁化 率 有 贡献 . 
略 去 所 有 其 余 的 项 ,并 注意 到 自 旋 分 量 的 奇 次 震 在 求 平 均 时 等 于 零 , 则 得 到 


289) сз _ (28%) 1 И 
r= -OP у -8) 1 у 2 0S), 
平均 值 











1 
л 
и 
7 
о 
и 


0, $. =5(5+1)/3. 
于 是 
2 2 
Е= -318'9'№(5 +1) 988 №805 +1) У Ts 
因此 ,最 后 得 到 磁化 率 
4B°S(S+I)N[I, ,S(S+1 
| (72.17) 


470 


请 注意 , 方 括号 中 修正 项 的 符号 与 交换 积分 的 符号 有 关 . 
я м 
1. 以 哈密 顿 量 (72. 1) 描 述 系统 ,在 温度 了 >>J 时 , 试 计算 其 热 容 量 的 磁性 
部 分 . 


解 : 热 容 量 按 1/T 的 团 展 开 ,其 第 一 项 可 由 自由 能 (72.16) 的 - 忆 /2T 项 得 
出 用 同样 的 方法 对 哈密 额 量 (72. 1) 的 平方 求 平均 ,得 到 


та 1, а е5 (81) М Я 
Е =42 У 1.5.5 SS。 =3 5 2 У, 1 


тот ик Этот 


Ф 自由 能 下 一 步 的 计算 与 第 五 卷 $ 73 中 的 计算 相当 ,一 直 进行 到 展开 式 的 下 一 项 . 
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(825,5, =5(5+1)6,/3). 结果 ,我 们 得 到 热 容量 
М 2 
с. у р 


Й 
420 


这 与 第 五 卷 公式 (73.4) 相对 应 . 
2. 忽略 自 旋 间 的 相互 作用 , 当 B 色 与 7 的 比值 任意 时 ,计算 顺 磁体 的 磁化 
强度 . 
解 : 配 分 函数 (对 磁场 中 的 一 个 自 旋 ) 
1 
5 sinh | 28% [$ += |/Т 
2275 о ( -29.) б (5.2) | 
315 
计算 其 自由 能 ,再 对 名 取 微 商 ,我 们 得 到 磁化 强度 
-Nr omn z=-28N 1 289(5+1/2) 1 89 
М= Туи = 5р [(5+> иһ т зһ т] 
(1.. Brillouin 1927). 在 8$ << 了 时 ,这 个 表达 式 变 为 (72.15) 式 .在 相反 的 极限 
Ве >>T 时 ,磁化 强度 按 规律 
=2B8N[s _ _28% 
у [8-88 (т )] 








趋 于 额 面值 
$73 自 旋 波 量子 的 相互 作用 


自 旋 波 量子 相互 作用 对 铁 磁 体 热力 学 量 磁性 部 分 的 贡献 ,是 有 重要 的 方法 
论 意义 的 问题 ,我们 记得 ,在 $71 中 的 计算 是 建立 在 无 相互 作用 自 旋 波 量子 的 
理想 气体 概念 之 上 的 .现在 就 交换 的 自 旋 哈 密 顿 量 (72. 1) 所 描述 的 系统 来 研究 
这 一 问题 . 

考虑 到 贡献 只 来 自 于 小 比值 7/7. 的 最 低 阶 项 ,我 们 便 可 以 只 限于 自 旋 波 量 
子 的 成 对 相互 作用 . 这 就 是 说 ,必须 研究 系统 总 自 旋 投 影 等 于 NS -2 的 双 自 旋 


波 量 子 态 . 
与 此 投影 相对 应 的 波 函 数 是 
Xam =[45(25-1)]`'7$, 3 Mo 
Хин = (25) "S$ Xo, тп. (73.1) 


由 于 不 同 原子 的 自 旋 算 符 是 可 对 易 的 ,所 以 Xw。 =, #8 Я ЕЗ БАЗ (73. 1) 是 
ЖЕ Хх ии =1 归 一 化 的 ,用 验证 (72.9) 式 归 一 化 的 同样 方式 展开 乘积 ,就 可 


Ф ”如果 自 施 5=1/2, 则 以 同一 个 算 符 $。- 两 次 作用 于 基态 波 函 数 加 上 ,使 其 变 为 零 .于 是 ,在 这 种 
情况 下 所 有 “对 角 的 " 波 函 数 Xn =0. 
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做 到 这 一 点 . 同样 可 以 证 实 不 同 函数 xw。 是 相互 正 交 的 . 
函数 (73. 1) 本 身 不 是 哈密 顿 量 的 本 征 函数 ， 系 统 的 双 自 旋 波 量子 定 态 波 函 
数 应 该 是 x 的 某 种 线性 倒 加 ,我 们 写 出 这 一 波 函 数 为 


х= У, А + У (13.2) 


(由 于 Xe 和 Xu 是 同一 个 函数 ， 该 取 由。 =). ЖЖ yw 的 集合 是 某 一 表 
象 中 的 波 函 数 ,表象 的 独立 变量 是 晶 格 中 原子 的 序号 . (73. 2) 式 的 第 一 个 求 和 
式 中 引进 因子 1/Y2 是 为 了 使 模 平 方 lx1* 等 于 1y。, 1 ,在 后 者 的 求 和 中 不 同 的 
多 es 只 出 现 一 次 . 

与 建立 单 自 旋 波 量子 定 态 波 函数 的 方程 (72. 11 ) 的 方法 一 样 ,我 们 可 以 得 
到 函数 (73.2) 式 应 该 满足 的 类 似 的 方程 








Ч. Е 
+ 2 А ,3 3 Wo: (73.3) 


此 处 的 6 =Е -EE。 是 两 个 相互 作用 的 自 旋 波 量子 的 能 量 ( 括 号 |…} 是 对 易 子 ). 
将 方程 (73.3) 右 方 的 各 对 易 子 展开 . 为 此 我 们 指出 : 


{й,5„_ 8, }={h,$,.}5, +$,. {Af,5,.}, 
并 利用 对 易 子 | 记 ,S5。 | 的 表达 式 (72. 12) ,然后 考虑 到 对 易 规则 (72. 4) ,把 算 符 
§. 移 到 最 右边 的 位 置 上 ,在 这 里 $, 作 用 在 函数 X。 上 ,并 将 其 乘 以 $. 结果 得 到 
{й,8,.$, Wo=S У. [1.(8.. 3,8, + 
+S 8.095, +8. У Л, SixXo — 


- 1..5. $, Xo +4888, _8, Жо. (73.4) 
为 了 简化 公式 的 书写 ,未 写 出 求 和 角 标 的 上 下 限 , 求 和 按 全 部 1 值 进行 ,然而 “对 
Я Л, =0. 
ПЕНН ЗЕ Е (73.4) АКЛ (73.3) ЗЛА А. 
的 系数 相等 ,计算 虽然 十 分 繁杂 ,但 却 是 初等 的 . 结果 得 出 Wo。 的 下 列 方程 组 : 


(2/5 в), =5 > СЛ + Јн) + Лии, = 


та, [on on + on) +28. У ыы |, 03.5) 
其 中 


ЕЗИ 
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再 引进 记号 了 代表 求 和 式 》 нивы и ЖФ. 


我 们 把 这 个 方程 从 坐标 表象 ( 独立 变量 是 原子 的 坐标 m ,rn ) 变 到 动量 表 
象 , 即 取 


We (73.6) 


矢量 大 代表 两 个 自 旋 波 量子 的 合 准 动量 ,而 上 是 它们 相对 运动 的 准 动量 ; 求 和 
是 按 体积 Nv( NN 为 晶 格 原子 数 ,v 为 晶 格 原 胞 的 体积 ) 的 唱 格 所 允许 的 N 个 离散 
值 上 进行 的 ， 和 yw 一 起 ,同样 也 应 将 下 列 交换 积分 表 成 傅 里 叶 级 数 形式 ; 


1 а. (асть СТА 
Л.у > ейн ЈО), КЕ) = У Је (73.7) 


П Л, =, ЈК) = ЈС -Е)]. 
略 去 简单 的 中 间 计 算 ,我 们 直接 引出 方程 (73. 5) 变换 的 最 终结 果 


[<( 笃 + += (5-1) в] шск,к) + 














УФ’ 


=0, 73.8 
(2л) ( ) 


+ скс 


其 中 
NU(K,k,k') А, (5+) (5-а) (+в) + 


+ДЕ-к) | ак) +J(k+k') ]. (73.9) 


而 e(k) 是 由 公式 (72. 13 ) 确 定 的 单个 自 旋 波 量子 的 能 量 ;用 对 一 个 倒 格 胞 的 积 
分 来 代替 对 大 的 求 和 . 

这 样 一 来 ,关于 系统 的 双 自 旋 波 量子 态 的 精确 求解 问题 [在 哈密 顿 量 
(72. 1) 的 范围 内 ] 便 归结 为 :求解 一 个 完全 类 似 于 动量 表象 中 双 粒 子 系统 薛 定 
证 方程 [参阅 第 三 卷 (130.4) ] 的 方程 ， 这 时 ,函数 (К) 相当 于 粒子 的 动能 ,而 
积分 方程 的 核 VU(K,k,k') 相当 于 相互 作用 能 为 U 的 ,从 动量 k,,k, 态 跃迁 ( 散 
ЯТ) НЗ к! ,k е 其 中 

Е: +k, К, ЖА, м = 


在 这 一 意义 上 ， СЕ ) 写成 形式 
МИС К „К ;К, sks) =А ЈС) +0) + К!) + (и!) - 


Кр, ГА 





Ф ЧИНУ, ЖЕЕ ОВЕ Р АВЕ 5=1/2 这 些 方程 也 是 正确 的 . 注意 到 ,在 S= 172 时 所 有 
“对 角 的 " 量 y。。 完 全 要 从 mn 的 方程 中 消失 . 在 这 种 情况 下 ,应 该 简单 地 认为 不 存在 m = n 的 方程 
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1006-0) +70 К). (73.10) 


一 般 情况 下 ,方程 (73. 8 一 73.9) 很 复杂 . 我 们 只 在 假定 S >> 1 时 计算 热力 
学 量 的 修正 . 这 一 情况 之 所 以 简单 ,是 由 于 自 旋 波 量子 能 量 (К) 正比 于 5, 而 它 
们 的 相互 作用 U 却 与 5 无 关 [在 $>>1 181, (73.9) 1 ЖЖ А, =1/4]. 因此 UU 
可 以 看 成 微 扰 . 这 时 ,来 自 自 旋 波 量子 相互 作用 而 对 热力 学 势 2 的 修正 О, 
单 地 由 UV 的 平均 值 给 出 ， 取 “ 对 角 和 矩阵 元 


UC Кв) = ЕЛЬ +) -Jk №) -10)], (73.11) 


我 们 就 可 以 对 给 定 准 动量 的 自 旋 波 量 子 态 进行 平均 .然后 ,用 如 下 的 积分 来 对 
自 旋 波 量子 的 平衡 分 布 进行 统计 平均 


0, = [лсо ,ks ;ki ,К,) 


其 中 n(k) =[exp(e(k)/T) -1] “是 玻 色 分 布 函数 . 
在 低温 时 ,积分 定义 于 小 动量 ,的 区 域 ,与 此 相应 ,应 该 把 所 有 的 (А) 
和 J(k) 都 按 k МЕ. 于 是 ,s(K) 便 由 平方 形 表达 式 (72. 14) 给 出 由 于 
J(k) 是 大 的 偶 函 数 ,所 以 它 展开 的 头 几 项 也 是 平方 型 ; 
Е) = Ј(0) ча, К, , 


ИФ, 


= ' (73.12) 


1 
Ea UC ki ska shes sks) = угаа 


但 是 ,把 这 个 对 于 ,和 上, 是 奇 函数 的 式 子 代 入 (73. 12) 时 ,由 于 按 К, ЯТ К, 07 
向 求 平均 ,其 积分 值 等 于 零 . 

因此 ,在 展开 J(k) 时 必须 考虑 四 次 项 , 结果 在 积分 (73. 12) 中 函数 
ОСЕ, ,ks;k, ,ks) 便 是 四 次 塞 的 形式 ,并且 这 个 对 于 ,和 对 于 ,都 是 平方 的 形式 
带 给 积分 的 贡献 不 等 于 零 . 由 于 积分 迅速 收敛 ,所 以 可 将 它 扩展 到 整个 上 空间 . 
ЕА К = КТ ,就 可 确立 Qs 与 7 入 的 关系 为 


0. = V7/( 8/7). (73.13) 
并 且 f(0) 和 /'(0) 是 有 限 的 . 由 此 得 到 磁化 强度 的 修正 项 
и, = on (73.14) 


对 于 热 容量 的 修正 也 遵从 同样 的 规律 进行 @. 
我 们 看 到 , 自 旋 波 量 子 的 相互 作用 只 在 7/7, 的 高 级 近似 中 才 对 热力 学 量 有 


О 这 些 结果 (任意 自 旋 的 普遍 情况 ) 是 戴 森 (F. Dyson ,1956) 首先 得 到 的 . 在 叙述 方程 (73.5) 的 推 
导 时 ,我 们 大 体 上 遵循 R.J Воуа, Ј. СаПамау(1965) 的 工作 . 
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修正 . 我 们 记得 ,磁化 强度 及 热 容 量 的 磁性 部 分 的 主要 项 都 遵守 T? 的 规律 . 在 
这 些 项 以 及 与 sa 有 关 的 修正 项 中 还 有 正比 于 7 和 7” 的 项 ,这 些 项 产生 于 自 
旋 波 量 子 能 量 e(k) 按 如 短 展开 的 后 续 项 . 
利用 得 到 的 方程 还 可 研究 两 个 自 旋 波 量子 的 束缚 态 问 题 ， 这 些 态 是 以 方程 
(73. 8) 的 离散 (在 给 定 K 时 ) 本 征 值 的 形式 出 现 的 . 这 些 本 征 值 8(K) 作 为 变量 
的 函数 , 乃 是 系统 中 新 的 元 激发 分 支 . 但 是 研究 表明 ,只 在 值 充 分 大 时 这 些 
态 才能 存在 ;因此 在 低温 时 ,这 些 态 无 论 如 何不 会 影响 铁 磁体 的 热力 学 量 Q. 
习 题 
设 $ >>1, 试 求 立 方 晶 格 的 磁化 强度 和 热 容量 中 与 自 旋 波 量子 相互 作用 有 
关 的 修正 项 .在 这 种 晶 格 中 只 对 相 邻 ( 沿 立方 晶 轴 ) 一 对 原子 的 交换 积分 才 不 
ях. 
解 : 每 个 原子 有 六 个 最 邻近 的 原子 ， 按 定义 (73.7) 得 到 
(Е) =2Jo(cosksa + cosk,a + cosk,a), 
其 中 J 是 一 对 邻近 原子 的 交换 积分 ,而 a 是 立方 而 格 的 棱 边 长 ， 在 小 大 时 
J [2-е аә], 
a 
4V 
(Ki коеф). 自 旋 波 量子 的 能 量 [根据 (72. 14) 式 ] 为 
e(K) = Ла’? +28% 
(72.12) 式 的 积分 计算 导致 以 下 的 结果 : 
Ms 374(3/2)4(5/2) ү Т \* 
M ( ) О 


由 此 





ОЕ, „К. 5, ,ks) = УСК. +, +.) 





25° 4TSJo 
с и т \* 
и. 5 В] 


(ЖЖ. 
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反 铁 磁体 的 特点 是 晶 格 每 个 原 胞 里 所 有 电子 的 磁 矩 相互 抵消 (处 在 无 磁场 
МУЖ). 严格 说 来 , 磁 矩 密度 是 按 原 胞 的 整个 体积 分 布 的 . 但 在 反 铁 磁体 电 
介质 的 晶体 中 可 以 相当 精确 地 认为 磁 矩 密度 实际 上 是 集中 在 单个 原子 上 ,以致 


Ф 参阅 M. Wortis, Phys. Кер, 132.85(1963). 所 谈 的 是 三 维 晶 格 问 题 对 于 二 维和 一 维 情况 在 任何 
大 时 都 存在 自 施 波 量子 的 束缚 态 . 
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可 以 用 一 定 的 磁 矩 来 描述 每 一 个 原子 . 这 些 磁 矩 在 所 有 的 原 胞 里 周期 性 地 重 
复 ,造成 反 铁 磁体 的 磁性 亚 晶 格 ( magnetic sub - lattice). 

各 种 反 铁 磁 体 在 结构 上 很 不 一 样 . 关于 其 磁 能 谱 问 题 我 们 可 以 研究 一 个 典 
型 例子 ,在 每 个 原 胞 的 等 价 点 上 ( 即 对 晶体 的 结晶 对 称 性 做 任何 变换 时 彼此 可 
以 互 换 的 点 上 ) 有 了 两 个 磁性 原子 . 这 些 亚 晶 格 的 原子 形成 磁 矩 的 平均 密度 ,它们 
分 别 用 М, 和 MM, 表 示 , 再 引入 两 个 矢量 

M=M,+M,, L=M,-M,. (74.1) 

在 反 铁 磁体 基态 М =0,1.20, ШУРА М 50,1, =0. 我 们 着 重 指出 两 
者 在 基态 的 重要 区 别 . 在 交换 近似 中 , 铁 磁体 处 于 基态 时 所 有 磁性 原子 的 自 旋 
投影 具有 确定 (的 最 大 可 能 ) 值 5, = 5, 它 对 应 于 磁化 强度 М 的 额 面值 反 铁 磁 
体 在 基态 时 ,显然 亚 晶 格 的 磁化 强度 不 可 能 有 自己 的 额 面值 ,因为 每 个 亚 卓 格 的 
自 旋 投影 之 和 不 是 守恒 量 ( 甚 至 在 交换 近似 中 也 是 如 此 ) ,因此 在 定 态 它 没有 确 
ЖН. 甚至 各 个 原子 的 自 旋 投 影 也 没有 确定 值 . 

可 以 类 似 $ 69 中 对 铁 磁体 那样 来 建立 矢量 工 和 M 的 宏观 “运动 方程 "的 形 
式 , 用 以 描述 工 ,M 的 长 波 振动 ， 磁 矩 密度 М 与 铁 磁 情形 有 同样 的 方程 (69. 1) : 


ам 
УК, (74.2) 








此 时 力矩 由 公式 (69.2) 来 确定 . 

如 果 考 虑 到 存在 角 动 量 hiS = M/7y ,一 般 说 来 ,就 表明 系统 一 一 这 里 是 自 旋 
系统 在 旋转 , 便 可 得 出 工 的 方程 ,根据 第 五 卷 热力 学 公式 (26. 8 ) ,此 旋转 的 角 
速度 可 由 自由 能 对 此 角 动 量 的 微 商 定 出 : 


а= (5) 
此 公式 显然 可 以 推广 到 空间 有 微弱 非 均 匀 的 情况 : 
а= J дв - Say = 02. омау. (74.3) 
І 随时 间 的 变化 就 是 具有 角速度 О 的 旋转 ,描述 此 旋转 的 方程 为 
910 хІ. (74.4) 


Ot 
现在 来 定义 力矩 XK 当 系 统 转动 无 穷 小 角 8% ,两 个 矢量 志和 М 都 要 变化 : 
Ы. =5ФхЕ, ӘМ =5фхМ. 


变 分 自由 能 产 并 与 确定 天 的 公式 (69.2) 进 行 对 比 , 得 
К-ЕхН, - мха, (74.5) 
根据 


* 290. 第 七 章 ш Е 





зй = - fu. . 8Ldy, (74.6) 


并 利用 对 M 变 分 的 公式 (74. 3) ,在 式 (74. 5) 19| Л НЯ Н,, Е НЫ 
量 工 相对 应 . 
结果 得 出 M 方程 如 下 


WyL x H+ OxM. (74.7) 


这 里 我 们 指出 方程 (74.4) 和 (74.7) 的 一 些 普遍 性 质 ， 不 难 验证 此 二 方程 描述 
的 运动 是 无 能 耗 的 ， 事实 上 ,能 耗 等 于 

7 并 (站) =- [H,- ay јо: Wav. 
此 方程 根据 (74.4) 和 (74. 7) 而 变 为 零 . 其 次 ,由 方程 (74.4) 显 然 得 出 号 - 
这 是 必然 的 ,因为 矢量 上 的 长 度 不 变 . Е ЕЕРЕЕ 
зона НОС М) =0 即 M яннан. 


为 了 确定 有 效 场 аа 到, 需要 建立 晶体 自由 能 的 形式 . 在 交换 近似 

中 ,对 于 所 有 磁 矩 (因而 矢量 工 和 М) 相对 于 晶 格 同时 转动 ,自由 能 应 该 保持 不 

变 . 原 胞 内 两 磁性 原子 位 置 除 具有 结晶 学 等 价 性 的 假定 之 外 ,由 此 也 能 得 出 对 

于 交换 M, 和 M,, 即 对 于 L 一 - 工 ,M 一 M 的 变换 ,需要 有 一 个 不 变性 . 由 于 自由 
能 的 不 变性 ,此 时 也 有 HH, 一 - Н, „0.0 的 变换 . 

重要 的 是 :在 所 研究 的 长 波 极限 ВН М 是 一 个 小 量 . 这 一 点 是 清楚 的 ,因为 假 

如 矢量 工 在 空间 恒定 ,在 交换 情况 下 任何 磁 矩 当然 都 不 会 产生 .因而 ,我 们 应 该 计 及 

的 项 不 超过 М 的 二 次 项 以 及 工 的 一 阶 微 商 项 .满足 所 提 条 件 的 表达 式 有 如 下 形式 : 

вы] (злева), ов 

式 中 系数 a 为 正 ,这 对 应 于 平衡 时 应 有 M =0. 在 (74.8) 式 中 归 为 分 部 积分 的 项 


可 以 全 部 略 去 . 并 的 二 次 方 项 可 以 不 必 计 及 ,因为 这 些 项 显然 比 M 小 . 
对 积分 式 (74. 8 ) 进行 变 分 (并 完成 分 部 积分 ) ,得 出 


1 а 
2 “ох дл, 

最 后 应 该 指出 , 磁 矩 方程 (74. 7) 可 改写 成 连续 性 方程 (69. 11) 的 形式 . 现 
在 , 磁 矩 流 密度 张 量 的 形式 如 下 





н, = 0 =yaM. (74.9) 


= уац Lx ). 
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工 当然 没有 连续 性 方程 的 形式 ,因为 “ 反 铁 磁 矩 ”| Zdy 不 守恒 . 


现在 来 研究 磁 矩 的 微 振 动 ,为 此 设 
卫 =ZLo+1=zLo+1， М=т, 
这 里 1 和 m 都 是 小 量 ,v 是 矢量 ,平衡 方向 的 单位 和 撩 ， 运动 方程 (74. 4) 和 
(74.7) 线 性 化 之 后 具有 如 下 形式 
0 x, ВМ шин, (74.10) 
这 里 考虑 了 方程 (74.7) 右 侧 第 二 项 恒 等 于 零 . ОЯН, ЛОАРЕ 
量 ,因此 简单 地 将 工 ,M 改 成 1,m 是 合理 的 . 
对 于 单 色 平面 自 旋 波 , 运 动 方程 (74.10) 给 出 
-iwl=yLam хи (74.11) 
— шт = уца(п) ху, 
式 中 如 $69 仍 取 а(п) =ацпп,. п К УМНА. 这 里 取 第 一 方程 与 > 的 
矢 积 ,得 出 
ylLoam =iwl xv, (74.12) 
我 们 见 到 ,在 所 研究 的 长 波 情况 ,矢量 т 却 比 1 小 . 将 此 表达 式 代入 第 二 方程 ， 
立即 得 到 下 述 的 自 旋 波 色散 律 : 
w=yLok[ аа(п)]". (74.13) 
于 是 , 反 铁 磁体 内 的 自 旋 波 频率 ,因而 自 旋 波 量子 的 能 量 e = fw 在 交换 近似 中 
正比 于 大 而 不 似 铁 磁体 内 正比 于 РО. 方程 (74. 11) 建 立 了 1 和 m 间 的 单 值 联 
Ж. НЕТУ 的 平面 上 的 两 个 分 量 仍 是 任意 的 , 这 表明 自 旋 波 有 两 个 独立 
的 极 化 方向 . 
从 方程 (74. 12—74. 13 ) 看 出 т ~k(a/a)'“1<<l， 上面 已 用 过 相对 小 的 mm ， 
为 计 及 磁 的 各 向 异性 ,需要 对 晶体 对 称 性 提出 更 加 具体 的 假设 .我们 认为 晶体 
是 单 轴 对 称 的 ,而 且 的 平衡 方向 与 对 称 轴 重 合 @. 将 此 方向 选 为 ВН. 
由 于 矢量 т 较 小 ,只 顾及 与 矢量 1! 有关 的 各 向 异性 就 足够 了 .与 铁 磁体 不 
同 ,这 里 可 以 略 去 在 振动 时 所 产生 的 磁场 . 
在 所 做 的 各 假设 情况 下 ,各 向 异性 能 密度 И, = КР/2, Н К>0. 这 导致 有 效 
场 下 增加 一 附加 项 - K1, 对 于 平面 波 有 效 场 
Н, = -[a(n)k +К]1. (74.14) 





Ф 反 铁 磁体 的 这 个 色散 律 首先 由 L. Hulthen, (1936) 得 出 的 М. И. Коганов, В. М. Цукерник, 
(1958) 用 宏观 研究 法 导出 亚 品格 的 磁化 强度 . 

@” 反 铁 磁 体 FeC0， 属 于 这 种 类 型 , 它 是 原 胞 内 有 两 个 Fe 离子 的 三 角 唱 格 (上 品类 D;s)， 这 两 个 离子 
的 磁 矩 都 沿 三 重 轴 的 方向 . 


* 292 . 第 七 章 磁 性 





由 此 可 见 , 当 计 及 各 向 异性 时 ,在 (74. 12) 式 中 将 ak 换 成 qk* + К 即 可 得 到 自 旋 
波 的 色散 律 ， 结果 在 -0 自 旋 波 量子 的 能 量 将 不 趋 于 零 而 趋 于 有 限 值 9 
2(0) =hiyL /аК (74.15) 
(Ch. Кше!, 1951). 我 们 注意 到 , 谱 的 能 隙 正比 于 各 向 异性 常数 的 平方 根 (而 不 
{8 (10. 12) 中 的 一 次 寡 )， 由 于 相对 论 性 效应 的 微弱 性 表现 在 各 向 异性 常数 的 
相对 微小 上 ,因而 这 些 效应 ,一 般 说 来 ,在 反 铁 磁体 比 铁 磁体 内 更 为 重要 . 
可 计算 自 旋 波 量子 对 反 铁 磁体 内 能 的 贡献 . 根据 公式 (71.3). (此 等 式 的 
右 侧 应 乘 以 2, 因 自 旋 波 量子 有 两 个 极 化 方向 . ) 在 下 列 温 区 
es(0) <<Т<<Т, (74.16) 
反 铁 磁性 消失 的 温度 ) 可 以 使 用 能 谱 的 (74. 12) 式 ,在 单 轴 晶 体 
(К) =yLoa [a (Е +) +а,Ё |. 
计算 (71.3) 式 的 积分 ,可 得 自 旋 波 量子 对 热 容 量 的 贡献 ,结果 如 下 : 
С. = у ЧР 
“Па” (а)? 
当 温度 7<<e(0) 时 , 自 旋 波 量子 对 热力 学 量 是 指数 型 的 小 的 贡献 
为 了 确定 反 铁 磁 矢 量 工 与 温度 的 关系 ,为 物体 单位 体积 的 能 量 附加 下 述 形 
式 的 一 项 








(ТУЛЕ ЖА 


(74.17) 


р 
-GZ= - 61, = 66 (1-57 Я (74.18) 
е3 ЧАРЕ ЕЕ а НН. 
取 自 由 能 对 С 的 微 商 , 即 可 确定 工 的 平衡 值 := - (17У) (аЁ/дб) „(н 
磁场 情况 的 公式 (54. 4) ( 见 第 五 卷 ). ) 结 果 得 到 类 似 于 (71.4) 的 公式 


= = 2 [да 1 20 
І = Т) - 100) = [5 ТОР" 
СНЯТИЕ о (п) 2 а(п) К + 6/1. М 
商 后 得 出 








(74.19) 





да _ уа 
96 2e“ 
代入 (74.19) 并 积分 ,对 于 温 区 (74. 16) ,最 后 得 到 
т? 
和 需要 指出 ,在 交换 近似 ,如 同 铁 磁 情况 ,积分 (74. 19) 对 二 维系 统 是 发 散 的 . 
这 将 破坏 反 铁 磁 的 长 程 有 序 性 . 


Z(7) -Z(0) = - 


Ф 频率 w(0) = =(0)/ 信 称 为 反 铁 磁 共 振 频 率 . 
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Я м 

试 求 * 易 磁化 面 "型 (K<0) 单 轴 反 铁 磁 体 自 旋 波 量子 的 能 谱 . 

解 : 现 在 ,平衡 反 铁 磁 和 失 量 了 处 于 与 晶体 对 称 轴 (z 灿 ) 相符 的 平面 . 选 了 的 
方向 为 x 轴 . 各 向 异性 能 Ui = 1KI(n.1) /2, 这 里 nn,, 以 及 后 面 提 到 的 ,分别 是 
z,y Ф К. 及 ,的 表达 式 中 出 现 附 加 项 - 1KI(n,*… 1)m 于 是 (74. 11) 中 第 
一 方程 与 方程 (74. 12 ) 保持 不 变 , 而 (74. 11) 中 第 二 方程 具有 如 下 形式 

-iwm = -yLa(n)k (lxv) -yLIKI(n,: Dn,. 
结果 ,对 矢量 1 沿 y 轴 极 化 的 自 旋 波 量子 ,其 色散 律 的 形式 不 变 , 为 (74. 13 ) 式 ; 
而 对 1 沿 z 轴 极 化 的 , 则 在 公式 (74. 13) ФОРЖ а +1К1. 此 时 ,各 向 异性 
消除 了 对 极 化 的 简 并 . 
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ДЕ $72 我 们 见 到 ,在 铁 磁 情况 可 以 精确 确定 哈密 顿 量 (72. 1) 的 基态 能 量 和 
元 激发 一 一 自 旋 波 量子 的 色散 律 . 对 于 反 铁 磁体 不 可 能 有 这 种 精确 的 解 ， 在 节 
点 上 自 旋 方向 相反 的 两 套 亚 晶 格 的 图 像 , 本 质 上 带 有 经 典 特性 并 破坏 了 在 亚 晶 
格 之 间 交 换 电子 的 可 能 .于 是 每 个 亚 晶 格 总 自 旋 投 影 便 没 有 确定 值 ,因此 也 不 
是 描述 基态 和 激发 态 的 好 量子 数 . 

然而 , 当 亚 晶 格 每 个 节点 的 自 旋 较 大 时 , 铁 磁 亚 晶 格 彼此 镶嵌 的 图 像 可 做 为 
准 经 典 的 正确 的 零 级 近似 ,此 时 量子 效应 微小 ,因而 可 用 微 扰 论 来 计算 DP， 对 于 
实际 的 反 铁 磁体 不 能 满足 S >> 1 的 条 件 . 但 是 ,求解 此 问题 很 有 意义 . 下 面 所 
述 方法 对 于 研究 很 多 磁 学 理论 问题 都 是 有 益 的 . 我 们 指出 ,在 此 模型 ,只 与 最 近 
邻 有 相互 作用 的 这 种 最 简单 情况 , 当 交 换 积分 Ju 为 负 值 时 ,显然 要 出 现 反 铁 磁 
性 . 事实 上 ,在 第 一 级 近似 ,此 表 式 对 经 典 矢量 5, 简 单 取 极 小 , 便 决 定 了 基态 . 
极 小 对 应 的 状态 ,是 每 个 节点 最 近邻 的 自 旋 有 相反 方向 , 即 属于 另 一 个 亚 晶 格 . 


我 们 利用 (72. 6) 型 的 自 旋 哈密 顿 量 ， 首先 将 此 公式 中 的 算 符 $.,$, ,5 表 
示 成 遵守 玻 色 对 易 规 则 的 算 符 . 将 自 旋 5 写成 如 下 的 自 旋 算 符 


$. = /254* (1-24), $. = ма 1-2)", 3, =5-4*4. 





不 难 证 实 , 如 果 算 符 7” ,6 满足 普遍 的 玻 色 对 易 规 则 


аа* -а'а=1, 








Ф 当 5>>1 在 §73 末 已 用 过 微 扰 论 研究 自 旋 波 量子 的 相互 作用 . 
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则 算 符 $. ,$, ,$_ 就 会 满足 正确 的 对 易 关系 (72.4). 例如 有 
{$,,§,}= - 425 (1 аа" ав =, 
与 (72.4) 的 第 二 公式 相对 应 ( 花 括号 表示 对 易 子 ). 
类 似 地 可 验证 





9 =55, +52 +8,=S(S+1). 

最 后 ,从 (74".1) 式 得 出 : 算 符 $, 作 用 到 最 大 可 能 值 5, =S( 即 ,有 aa=0) 
的 状态 ,结果 为 零 ( 理 应 如 此 ). 此 与 5. 作 用 到 5, = - 5 的 状态 (a*a =25) 有 相 
同 的 结果 . 

这 样 一 来 ,公式 (74" .1) 给 出 自 旋 算 符 一 个 精确 的 表象 , 它 具 有 一 切 所 需 的 
ж. жайа 和 6 的 意义 是 在 所 给 晶 格 的 节点 上 “粒子 "的 产生 算 符 和 漂 
没 算 符 ,其 投影 5, = -10. 

为 了 方便 ,从 现在 开始 给 不 同 亚 晶 格 的 节点 引入 不 同 的 记号 .为 第 一 个 亚 
晶 格 的 节点 冠 以 矢量 e 下 标 , 第 二 个 亚 晶 格 用 b 下 标 . 将 角 动量 量子 化 轴 取 为 
亚 唱 格 a 的 磁化 强度 的 方向 对 于 高 $ 的 准 经 典 情况 ,量子 涨 落 较 小 ,于 是 磁化 
强度 与 其 额定 值 接近 ( 下 面 将 计算 对 此 额定 值 的 修正 ). 这 意味 着 , 算 符 4'&, 以 
ХИ а‘ 和 6 本 身 应 看 成 小 量 ,因而 在 (74". 1) 的 根 式 中 应 将 其 略 去 ， 结果， 
(74 .1) 式 具有 如 下 形式 

3 = У254; , 3,, = (25а, 8. =5-4;а,. (74*.2) 

至 于 第 二 套 亚 晶 格 ,其 磁化 强度 沿 负 z 轴 的 方向 . 准确 地 说 , 它 的 所 有 算 符 
也 有 类 似 于 (74 .2) 的 关系 式 ,只 是 在 x*' =x*,y'= -y,z= -~z 的 坐标 系 中 (为 使 
带 “ 撤 "的 坐标 形成 右手 系 ,y 轴 也 变 号 . ). 显然 , 带 撤 的 算 符 与 通常 的 算 符 联系 
Я$'. =5.,5'. =3.,9',=-5,. 因此 ,在 5b 节点 处 如 引入 玻 色 “粒子 "(其 自 旋 
投影 为 5, = + 1) 的 潭 没 算 符 б, , 则 对 第 二 套 亚 晶 格 ,代替 (74".2) 有 公式 

$, ~ 25%, $,, ~ /256: , $, = -5+ (74*.3) 

将 (74".2) ,(74".3) 式 代 人 哈密 顿 量 的 表 式 (72.6) ,只 保留 不 高 于 产生 算 
符 和 淹没 算 符 的 二 次 项 ,需要 分 别 对 第 一 、 第 二 套 亚 晶 格 的 节点 求 和 .然而 ,如 
果 给 两 套 亚 晶 格 以 同样 方式 标记 节点 号 码 , 即 

т. -re =ть -ть, Ща-а’=Ь-Ь’. 


则 公式 的 书写 方式 可 以 简化 , (由 于 亚 晶 格 的 等 价 性 , 则 Л. = Л). 然后 ,第 二 





Ф 自 旋 算 符 的 表象 (74". 1) № Т. Намет, Н. Primakoff 于 1940 年 得 出 的 ,他 们 首先 应 用 变换 
(74 .1) 于 磁性 理论 . 讲 过 的 反 铁 磁 近 似 理论 属于 Р. W. Anderson, В. Kubo, (1952). 
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套 亚 晶 格 节点 的 指标 可 以 用 相同 的 文字 a 来 表示 经 过 不 复杂 的 计算 ,给 出 无 
外 场 时 的 广 
Й = (4-7) +5( 17-12) У (аја, + а.) - 
-5 У ИР (аа +В: а.) + Леса: В +а.6.)]. (74°.4) 
这 里 引入 记号 ЛКИ Л, аа’ ЕК Т РИ 
于 不 同 的 亚 晶 格 
мов у м 
现在 将 哈密 顿 量 写 在 动量 表象 ,为 此 如 (72.7) , 设 
ЈО = (2/N) У ейт) ЈО ‚ = У ейн) ЈО) 
[3 [3 


а, = 21 У ea а, = (27 У ed, (74 .5) 
т о 

а; = VIN У екта, а = (027 У en 人 , 
т С 


其 他 的 量 也 与 此 类 似 ， (计算 求 和 的 节点 数 现在 等 于 N/2,N 为 晶 格 节点 总 数 ). 
上 面 引入 的 ЛЕ Л... 
利用 这 些 公式 ,容易 将 (74" .4) 式 化 成 下 面 形式 
B=8( J) + У [ABB жаб) + (B/D (ара, + В,)], 


(74°.6) 

式 中 
А, = -2817, В, =25( Л” -JJ 人) (74°.7) 
哈密 顿 量 (74'.6) 形 式 上 类 似 于 弱 非 理想 玻 色 气体 的 哈密 顿 量 (25.7) ,只 
是 4,B, 的 意义 与 后 者 的 不 同 ,以 及 存在 两 种 算 符 bg 和 名. 类似 于 (25. 8) 式 的 
变换 ,可 使 (74". 6) 式 对 角 化 . 取 


B= +od dr = жо, (74°.8) 
置换 6 各 算 符 ,得 出 不 同 于 (74".8) 的 名 的 表达 式 : 
Б =ша, +0,67,, Bi аш Ч жос, (74.9) 


ИА с ,er НЧ, „Е 的 意义 分 别 是 两 种 独立 极 化 的 自 旋 波 量子 的 淹没 算 符 , 产 
生 算 符 . 如 在 $ 25 ,给 u,v 施加 条 件 ш о = 1, 这 些 算 符 将 满足 玻 色 对 易 规 
则 . 然而 ,我 们 以 些许 不 同 于 $25 的 方法 使 哈密 顿 量 对 角 化 . 

如 果 取 


и, = созва,, v=sinha,, (74*.10) 
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上 述 条 件 可 以 恒 得 满足 . 

将 (74".8)(74".9) 代 入 (74".6) 中 . 如 在 公式 (74" .10) 中 的 参量 oa, 定义 为 
сов(2а,) = - В,/А,, 

便 消 除 关 于 自 旋 波 量子 占有 数 的 非 对 角 项 . 

最 后 ,哈密 顿 量 的 形式 成 为 





НЕЕ, + Foe +), (74°. 11) 
式 中 e(K) 一 一 准 动量 为 底 的 自 旋 波 量子 的 能 量 , 它 等 于 
slk) = УВЕ. (74 12) 


根据 (74 .7) 式 Be-。=4x-。， 将 这 些 量 按 分 量 的 等 展开 ,开始 于 平方 项 . 
因此 ,对 于 小 大 ,能 量 e(k) 对 1k1 是 线性 式 ， 这 对 应 于 上 一 节 宏 观 理 论 的 结果 . 
还 要 指出 ,如 在 (74". 11) 式 所 见 , 在 交换 近似 中 对 任意 的 ,都 会 产生 对 自 旋 波 
量子 极 化 的 简 并 . 

基态 的 能 量 类 似 (25. 13) ,由 下 式 给 出 


Е Т 1 ; 
Е, = 5% 30 - о) + > [se 58, |. (74°. 13) 


右 侧 第 二 项 为 量子 修正 项 ,显然 , 它 与 经 典 的 第 一 项 之 比 为 1/5. 
与 一 个 节点 的 等 于 $ 的 经 典 磁 化 强度 相 比 ,量子 效应 使 亚 晶 格 的 磁化 强度 
减少 . 从 (74 .2) 式 得 出 


(8) =5-2 У (в: а.) =5-2 У (аа,). 


НЫ (747. З) ЈЕДЕ ИИИ а, ,а,. ще ё,) =(4:4,) =0, 得 出 
Т=0 时 类 似 于 (25.18) 的 公式 : 

В, 1 
4е(ю) 27 
将 此 式 代 入 (5.,) 的 公式 ,并 从 对 о „ФЕ (2т) Ж: 

уф 
48.) =5- ] 5-2 2 {2т)' 
这 里 v 是 亚 晶 格 原 胞 体积 , 按 对 应 于 亚 晶 格 大 空间 的 原 胞 进行 (74". 14) 式 中 的 
积分 . (记得 在 (74".5) 的 求 和 是 按 亚 晶 格 的 节点 进行 的 ). 对 于 在 最 近邻 有 相 
互 作用 的 简 立方 晶 格 进行 数字 计算 ,得 出 
{5.) =5-0.08. 
应 该 指出 ,在 此 情况 甚至 外 推 至 5 = 1/2 ,对 经 典 值 的 修正 也 显得 小 了 . 然 

而 , 亚 晶 格 的 磁化 强度 可 以 明显 小 于 晶 格 的 额定 值 显 得 令 人 失望 ,在 这 类 晶 格 对 
远 邻 有 重要 的 . 与 最 近邻 有 不 同 符号 的 相互 作用 ,这 已 与 铁 磁性 相对 应 . 


{а 4,) = 





(74°. 14) 
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$75 介质 中 光子 的 格林 函数 


在 研究 实物 介质 中 电磁 场 的 统计 性 质 之 前 ,我 们 首先 回忆 一 下 宏观 电动 力 
学 中 对 电磁 量 进行 平均 的 意义 . 
为 直观 起 见 ,如 果 从 经 典 的 观点 出 发 ,可 以 分 两 个 层次 来 平均 .先是 全 部 粒 
子 在 给 定 分 布下 按 物 理 无 限 小 体积 平均 ;然后 再 将 得 到 的 量 按 粒 子 的 运动 平均 . 
在 宏观 电动 力学 的 麦克 斯 韦 方程 中 包含 的 是 完全 的 平均 量 . 在 研究 场 的 涨 落 
时 , 指 的 是 量 随 时 间 的 振荡 ,而 量 的 平均 仅仅 是 对 物理 无 限 小 体积 进行 的 . 
从 量子 力学 的 观点 来 看 ,对 体积 的 平均 ,当然 不 是 对 物理 量 本 身 ,而 只 是 对 
它 的 算 符 进 行 的 ;第 二 步 才 是 利用 量子 力学 概率 确定 此 算 符 的 平均 值 . 下 面 在 
本 章 出 现 的 场 算 符 只 理解 为 第 一 种 意义 下 的 平均 . 
在 实物 介质 中 ,电磁 辐射 的 统计 性 质 可 用 介质 中 的 光子 格林 函数 来 描述 . 
对 于 光子 ,电磁 场 的 势 算 符 起 着 少 算 符 的 作用 . 通过 这 些 算 符 定义 光子 格林 函 
数 的 方式 ,与 通过 少 算 符 定义 粒子 格林 函数 的 方式 一 样 . 
场 势 由 4 维 矢量 4+ = (АА), КФ = 是 标 势 ,而 4 是 矢 势 . 在 经 
内 电动 力学 中 ,这 些 势 的 选择 不 是 唯一 的 , 它 容许 进行 对 观察 量 没有 任何 影响 的 
所 谓 规范 变换 ( 见 第 二 卷 $ 18)， 相 应 地 在 量子 电动 力学 中 在 选择 场 算 符 以 及 在 
定义 光子 格林 函数 时 都 会 产生 这 种 非 唯一 性 . 我 们 将 使 用 标 势 等 于 0 的 规范 : 
А =ф =0. (75.1) 
于 是 场 仅 由 一 个 矢 势 来 确定 ， 当 涉及 电磁 场 与 非 相 对 论 粒子 相互 作用 时 一 一 例 
如 普通 的 实物 介质 中 的 场 就 属 此 情况 ,这 种 规范 便 显 得 方便 . 
在 此 规范 中 的 格林 函数 乃 是 三 维 二 阶 张 量 
В. (Х,,Х,) = -КТА(Х,)А,(Х,)), (75.2) 
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(келу 是 三 维 矢量 下 标 ) ,此 处 尖 括号 [与 (36. 1) 一 样 ] 表 明 是 按 系统 的 吉 
布 斯 分 布 进行 平均 的 ,该 系统 由 介质 及 其 中 的 平衡 辐射 所 组 成 ;因为 光子 是 玻 色 
子 ,所 以 算 符 4,,A, 在 其 编 时 重新 排列 中 并 不 改变 乘积 符号 .我们 也 要 指出 ,4 是 
ВОН ЕЭБ) ;因此 在 (75.2) 中 ,不 区 分 A, МАГ. 

然而 ,为 了 建立 各 种 型 式 的 光子 格林 函数 ,作为 原始 概念 ,不 是 利用 (75. 2) 
而 是 利用 如 下 定义 的 推迟 格林 函数 ， 


(А (Х,)Аь(Х,) -А,(Х,)А,(Х,)), а>, (75.3) 
0 


， и <ь 
(在 尖 括 号 内 两 项 之 间 的 负 号 与 玻 色 统计 的 定义 (36. 19) 相 对 应 ). 

对 封闭 系 ,格林 函数 对 时 间 +, ,t, 的 依赖 关系 ,只 通过 它们 之 差 :=t, -4 来 表 
Ж. 至 于 坐标 m ,7,, 在 非 均 匀 介 质 的 一 般 情况 ,在 函数 中 它们 是 互相 独立 的 : 
Ри(еут, от). 此 函数 只 按时 间 进 行 信里 叶 展开 ;此 展开 的 分 量 为 

О" (оз, ут) = Г с (зл, ут) (75.4) 

在 研究 按 物理 无 限 小 体积 求 平均 量 时 ,我 们 只 考察 辐射 的 长 波 部 分 ,此 时 光 

子 的 波 矢量 满足 下 列 条 件 : 


iDa(X, ,X,) -| 


фа <<1 (75.5) 
(a 为 介质 中 原子 间 的 距离 ). 在 这 个 频率 范围 内 ,光子 格林 函数 可 以 通过 介质 
的 其 余 宏 观 特征 量 一 一 它 的 电容 率 e(w) 和 磁 导 率 人 (w) 来 表述 . 
为 此 , 写 出 电磁 场 与 介质 的 相互 作用 算 符 : 


= - 工 1 .Ad 
7= = Аа. (75.6) 





此 处 六 是 介质 粒子 所 产生 的 电流 密度 算 符 @， 如 果 在 介质 中 引入 菜 种 经 典 的 
“外 部 "电流 j(1,r) ,那么 ,相互 作用 算 符 与 它 的 关系 为 


РГ, . Аа’ 
7 = ею) Ad’x. (75.7) 


Ф 在 势 有 任意 规范 的 普遍 情况 ,光子 格林 函数 是 4 维 张 量 D,,[ 在 规范 (75. 1) 中 :Do =0,Do =0]. 
统计 学 中 光子 格林 函数 普遍 的 张 量 的 和 规范 的 性 质 与 量子 电动 力学 中 场 在 真空 的 这 些 性 质 完全 一 样 . 我 
们 注意 到 定义 (75. 2) 与 第 四 卷 中 的 定义 差 一 符号 . 这 里 选择 的 定义 与 其 他 玻 色 子 (其 中 包括 声 子 ) 格林 
函数 的 定义 是 统一 的 . 

© 见 第 四 卷 $43( 在 第 四 卷 电流 表示 为 gj， 即将 元 电荷 。 从 j 的 定义 中 提出 ), 算 符 (75.6) 利 用 了 
电流 算 符 的 相对 论 表达 式 ， 在 非 相 对 论 的 问题 中 ,可 以 忽略 少 算 符 (用 之 构造 电流 算 符 帮 中 与 负 频 ( 即 反 
粒子 ) 相 联系 的 部 分 ， 这 就 意味 着 在 其 中 忽略 了 辐射 修正 ,而 辐射 修正 是 在 计 及 电子 - 正 电 子 偶 在 真空 
中 的 姬 产生 而 对 光子 格林 函数 的 修正 ， 在 波长 >> i/me, 即 在 区 域 (75.5) 显然 能 够 满足 的 条 件 下 ,这 个 
修正 是 非常 小 的 . 
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这 个 表达 式 能 够 把 宏观 系统 对 外 部 作用 的 响应 与 一 般 理论 联系 起 来 . 

我 们 记得 ,在 此 理论 中 ( 见 第 五 卷 , $ 125) ,有 一 系列 离散 的 量 x, (a = 1， 
2,…) ,用 来 表征 一 定 外 部 扰动 作用 下 系统 的 行为 . 这 些 扰动 用 “扰动 力 ”f,(1) 
描述 ,于 是 相互 作用 能 的 算 符 形式 为 

7=- Ула., 
此 处 是 量 x 的 算 符 . 在 微 扰 作用 下 ,得 到 的 平均 值 x,(1) 乃 是 力 /,(1) 的 线性 
2. 对 于 一 切 量 的 伟 里 叶 分 量 ,这 个 关系 可 以 写成 下 列 形式 : 
2. = У а (о), 
(假设 无 微 扰 时 =, =0). 在 这 些 关 系 式 中 的 系数 as, 称 为 系统 的 广义 感应 率 ， 如 
果 % 和 x*, 对 于 时 间 反 演 有 相同 的 行为 ,而 物体 又 不 是 磁 活 性 的 (无 磁 结 构 又 不 
处 于 磁场 中 ) ,那么 量 a。, 对 于 自己 的 下 标 是 对 称 的 . 

此 处 需要 涉及 的 量 /. 和 x。 具 有 空间 分 布 的 性 质 一 一 是 物体 点 坐标 r 的 函 

数 . 在 此 情况 下 表达 式 六 应 当 写 成 下 列 形式 : 














P=- У лота ds, (15.8) 

而 平均 值 元 和 力 太 的 关系 式 为 “ 
sl) = У азезил), (15.9) 
广义 感应 率 现 已 成 为 物体 中 两 点 坐标 的 函数 ,而 它们 的 对 称 性 用 下 列 等 式 表述 
аж (шуг,г') = а (wr + Г). (75.10) 


根据 久保 公式 [ 见 第 五 卷 (126. 9) ] ,感应 率 可 表 为 海 森 伯 算 符 2 (+,r) 的 对 
易 子 的 平均 值 : 
as(woirr') = 


= | ее (Я, (1,7), (0,7) 82,00,77) 8, (г,ғ) уе. (75.11) 
в 


现在 我 们 将 流 矢量 j 的 分 量 看 做 “ 力 ”/,. АА (75.7) 5 (15.8) 的 比较 中 看 
出 ,与 其 对 应 的 量 *. 是 场 矢 势 A/c 的 分 量 . 对 比 公式 (75. 11) 和 定义 (75. 3 一 
75.4) 表 明 : 广 义 感应 率 a。,(w;r,r') 与 张 量 分 量 
= Р! (о;зғ,т') (Вс? 
一 致 . 
由 此 根据 (75. 10) 立 刻 可 得 (对 非 磁 活 性 介质 ) 
Da(oirir) = DR(wir',r). (75.12) 
关系 式 (75.9) 具有 下 列 形式 


А, (г) = На расол) н). (75.13) 
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平均 值 和 正 是 介质 中 宏观 (完全 平均 , 见 本 节 开 头 ) 电 磁场 的 矢 势 ;以 后 不 
再 在 A( 以 及 在 另外 宏观 量 ) 上 划 线 . 现在 考虑 ,由 经 典 电 流 j 产 生 的 ,满足 麦克 
斯 韦 方程 

vxH, -45, -iop 
C с 
的 经 典 场 . 此 处 DD 是 电感 强度 ;在 一 般 情况 ,各 向 异性 的 介质 中 ,D. 与 场 强 EE 的 
ЖЖ р, = ea(w) EE; 如果 介 质 是 非 均 匀 的 , 则 电容 率 张 量 也 是 坐标 的 函数 : 
Eu(w:r). 

在 我 们 选 定 势 的 规范 (75.1) 里 ,有 : 

В. =УХА., Е.А. (75.14) 


此 处 B 是 磁感应 强度 , 它 与 场 强 及 有 В, =н, ОАЭ. А, 9, П 
有 方程 @ 


1 о? 4т. 
[очам -es Ја = 
с с 


将 (75.13) 形 的 4。 代入 ,我 们 发 现 函数 D4 必须 满足 方程 
[rot Сит) -Gea | Dwirr’) = -4nh8ad(r-r’). (75.15) 
с 


对 于 各 向 同性 (在 每 一 体积 元 内 ) 介 质 , 当 张 量 si 和 ji 归结 为 标量 时 ,这 个 
方程 可 以 大 大 简化 . 磁 导 率 一 般 接近 于 1 , 故 在 本 节 后 半 部 分 我 们 认为 它 等 于 
1. =, =е5, и = 5 ,我 们 得 到 方程 


д Е Я 
[2 - 8.4 Bue( wsr) ] Di(osr,r )= 
20%1 


= -4тйё, (л-г). (75.16) 

这 样 一 来 ,对 非 均匀 介质 ,计算 推迟 格林 函数 便 归结 为 求解 一 定 的 微分 方程 
(И. Е. Дзялошинский Л. П. Питаевский ‚1959 ). ® 

在 不 同 介质 的 分 界面 上 , 张 量 分 量 D% 必须 满 足 一 定 的 条 件 ， 在 方程 

(75. 16) 中 ,第 二 个 变量 ”和 第 二 指标 丰 不 参与 对 张 量 D5(w,r,r') 的 微分 运算 

或 代数 运算 ,而 只 起 个 参数 的 作用 . 因此 ,只 要 求 函 数 Dr(w,r,r') 的 坐标 + 必须 


Ф ”我们 记得 :在 宏观 电动 力学 中 ,微观 电场 强度 的 平均 值 通常 表 为 ,而 磁场 强度 平均 值 表 为 B 并 
称 为 磁感应 强度 . 


© 在 这 里 以 及 今后 ,利用 记号 roty = сад. АБ са ИЯ А ЕН, (rot А), = rotahi. 
7 
加 ”我 们 指出 :函数 Du 是 数学 物理 方程 中 熟知 的 麦克 斯 市 方程 的 格林 函数 , 它 是 点 源 场 的 满足 推迟 
条 件 方程 式 的 解 (以 =" Н a, 超 前 格林 函数 满足 同样 方程 ) . 
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遵守 边界 条 件 ,而 将 Di 看 成 是 关于 下 标 1 的 矢量 . 这 个 条 件 与 要 求 E 和 HO 的 
切线 分 量 必须 是 连续 的 相当 . 因为 E= -4/c, 所 以 微 商 

НЕ рии) 
В НН ИН ВЕ 

ри (wr,r') (75.17) 
此 时 起 着 矢量 五 的 作用 . 类 似 地 ， 

тої, (wsr,r') (75.18) 
起 着 矢量 及 (j=1 时 与 B 一致) 的 作用 . 


对 于 空间 均匀 而 无 限 的 介质 ,函数 D4 仅 依 赖 于 坐标 差 r г". 对 于 按 此 差 值 
展开 的 传 里 叶 分 量 , 微 分 方程 (75. 16) 归于 代数 方程 组 


А 
po -Bu + ew) | Di(w,k) = 84 (75.19) 
这 些 方程 的 解 : 
4тћ сЕ, 
А К) = |. Я 
Dalw,k) им oze(w) (75.20) 


根据 (36. 21) ,均匀 介质 格林 函数 р зА Ж рае. 


Di(w,k) = Кер“ (ш,К) +icoh ће * ImD® (@,К). (75.21) 
当 70 时 此 式 给 出 
Da(w,k) =ReD’(w,k) +івірп • тар" (w,k). (75.22) 


函数 D4 由 公式 (75. 20) 给 出 ;如 果 考虑 到 Ree(w) 是 о 的 偶 函数 ,而 Ine(w) 是 
о 的 奇 函 数 , 则 我 们 在 7=0 时 ,得 到 
Da(w,k) = Би (11,К). (75.23) 
在 真空 中 e(w) =1. 然而 ,因为 在 任何 介质 中 当 w >0 时 ,Ime(w) >0, 所 以 
与 真空 对 应 的 是 极限 =—1 +1 sign w, 此 时 得 到 表达 式 
4тћ сЕ, 
De rs( т: ). 


它 与 量子 电动 力学 中 周知 的 结果 一 致 ( 见 第 四 卷 $76). 





Do (ш,К) = 


Ф B 和 D 法 向 分 量 的 边界 条 件 ,在 给 定 情况 下 ,不 提供 任何 新 的 内 容 , 因 为 在 以 e-… 随 时 间 变 化 的 
Ф.У Ву. р =0,V， B=0 力 是 方程 xE=iwB/c,V ХН = -iwD/e 的 推论 . 
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$76 电磁场 的 涨 落 


在 上 节 开 头 指出 ,研究 电磁 场 涨 落 时 ,我 们 涉及 的 只 是 对 物理 无 限 小 体积 元 
(而 不 是 对 其 中 的 粒子 运动 ) 求 平均 的 量 随时 间 的 振荡 . 这 些 量 的 量子 力学 算 符 
也 应 在 此 意义 下 来 理解 . 

电磁 涨 落 理论 的 基本 公式 ,可 以 直接 由 涨 落 耗 散 定 理 的 一 般 公式 写 出 (第 
五 卷 $ 125). 我 们 记得 ,对 于 一 组 离散 的 涨 落 量 x,, 涨 落 的 谱 分 布 可 通过 广义 感 
应 率 auw(o) 表 为 如 下 公式 


(a ад — вы) сов д9, 
此 处 量 (xux) УНО ЗЕНА 
pb) = 二 (和 (9 和 (0) +8,(0)8,0)) 
的 按时 间 伟 里 叶 展开 的 分 量 ,而 &.(1) 是 量 x, 的 海 森 伯 算 符 ， 对 于 分 布 的 量 


х, (г) (物体 内 点 的 坐标 函数 ) ,此 式 可 写成 如 下 形式 . 


Псы Магар Сезлол) -aus(oirsm]， (96.1) 


此 处 上 标 (1) 或 (2) 代 表 在 点 r, 和 7, 量 的 数值 . 
在 上 一 节 已 经 表明 :如 果 量 *, 是 矢 势 4(r)《e 的 分 量 , 则 与 此 对 应 的 广义 感 
应 率 将 是 张 量 分 量 一 一 D2(wim ,r,)/hic?， 因此 ,立即 得 到 


(ААВ), = сом (зи ,г,)  [ОАбези, т) (76.2) 
2 2т 


场 强 涨 落 的 谱 函 数 可 以 用 简单 方法 从 (76.2) 得到. 设 p(t ,ri;ts,r,) 为 矢 
势 涨 落 的 关联 函数 ;表达 式 (76. 2) 是 这 个 函数 按 := 6 -已 展开 的 傅 里 叶 分 量 . 
因为 电场 强度 


(и). = 


с 

所 以 对 巨 分 量 也 有 这 样 的 函数 

и-и 

Фа = Е EER A 8524， 
或 者 ,用 传 里 叶 分 量 有 : 

(ЕРЕР). ААР), (76.3) 
用 类 似 的 方法 ,考虑 到 В = rot 4 的 关系 ,我 们 得 到 

(BV BY: = тоц той (ААО?) Я (76.4) 


СЕВ. = оца ААО?) (76.5) 
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通过 推迟 格林 函数 表述 电磁 涨 落 的 关联 函数 ,公式 (76. 2 一 76. 5 ) 将 它们 的 计算 
问题 ,归结 为 在 物体 已 给 边界 的 适当 边界 条 件 下 求解 微分 方程 (75. 15 ) 或 
(75. 16) Ф. 
下 面 我 们 认为 介质 是 非 磁 活 性 的 , 则 函数 Di 具有 对 称 性 (75. 12) ,并 且 表 
达 式 (76.2) 取 如 下 形式 
ћо. 


(АРА), =- сов 27102 (ФГ, ra) (76.6) 


我 们 注意 到 表达 式 (76. 6) 是 实 的 ,同时 (76. 3 一 76.4) 也 是 实 的 ,而 (76.5) 
是 虚 的 ,这 就 意味 着 互 的 各 分 量 之 间 ,以 及 妃 的 各 分 量 之 间 的 时 间 关联 函数 是 
时 间 4=4 -所 的 偶 函 数 (对 于 时 间 反 演 ,两 个 量 或 全 是 偶 函 数 或 全 是 奇 函 数 , 它 
们 之 间 的 关联 性 理应 如 此 ). 而 EE 分 量 跟 B 分 量 之 间 的 时 间 关 联 函 数 是 时 间 的 
奇 函数 (对 于 一 个 是 时 间 反 演 的 偶 函 数 , 另 一 个 是 时 间 的 奇 函数 的 两 个 量 理应 
如 此 ). 由 此 得 出 E 和 B 之 值 在 同一 时 刻 是 不 相关 联 的 (1 的 奇 函数 在 :=0 时 变 
为 零 ). 关联 函数 变 为 零 的 同时 ,E 和 В 的 任何 双 线 性 表达 式 取 同 一 时 刻 的 平均 
值 (例如 坡 印 廷 矢量 ) 也 变 为 零 . 不 过 后 一 情况 早 就 是 显然 的 ,因为 处 于 热平衡 
并 具有 时 间 反 演 不 变性 的 物体 ,不 能 有 内 部 的 宏观 能 流 . 
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在 均匀 的 无 限 介质 中 ,函数 Da(w;r,,r,) 仅 仅 依赖 于 坐标 差 r=r, л, ,并且 
是 此 变量 的 偶 函数 [方程 (75. 15) 只 包括 对 坐标 的 二 阶 微 商 ,因此 Du(wir) 和 
Da(w; -z) 满 足 同一 方程 ]， 对 等 式 (76. 2) 两 侧 取 对 的 傅 里 叶 分 量 ,我 们 得 到 


АРА = сов ри (ш,К) -[РЕ(ш,К)] * }. (77.1) 
对 非 磁 活性 介质 ,考虑 到 (75. 12) ,此 公式 写成 下 列 形式 
(АА), = -coth 知 mpi(o， К). (77.2) 


在 各 向 同性 非 磁 性 (4 =1) 介 质 中 ,函数 Di(w,k) 由 (75.20) 给 出 .确定 涨 落 的 
空间 关联 函数 的 问题 ,归结 为 计算 下 列 积分 


РЕФ.) = олсо, юе?" ФЕ 


= (77.3) 
用 下 列 公式 进行 积分 


Е Е 7 








人 有 另 一 种 形式 的 电磁 涨 落 理论 由 C. М. Рытов( 1953) 发 展 的 ,而 与 (76. 2 一 76. 5 ) 等 价 的 形式 是 
М. Л. Левин 和 С. М. Рытов( 1967) 81 А.й. 
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Бе" фр а? е" 
) г к? (2т)° ӧх,дх, 4тг А 
第 一 个 公式 取 自 下 列 著 名 等 式 的 传 里 叶 分 量 ,得 到 
(аю) = -4т5(г), (77.5) 


微 商 第 一 个 公式 得 出 第 二 个 公式 . 结果 得 到 
р" (от) = -a (Sa +S 0) окр -名 Ver), (77.6) 


we дх,дх, | г 

此 处 r= Im -rs1, 而 根 V-e 应 当 取 使 Re /-= >0 的 符号 ;对 于 真空 应 取 e = 
1,V -z= - ЯТ). 

因此 ,根据 (76.6) 和 (76.3) ,立即 得 出 

(ЕЕС) = 
Wx] ев (-2 Ут) от 
(С.М. Рытов,1953). 将 此 公式 中 的 下 标 i,k 缩 并 掉 [ 并 利用 公式 (77.5)] ,我 
们 得 到 
(ЕЕ®) = 
ћо ва? [2 

=2jcoth 19а { [22е ( -和 Ver) +2т5(г) ] }. (77.8) 
用 类 似 的 方法 ,根据 公式 (76.4) 的 计算 ,可 得 到 磁场 关联 函数 的 表达 式 . 此 式 与 
(77. 7 一 77.8) 不 同 的 地 方 , 是 在 方 括号 前 没有 因子 I/e; 此 时 在 (77.8 ) 中 ,记号 
Im 下 的 8 函数 项 成 为 实 的 而 从 答案 中 消失 .公式 (77. 7 一 77.8 ) 与 е 虚 部 的 关 
系 ,显然 是 强调 电磁 涨 落 与 介质 吸收 的 关系 . 但 是 如 果 在 公式 (77. 7 一 77.8 ) 中 
过 渡 到 Im 5—0 的 极限 ,我 们 得 到 不 为 零 的 有 限 表 达 式 . 这 种 情况 与 两 种 过 渡 
的 次 序 有 关 ( 介 质 极限 线 度 的 无 限 大 和 Im e 等 于 零 )、 因 为 在 无 限 介 质 中 ,甚至 
任意 小 的 Im е 最 后 也 导致 吸收 ,所 以 ,我 们 利用 极限 过 渡 的 次 序 能 得 到 与 物理 
上 透明 的 介质 有 关 的 结果 . 在 这 种 介质 中 与 任何 实际 介质 一 样 , 总 要 有 一 些微 
小 而 不 为 零 的 吸收 . 

例如 ,在 公式 (77.8) 中 作 上 述 的 过 渡 . 为 此 ,我 们 注意 到 ,在 Im в 为 小 的 正 
值 时 ( 当 w >0)， 





= ficoth йо ( + [2 7 + 





== -і VRes (1+1 те.) 


2Ве= 


(考虑 Re V -es >0 МЕЖ). 因此 在 Im 2—0 的 极限 下 ,我 们 得 到 


= 总 (BO )。 АЕ со Ао (77.9) 
ст 


“Еу 
(Е эт, 
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此 处 n=Vs 是 实 的 折射 率 由 于 不 存在 8 函数 项 ,这 个 公式 甚至 在 r, 和 ,重合 
时 也 保持 为 有 限 : 
(8?) = (И). -oth ћо ho: 
可 以 在 更 早 的 计算 阶段 一 一 在 格林 函数 中 ,进行 向 透明 介质 的 极限 过 渡 . 
考虑 到 Im = 与 w 有 相同 的 符号 ,我们 发 现 , 在 此 极限 下 函数 (75. 20) 采 取 如 下 
形式 


(77.10) 


4тћ (8. - 
п/с + Юте“ о 
(М. И. Рязанов ,1957). 这 个 函数 的 虚 部 只 与 环绕 极点 w = + ck/n 的 方式 有 关 : 
借助 于 (8. 11) ,将 虚 部 分 离 出 来 并 代入 (77.2) 后 ,得 到 

(ЕЕ) = 

«Ра, - а) [абл к) ак) реа ло, (77.12) 
在 此 公式 中 ,8 函数 的 宗 量具 有 简单 的 物理 意义 ;这 宗 量 表明 ,给 定 大 值 时 , 场 的 
涨 落 在 空间 以 c/n 的 速度 传播 ,这 与 在 该 介质 中 电磁 波 的 传播 速度 一 致 ， 对 公 
式 (77.12) 进 行 傅 里 叶 反 演 ,当然 可 以 重新 得 到 (77.7)， 

在 透明 介质 (上 =1) 中 , 谱 间 隔 为 dw 的 (空间 单位 体积 ) 电 磁场 的 涨 落 能 量 

由 下 式 给 出 





СЕ, ) 


Di(w,k) = a (77.11) 





90а) ао 


( 见 第 八 卷 §$ 80) 中 . е з 经 简单 变换 后 我 们 得 到 
(^ fw «^п? Спо) |, 





1 в 22). 


2 ает р) do 
括号 中 的 第 一 项 与 场 的 零点 振动 有 关 . 第 二 项 给 出 透明 介质 中 热力 学 平衡 电磁 
辐射 的 能 量 , 即 黑体 辐射 能 量 . 不 研究 涨 落 ,而 用 相应 推广 真空 中 黑体 辐射 的 普 
朗 克 公式 的 方法 ,也 能 得 到 公式 的 这 一 部 分 . 根据 普 朗 克 公式 ,在 波 矢量 dk 的 
间隔 内 单位 体积 黑体 辐射 的 能 量 公 式 为 
ћо 24% 
е7 -1 (2т)* 
(因子 2 是 考虑 到 两 个 极 化 方向 ). 为 了 得 到 能 量 的 谱 密度 ,相应 地 应 当 用 
4mkrdk 代替 ФЕ, ЗЕ К олс. 为 了 由 真空 过 渡 到 透明 介质 ,只 要 取 上 = по/с, 











(77.13) 











Ф жао 由 0 一 w 的 积分 可 得 到 总 能 量 : 方 括号 中 的 因子 2, 是 因为 在 我 们 所 采用 涨 落 谱 函数 的 定 
义 中 ,平均 值 (x*) 是 对 (x )。 ві — = $] о 的 积分 得 到 的 [ 见 第 五 卷 (122,6) ] . 


* 306 - 第 八 章 电磁 涨 落 








也 就 是 写 出 
2 amd(nw) 
раһ 40 = dP) do 
就 够 了 . 于 是 得 出 所 要 的 结果 . 
习 题 


1. 求 出 远离 物体 的 电磁 场 的 涨 落 ,该 物体 处 在 与 之 热平衡 的 稀薄 透明 介质 
中 ;辐射 波长 以 及 物体 距 观测 点 的 距离 均 远大 于 物体 的 线 度 . 物体 具有 各 向 异 
性 的 电极 化 率 а, (о). 

解 : 稀 薄 的 透明 介质 可 以 看 做 真空 . 物体 的 存在 使 真空 格林 函数 产生 微小 
的 变化 (在 远 距离 上 ) , 据 此 决定 待 求 的 涨 落 . 我 们 以 类 比 法 来 计算 此 变化 . 根 
据 这 种 类 比 , 下 标 夺 已 给 的 真空 函数 О (оз) 可 以 形式 地 看 做 7" 点 的 菜 个 源 
在 了 点 产生 的 电场 已 (rr'). 这 种 类 比 的 根据 是 , 场 已 (r,r')[ 它 的 势 4(r,r') 
也 同样 ] 在 rr' 的 情况 下 和 Di (w;r,r') 满足 同一 个 方程 一 一 se = 1 的 方程 
(75.16). 设 物体 处 在 点 +r=0. 场 为 

Е,(0,ғ') = (0;0,ғ') = ОА (ш;г”) 
[此 处 Da(wir') 是 无 物体 时 由 (77.6) 表 述 的 e = 1 的 真空 格林 函数 ]. 该 场合 
物体 极 化 ,同时 在 r=0 点 产生 偶 极 矩 di =а, (о ;0,7'). 这 个 偶 极 矩 在 点 了 也 
要 产生 场 , 它 将 给 出 待 求 的 变化 65D4(w;r,r'). 根据 电动 力学 熟知 的 公式 ( 见 第 
二 卷 $72) ,在 r=0 点 的 偶 极 矩 d 在 r 点 产生 的 场 (以 e- 依 束 于 时 间 ) 是 
а 

дх,дх, 
并 且 只 要 求 距离 上 比 物体 的 线 度 大 ,不 要 求 比 波长 大 ， 此 式 可 以 写成 


2 
Е, = = 020100), 





Е, =4, [sa + ] ет, 


(注意 , 通 数 П (ог) ага). Дел Биж, ЖП 
ГЖ 
һо 
АЖЖ ВА А 5" (озго) К 0" ,以 普遍 公式 (76.376.6) 
给 出 ， 结 果 我 们 得 到 

8(AWA®) = {int Dosr ) er Dr (wsr) 1 (1) 

т ћс 2 аб: у 1 есек о 

注意 ,物体 处 于 r=0 А лг ий а. Ан ФРН 
献 不 仅 来 自 极 化 系数 的 永 部 而 且 来 自 实 部 ,后 者 可 以 看 做 充满 透明 介质 的 黑体 
辐射 在 物体 上 散射 的 结果 . 


8Dx(oirr) = и (шзг) о", (өзг). 
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2. 对 磁极 化 率 为 qs(w) 的 物体 ,再 求解 上 题 @. 

解 :在 此 情况 下 ,把 rotyDh(w;r,r') 视 为 r' 点 的 源 在 Tr 点 产生 的 磁场 
H(r,r') (不 是 场 月 本 身 ,而 是 它 的 势 A; 所 满足 的 方程 . 与 函数 D4 的 有 同样 形 
Х). 这 个 场 磁 化 物体 ,在 r=0 点 形成 的 磁 矩 为 

т; = ато" „ОА, (030 ,г') 
(用 对 "的 微 商 代替 对 的 微 商 ,是 因为 考虑 到 Dw% 仅 依赖 于 差 (r-r) )， ЖЖ 
的 格林 函 教 变化 与 这 个 磁 答 在 点 所 构成 的 磁场 失势 一 致 


А; = то (二 me ). 
( 见 第 二 卷 8$72, 习 题 1). 这 样 一 来 
а/с 
5р" (шуг,г') = - (bs ато”, (шз0 г”). 


最 后 ,将 (77.6) 的 D4 代 入 后 ,我 们 得 到 
50% (шзг,г’) =h( rotye™”/r) orot’ дег" (2) 
(利用 то У, =е„.У, У,=0). 
3. 在 习题 1 的 条 件 下 ,确定 电磁 场 的 涨 落 , 但 认为 介质 的 温度 远 低 于 物体 
的 温度 . 
解 :在 习题 1 的 计算 中 ,与 (1) 的 花 括号 的 两 项 相对 应 , 场 自然 地 分 为 零点 
涨 落 和 黑体 热 辐射 后 者 也 由 两 部 分 组 成 一 一 即 物 体 本 身 的 热 辐 射 和 介质 的 黑 
体 辐 射 在 物体 上 散射 而 形成 的 场 ， 如 果 介 质 的 温度 低 ,就 没有 第 二 部 分 . 在 解 
题 时 我 们 单独 计算 这 部 分 ,然后 从 (1) 中 减 去 . 设 A(r) =А +А АА 
是 无 物体 时 涨 落 的 场 ,而 A'" 是 被 物体 散射 的 场 ， 在 大 距离 上 ,A 很 小 ,在 计算 
SC44a)。 时 可 以 忽略 A'" 的 平方 项 因此, 来自 散射 的 贡献 有 
ВСАА) = (АРА) + (АРА). = 
= (АРА). + (АРА). 
散射 场 又 由 第 二 卷 $72 的 公式 给 出 ,但 现在 的 偶 极 答应 当 简单 地 理解 为 黑体 辐 
НУЖНА 4, =а, А: (0). 仍 引入 无 物体 时 的 真空 格林 函数 ,有 
Аб (н) = - 95 (wr Эа (6) А (0), 
пс 
于 是 


А 
САА?) = арии) вы A (0)А 0 (л). 


中 有 磁极 化 率 ,并 不 一 定 表明 物体 是 由 磁性 物质 组 成 的 . 例如 , 趋 肤 效应 可 以 将 磁场 从 物体 中 排挤 
出 去 . 
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再 从 (76.2) 中 取得 关联 函数 ( AM AL )。 因为 在 这 里 我 们 感 兴趣 的 只 是 热 辐 
射 , 应 当 忽略 公式 中 的 零点 振动 项 , 即 进行 代 换 
1 1 1 


1 coth hw + » 
2 2Т ет 2 eeT 


结果 得 到 散射 的 黑体 辐射 对 关联 函数 的 贡献 


3° (AnAn), 





= речт) 0509) ар (азл) + 


+ Da (фут, ) а, ари (әу). (3) 
最 后 ,为 了 求 出 冷 介质 中 的 涨 落 场 ,应 当 从 (1) 减 去 (3) ,利用 张 量 Da 和 oa 的 对 
称 性 , 作 简 单 的 变换 之 后 我 们 得 到 
к 
Вс (ет - 1) 
(T 是 物体 的 温度 ). 在 此 写 出 的 仅 是 热 项 ;(1) 中 零点 振动 项 保持 不 变 . 我 们 
应 注意 :定义 物体 热 辐射 的 表达 式 (4) 只 与 极 化 系数 的 虚 部 有 关 . 按 表 达 式 (4) 
计算 的 能 流 已 不 等 于 零 , 而 给 出 了 热 物体 往 周 围 冷 介质 辐射 的 热 辐射 强度 . 
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涨 落 - 耗 散 定理 还 有 一 个 重要 的 应 用 ,就 是 Н. Nyquist1928 年 首先 研究 的 
线性 电路 中 的 电流 涨 落 问题 . 

电流 涨 落 是 导体 中 的 自由 ( 即 无 外 加 电动 势 而 发 生 的 ) 电 振荡 ,在 闭合 的 线 
性 电路 中 ,自然 最 有 意义 的 是 沿 导线 产生 总 电流 为 了 的 振荡 . 下 边 我 们 假设 满 
足 似 稳 条 件 一 一 电路 的 尺度 小 于 波长 A ~ с/о. 则 在 电路 的 各 个 部 分 总 电流 J 
都 相同 ,并 且 仅 是 时 间 的 函数 . 

我 们 选 此 电流 ] 作为 第 五 卷 $ 124 中 涨 落 - 耗 散 定理 普遍 表述 中 的 x(4). 
因此 ,为 了 阐明 有 关 广义 感应 率 a 的 意义 ,我 们 假设 在 电路 中 有 外 来 电动 势 6. 


则 在 电路 中 能 量 的 耗 散 为 C=J6. 与 作为 “ 力 ” 的 定义 的 8 = -zf 进行 比较 [ 见 


第 五 卷 (123. 10) ] ,我 们 看 出 ,f= - 8, 或 全 里 叶 分 量 8。 = iwf,， 另 一 方面 ,在 线 
性 电路 中 ,电流 和 电动 势 的 关系 式 为 6。=Z(w). J。， 此 处 Z(w) 是 电路 中 的 复 
电阻 (阻抗 ). 因此 ,有 


В (А4), Di(wsr) та, (2) 10% (wir) (0) 





1. =6./8 =iwf,/Z. 
与 关系 式 (%)。=a(w)f 中 广义 感应 率 的 定义 比较 ,我 们 求 得 a(w) = 1/2 (6). Е 
的 虚 部 为 


iw @ 
Іт а= шу = Г21? 





К(о), 
此 处 R=Re 2. 
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根据 涨 落 - 耗 散 定理 ， 


(27), = псов ле Із а(о), 


对 于 电流 涨 落 的 谱 函 数 , 现 在 得 出 
ћо 


hw 
СР) Е) coth т, (78.1) 


如 把 电流 涨 落 看 做 是 “随机 "电动 势 8。= ZJ 作用 的 结果 ,这 个 公式 就 可 以 写成 
另外 的 形式 . 对 此 电动 势 我 们 有 
(07). = пово) оњ bg. (78.2) 


在 经 典 情况 下 (fiw << Т) 
(2), =2TR(w). (78.3) 
我 们 再 强调 一 次 ,这 个 公式 完全 与 电路 阻抗 耗 散 所 引起 现象 的 本 质 
无 关 . 
$79 在 介质 中 光子 的 温度 格林 函数 
在 介质 中 光子 的 温度 格林 函数 按 松原 电磁 场 势 算 符 构造 的 方式 ,与 时 间 格 
林 函 数 (75.2) 由 海 森 伯 算 符 构成 的 方式 相 类 似 
9, = (TA (TT) A (rT, ,2)), (79.1) 
此 处 考虑 到 ,由 于 薛 定 谓 场 算 符 的 厄 米 性 ,松原 算 符 4* 和 A*[ 根 据 (37. 1) 定 义 ] 
彼此 相等 ， 然而 这 些 算 符 本 身 (不 同 于 海 森 伯 算 符 ) 已 不 是 厄 米 的 ;由 于 参数 
是 实 的 ,我 们 有 
[A*(7,r)] ре Ге АА (г) ей] + ед (г) ей 
或 
[А\(т,г)] * =А“( -т,г). 
因为 函数 (79. 1) 仅 依赖 于 差 = т, -7,( 对 比 $37) ,所 以 可 以 写成 (例如 取 
т>0) 
Di тт ог.) = - (А тг ) A (0,r,)), 
(тутт) = - (Аи (тот) 0, 7)). 
比较 这 两 个 表达 式 可 以 看 出 
Dl -туг, ›г,) = (тр, „г,). (79.2) 
函数 9, ГОНЕ ВЕ т 展 成 传 里 叶 级 数 : 


BT) =Т У (бут, sr) ee or， (79.3) 
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并 且 由 于 光子 遵守 玻 色 统计 ,“ 频 率 "Z, ВИН АС, =2т5Т[ 对比 (37.8) ]. 对 于 这 
个 展开 式 的 分 量 ,从 (79.2) 可 以 得 到 类 似 的 关系 式 
Bb sr г.) (тт) (79.4) 
根据 一 般 关 系 式 (37. 12) ,这 些 分量 和 推迟 格林 函数 Е С, 取 正 值 时 有 下 列 
等 式 相 联系 
Da фут 72) = Вит, „т, 
ЖЕ $ 75 中 已 经 证 明 : 在 一 定 意义 下 ,函数 Dh(w;r,r,) 可 以 看 做 是 外 界 扰动 下 宏 
观 系统 的 一 般 响 应 理论 中 的 广义 感应 率 . 由 此 得 到 用 等 式 (75. 12) 表述 的 这 些 
函数 的 对 称 性 (对 非 磁 活性 介质 ). 由 于 Di 和 多 ,之 间 的 联系 ,后 者 同样 具有 这 
种 性 质 : 
(буть sr) = (6,5) (79.5) 
由 此 等 式 以 及 等 式 (79. 4) ,现在 得 出 函数 2 ( {,;г, ,r,) 对 于 离散 变量 是 偶 函 
数 ,因此 在 它 的 所 有 值 ( 正 的 和 负 的 ) 的 范围 内 ,有 
多 (mm) = АСИ, злот) (79.6) 
其 次 ,函数 Dh(w;ri ,7,) 以 及 一 切 广 义 感应 率 在 о 的 上 半 虚 轴 是 实 的 ( 见 第 
五 卷 $ 123) ;因此 ,从 (79.6) 得 出 ,在 马 取 任何 值 时 ,函数 9, (zim ,7,) 都 是 实 
的 . 最 后 ,由 这 些 性 质 也 得 出 ,最 初 的 函数 99, (тул, ог, ) 是 实 的 ,并 是 变量 7 的 
偶 函 数 ; 
8, (туп, г, ) =, (-туи, „г, ). (79.7) 
由 温度 格林 函数 和 推迟 格林 函数 之 间 的 关系 式 (79.6) ,可 以 立刻 写 出 在 非 
均匀 介质 中 函数 多 应当 满足 的 微分 方程 ;为 此 ,只 要 在 方程 (75. 15) 或 (75. 16) 
中 进行 oilz,1 的 代 换 即 可 ,例如 ,对 于 j=1 的 各 向 同性 的 非 磁 活 性 介质 ,我 
们 得 到 方程 
5 - вы А „пв, | (фиг, = 
= -4т18.8(г-г). (79.8) 
对 于 均匀 且 无 限 的 介质 ,函数 9, (tr,r) 按 差 r- 普 展 成 傅 里 叶 积 分 .这 
个 展开 式 的 分 量 满 足 代 数 方程 组 


[ка вые сис, есею =, (19.9) 
ЗЕ ТА НФ 


Ф 在 实际 应 用 (对 比 $80) 中 函数 总 以 与 如 的 乘积 形式 出 现 ;因此 с, = 0 时 的 发 散 实际 上 将 
消除 . 
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4тћ ск, 
= - | .10 
А0) = иран [5 ттлт) (79;10) 


因为 函数 0, (5, ,上 ) 是 通过 s(w) 表 征 的 (在 长 波 范围 内 ka <<1) ,所 以 计算 
它 所 用 的 图 技术 ,也 就 成 了 计算 介质 的 电容 率 的 技术 . 此 时 ,后 者 同样 具有 确切 
的 图 意义 ,下 面 就 来 解释 这 个 意义 . 
按 规则 我 们 用 粗 虚 线 表 示 精 确 的 57 - 函数 ,而 真空 中 的 函数 70 用 细 虚 线 
表示 
----- ------- = (79.11) 


描述 多 函数 的 图 的 一 切 集合 ,能 够 以 如 下 的 级 数 来 表征 [与 函数 С 的 级 数 
(14.3) 完 全 类 似 ]. . 


——— -= + -OO--+---O--O---+. (079.12) 


此 处 圆 图 描述 图 单元 的 集合 ,每 个 单元 不 能 分 为 仅 由 一 条 虚线 联系 的 两 个 部 分 . 
我 们 用 - 2,/4т 表述 这 个 集合 ， 函 数 有 F,( 类似 于 粒子 格林 函数 的 自 能 部 分 ) 称 
为 极 化 算 符 . 
(79. 12) 的 图 等 式 与 下 列 方程 等 价 : 
= (79.13) 
[与 (14.3) 到 (14.4) 的 过 渡 比 较 ]， 解析 形式 的 方程 为 
= 99 
4т 


(所 有 因子 都 是 相同 宗 量 4,,k 的 函数 )， 此 等 式 右 边 乘 以 道 张 量 9 ' ,而 左边 乘 
以 多 "… ,再 改写 为 


(79.14) 


А 
А 
最 后 ,从 方程 (79.9) 的 左 侧 取 多 i' ,并 且 取 a =1 时 9. 我 们 
得 到 


Di = (79.15) 


， 
с = еби) Па, (Аца 


由 此 ,在 w 的 上 半 虚 轴 上 的 离散 的 点 集合 内 ,确定 了 函数 [se(w) -1] 的 图 的 意 
Х. 函数 e(ilz,1) 在 整个 上 半 平 面 的 解析 延 拓 ,原则 上 ,应 当 考虑 到 e(w) 在 这 


Ф 在 这 里 用 虚线 表示 多 函数 ,不 会 引起 误解 ,因为 在 本 节 和 下 一 节 , 都 没有 显 形式 的 介质 粒子 成 对 
相互 作用 能 的 出 现 (以 前 用 这 种 记号 描述 过 介质 )， 
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半 平 面 内 不 应 当 有 奇 点 ,并且 在 lol 一 时 e(o) 一 10. 
在 非 均匀 介质 内 极 化 算 符 (如 同 多 ) ,是 两 点 坐标 的 函数 . 重复 坐标 表象 内 
的 全 部 推导 ,代替 (79. 14) 我 们 得 到 方程 
8, (г, ,г,) = 
= 909 (лт) 22 (тт, ) 90, Сот) бд (л, о, ) Фад, 
А т 
(为 了 简化 , 没 写 宗 量 7,). 将 算 符 
К 
9 „9х 


从 左边 作用 到 等 式 上 ЖЖ ЩЕ 。 =1 的 方程 (79.8) ,于 是 得 到 
Ја тот) = Пабы) ИЖ (путь). 


2 


- 5.4, + 
с 





由 此 得 
2.04, тот) = б «8 (и, =.) (14,1, ) -1]. (79.17) 


凝聚 介质 的 结构 ,以 及 АА НВ а 的 距离 内 介质 粒子 间 
的 作用 力 来 确定 . 在 这 个 距离 内 可 以 忽略 (粒子 取 非 相对 论 速度 ) 推迟 作用 ,这 
种 作用 仅 对 于 场 的 长 波 成 分 ka << 1 才 重 要 ; 换 句 话说 ;计算 极 化 算 符 时 可 以 忽 
略 场 的 长 波 部 分 . 在 格林 函数 多 ,的 图 中 ,长 波 场 只 通过 (79. 12) 式 右 侧 的 细 虚 
线 来 描述 . 

本 节 研 究 的 三 维 张 量 及 , ,当然 只 是 4 维 极 化 张 量 多 ,的 空间 部 分 . 为 了 避 
免 误 会 ,我 们 强调 指出 , 它 的 时 间 分 量 FR。 和 混合 分 量 朋 , 绝 不 为 零 ， 而且 如 同 在 
量子 电动 力学 一 样 ,这 四 维 张 量 完全 与 势 的 规范 无 关 ， 在 非 相 对 论 的 理论 中 ,这 
个 规范 不 变性 是 显然 的 . 因为 ,上 边 已 经 指出 ,只 要 计 及 与 长 波 场 的 规范 无 关 的 
非 推迟 力 , 即 可 计算 出 极 化 算 符 ， 

ПЕ 6 和 Уи РГО 4 维 张 量 的 横向 条 件 : 胸 , 巡 = 0 中 得 出 ,此 处 从 = 
(10, 大) 是 四 维 波 矢 量 : 


Ф = еси, 1) -1), 


п 





1) -1]. (79.18) 





Ф 在 各 向 异性 介质 中 应 当 写 

СС) = С/е? FT ealilt,) -8a], 
注意 ,这 种 形式 的 表达 式 存在 空间 色散 时 , 即 当 ex 不 仅 依赖 于 频率 而 且 还 依赖 于 波 矢量 时 , 仍 保持 其 正 
确 性 . 
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虽然 凝聚 物体 的 结构 基本 上 由 它 在 原子 距离 上 粒子 的 相互 作用 力 来 确定 
(如 上 节 末 所 述 ) ,但 在 大 于 原子 线 度 a 的 距离 上 ,各 原子 的 作用 力 一 一 即 所 谓 
范 德 瓦 尔 斯 力 同样 对 热力 学 量 (如 它 的 自由 能 ) 有 一 定 贡献 . 我 们 记得 ,对 于 自 
由 原子 ,这 个 相互 作用 能 随 距 离 增加 以 ~- 减少 ( 见 第 三 卷 $ 89) ,而 在 推迟 效应 
成 为 重要 因素 以 后 , 则 相互 作用 , 随 r 而 减少 ( 见 第 四 卷 $ 85)， 当然 ,在 凝聚 介 
质 中 , 范 德 瓦 尔 斯 力 不 能 归结 为 原子 成 对 间 的 相互 作用 . 同时 ,它们 的 作用 半径 
大 于 原子 距离 这 件 事 ,使 我 们 得 以 用 宏观 的 观点 来 研究 范 德 瓦尔 斯 力 对 物体 热 
力学 性 质 的 影响 问题 . 

在 宏观 理论 中 ,材料 介质 中 的 范 德 瓦尔 斯 相互 作用 ,可 以 看 做 是 通过 长 波 电 
磁场 实现 的 (E. M. 栗 弗 席 效 ,1954) ;我 们 注意 到 ,这 个 概念 不 仅 自身 包括 场 的 
热 涨 落 ,而 且 还 包括 场 的 零点 振动 . 这 个 相互 作用 对 自由 能 贡献 的 重要 性 就 在 
于 范 德 瓦尔 斯 相互 作用 的 非 可 加 性 : 它 不 只 单纯 正比 于 物体 的 体积 ,而 且 还 与 物 
体 的 形状 和 相对 位 置 的 特征 参数 有 关 . 就 是 说 ,与 范 德 瓦尔 斯 力 远程 相互 作用 
的 非 可 加 性 特征 有 关 的 乃 是 这 样 的 性 质 , 即 :依靠 它 可 以 将 范 德 瓦尔 斯 力 对 自由 
能 的 贡献 从 很 大 的 可 加 部 分 中 分 离 出 来 . 在 宏观 图 像 中 ,这 个 性 质 来 源 于 :介质 
在 某 一 区 域 的 电 性 质 的 任何 变化 ,由 于 麦克 斯 韦 方程 ,甚至 在 此 区 域外 也 导致 涨 
落 场 的 变化 .当然 ,实际 上 , 非 可 加 性 效应 只 在 特征 线 度 足够 小 (虽然 比 原子 线 
度 大 ) 时 才 显现 出 来 :例如 薄膜 ,被 狭 链 分 开 的 物体 等 等 . 

在 每 次 计算 电磁 涨 落 对 自由 能 的 贡献 时 ,数量 级 为 介质 非 均匀 性 特征 长 度 
( 膜 的 厚度 , 颖 的 宽度 等 等 ) 的 波长 总 是 重要 的 . 这 个 事实 正 是 宏观 理论 中 范 德 
瓦尔 斯 力 按 寡 规律 衰减 的 原因 .假如 某 一 固定 波长 Ao 的 涨 落 是 重要 的 ,这 将 导 
致力 以 指数 ~ Ao 的 指数 函数 规律 衰减 .其 次 ,因为 特征 线 度 , 以 及 涨 落 的 特征 
波长 远大 于 原子 线 度 ,此 涨 落 的 一 切 性 质 和 它 对 自由 能 的 贡献 , 便 完 全 由 物体 的 
复 电 容 率 来 表征 . 

我 们 的 目的 ,是 计算 作用 在 非 均匀 介质 上 的 宏观 力 D， 作 为 推导 的 第 一 步 ， 
我 们 先 来 确定 当 电容 率 作 微小 变化 时 介质 自由 能 的 变化 (忽略 物质 的 磁性 , 即 
导 磁 率 人 =1). 我 们 认为 ,s 的 变化 引起 系统 哈密 顿 量 某 些 微小 的 变化 5Й. 那 
时 自由 能 的 变化 为 








8F = (8 有 ). (80.1) 
此 处 平均 是 按 无 微 扰 哈密 顿 量 记 的 吉 布 斯 分 布 进行 的 (系统 在 给 定 温度 和 体积 


Ф ИТ ЖИ ҒИ. Е. Дзялошинский 和 Л. П.. Питаевский, (1959) 
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下 ). 将 五 表 成 


Н=Й, +ТФкы, Dra =- [f+ Ааа (80.2) 
的 形式 9， 此 处 Vg 描述 粒子 和 长 波 电磁 场 的 相互 作用 ,而 所 中 包含 所 有 其 余 
的 相互 作用 ,其 中 也 包括 自由 粒子 和 光子 所 对 应 的 项 [ 严格 来 说 ,(80.2) 中 的 积 
分 应 当 理解 成 在 某 一 波 矢 和 << 二 处 截断 ， 然 而 最 终结 果 不 出 现 截 断 参数 ]， 算 


符 人 是 长 波 场 的 矢 势 算 符 ， 重要 的 是 :对 应 电容 率 变化 的 算 符 А 不 包含 
4 一 一 因为 电容 率 只 决定 于 原子 距离 上 粒子 的 相互 作用 . 

现在 我 们 在 (80. 1) 中 变换 到 可 称 之 为 "长波 相互 作用 表象 " 中 的 松原 算 符 : 
在 此 表象 中 算 符 对 7 的 依赖 关系 ,由 哈密 顿 量 中 除了 Vw 以 外 的 一 切 项 来 确定 . 
用 推导 (38.7) 一 样 的 方法 ,我 们 得 到 

1 

(с), 
此 处 (…)。 表 征 按 哈 密 顿 量 为 所 的 吉 布 斯 分 布 平均 .根据 选 定 表象 的 意义 , 松 
原 算 符 定义 为 


ит 


8F = (Т,5й“5),, 6 =Т,ехр [7 Ача хат, (80.3) 





А (т,г) =ехр(тЙ,)А(г)ехр( -тй,). (80.4) 
8 名 以 及 组 成 粒子 流 算 符 产 @ 的 少 算 符 也 同样 定义 . 因为 所 不 包括 长 波光 子 与 
任何 别 的 相互 作用 ,所 以 全 和 自由 光子 场 的 算 符 (松原 的 ) 一 致 ;当然 ,对 于 粒子 
的 少 算 符 就 不 是 这 样 ,因为 所 中 包含 粒子 之 间 的 相互 作用 . 
根据 建立 图 技术 的 普遍 原则 ,我们 把 (80. 3) 中 的 指数 函数 按 У, и ЖЕЛЕ 
ЗФ. 此 时 在 展开 的 每 一 项 中 ,自由 场 算 符 人 的 乘积 ,根据 维 克 定理 , 按 通 常 方 
式 以 成 对 收缩 的 形式 平均 .展开 的 零 级 项 (不 包括 4* 的 ) 给 出 SP 一 一 未 计 及 
长 波 涨 落 的 自由 能 变化 . 接着 ,平均 4 的 线性 项 ,其 结果 为 零 . 在 场 的 平方 项 


中 ,两 个 算 符 的 收缩 (入 全) 给 出 多 各 一 一 自由 光子 格林 函数 ;这 项 可 以 用 下 图 
表述 : 


Ф 在 这 一 节 中 取 有 =1,c=1. 

© 为 了 避免 记号 的 繁杂 ,我 们 在 此 表象 省 略 了 本 应 附加 给 算 符 的 指标 0. 

Ө 在 表达 式 8F 中 ,考察 分 子 的 展开 已 足够 ,与 通常 一 样 ,在 分 母 中 因子 (5)。 的 作用 ,归结 为 消除 
能 分 解 成 两 个 或 两 个 以 上 不 相连 部 分 的 图 . 
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вр». 1.0 (80.5) 


(提出 的 数值 因子 1/2! 是 在 指数 函数 展开 时 出 现 的 ) 虚线 白 圈 表征 多 ”函数 ， 
而 画 斜 线 的 圆圈 是 一 切 其 余 因 子 的 平均 结果 . 

我 们 不 想 写 出 最 后 这 个 量 的 显 形式 ;重要 的 恰好 正 是 82A[4r ,此 处 507, № 
当 系统 哈密 顿 量变 化 8 应 时 极 化 算 符 的 变化 . 

用 同样 方法 研究 多 函数 的 变化 , 便 容易 确信 这 一 点 ， 在 算 符 的 同一 表象 
中 ,此 函数 由 下 式 给 出 


топат) TA (тв А (ть, 6, 


此 处 


在 “相互 作用 "中 不 仅 包括 Vw 而 且 还 包括 5А. 待 求 的 变化 8 多 ,可 由 此 式 按 
8 训 的 宕 展开 的 线性 项 给 出 : 
вө, = 277, ddr A Cnr АЕ Crm) erp А зав). 
(80.6) 
在 按 Г, ЖЕЛЕ Я НЗ СВЕН лу ц зви. БЕН 
ЕЖЕ (НИЗ (АА) 从 不 含 变量 r,,r, 的 其 他 因子 中 分 离 出 来 )、 一 级 项 
中 包含 奇数 个 4 算 符 ,因而 在 平均 时 变 为 零 ,最 后 ,二 级 项 在 8 多 ,中 给 出 用 下 图 
描述 的 表达 式 
50% = --- @--- (80.7) 


其 圆圈 与 (80.5) 中 的 相同 (由 于 考虑 到 算 符 Vw 中 的 “内 部 " 算 符 4 与 “外 
部 " 算 符 4 和 A 有 两 种 缩 并 方式 ,此 时 1/2 因子 便 被 消去 ). 另 一 方面 , 按 极 化 
算 符 定义 ,在 所 讨论 的 近似 中 ,格林 函数 用 下 列 求 和 式 表述 
а= ----- + --- 人 人 ---， 


此 处 白 圆圈 是 极 化 算 符 /4mn， 因此 ,这 个 函数 的 变 分 便 给 出 带 有 用 897, /4т 
表示 的 画 斜 线 圆圈 的 图 (80.7). 
在 (80.3) 中 展开 的 后 续 各 项 , 乃 是 对 (80.5) 图 的 虚线 和 圆圈 的 各 级 修正 . 
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这 些 修正 将 虚线 变 成 精确 的 函数 多 ，. 如 前 所 述 ,对 8 用 的 长 波 修正 是 很 小 的 ， 
因此 马上 可 以 把 52 理解 成 精确 的 极 化 算 符 的 变 分 . 
这 个 结果 可 写成 解析 形式 ( 按 变量 т 进行 傅 里 叶 展开 之 后 )Q 


1 < 1 
8F =8F 7 У Т | ато) вд) 5 Фада. 


(80.8) 
根据 (79. 17) , 极 化 算 符 的 变化 用 电容 率 的 变化 (对 各 向 同性 介质 ) 来 表示 : 
0,04, з, от) #41648 (м -г,)8=( 4,1, ); 
此 处 的 8 函数 可 消除 (80. 8) 中 的 一 个 积分 . 考虑 到 с 的 偶 函 数 ,将 
(80.8) 改 写 为 


BF ағ, -本 У азга) ве), (80.9) 


此 处 只 对 * 的 正 值 取 和 , 求 和 号 上 的 一 撤 , 表 示 零 级 项 应 当 有 因子 1/2( 这 项 是 
有 限 的 ;因子 如 消除 Е Е, =0 时 的 发 散 性 ). 
为 了 书写 今后 的 公式 , 除 函数 多 ;外 ,最 好 采用 类 似 于 (76. 3 一 76.4) 式 的 两 
个 函数 : 
86 ) = В (гг), 
(фз, = roturot „9, (ф,зт,Р!) 
则 5Р 最 后 可 写 为 下 列 形式 


SF = Е, + У Јо) вен ‚г) dx. (80.11) 


现在 我 们 利用 公式 (80. 11 ) 来 确定 作用 在 非 均 匀 介 质 内 的 力 , 已 假定 介质 
是 各 向 同性 的 ;现在 再 认为 它 是 液体 .于 是 , 它 在 每 一 点 的 状态 变化 (温度 一 定 
时 ) 只 能 与 密度 p 的 变化 有 关 . 

我 们 假设 ,介质 进行 等 温 的 微小 形变 ,其 位 移 矢 量 为 u(r). 与 此 对 应 的 自 
由 能 的 变化 是 


(80.10) 


8F=- Јна. (80.12) 


此 处 了 是 作用 在 介质 上 体积 力 的 密度 . 另 一 方面 如 用 同一 个 位 移 矢 量 来 表达 变 
Я ӘР, 8e, 即 可 由 (80.11) 式 确定 这 个 变化 8F. 设 P,(p,7) 是 在 给 定 p 和 7 


Ф 我们 不 给 出 确定 (80.5) 型 图 (无 自由 端 线 图 ) 记 号 的 一 般 规则 . 只 要 把 展开 式 (80.3) 及 (80.6) 
的 相应 项 写 出 显 形式 , 便 容易 建立 给 定 情况 下 的 一 般 规则 . 不 过 ,指出 下 列 事实 已 足够 了 . 在 (80.3) 的 此 
项 中 ,包含 一 对 4 算 符 的 一 个 收缩 ,而 在 (80.6) 中 是 两 对 ;因为 一 对 收缩 给 出 一 个 2 ,所 以 图 (80.5) 和 
《80.7) 具 有 相反 的 符号 ,于 是 使 (80.8) 具 有 负 号 . 
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值 并 未 考虑 范 德 瓦尔 斯 修正 压强 的 情况 下 ,相应 的 体积 力 密度 是 凡 = - УР, 
因此 
ФЕ, = [= . УР, 4х. 
其 次 ,密度 变化 通过 连续 性 方程 ip = - У ' (pu) 与 位 移 矢量 联系 起 来 . 因此 电 
容 率 的 变化 为 
е = 2880 = хон + (ри). 
将 此 代入 (80.11) , 按 物 体 的 全 部 体积 进行 分 部 积分 ,然后 把 所 得 SF 的 表 式 与 
(80. 12) 比较 ,我 们 得 到 
у= НУР. Bev [и]. (80.13) 
特别 是 ,这 个 公式 可 立即 确定 对 物体 化 学 势 的 修正 . 为 此 ,我 们 写 出 力学 平 
衡 条 件 :f=0. 此 时 考虑 到 在 温度 恒定 下 ， 
аР,(р,Т) = Раш (р,Т), 
此 处 jo(p,T) 是 物体 无 微 扰 时 的 化 学 势 (m 是 粒子 的 质量 ) , 则 我 们 得 到 形 如 
руш =0 的 条 件 ,这 里 
1=p0(p,T) + Хар. (80.14) 
另 一 方面 ,任何 非 均匀 物体 的 力学 平衡 条 件 ,是 化 学 势 在 体内 为 常数 ;因此 ,很 明 
显 ,公式 (80. 14) 就 确定 了 这 个 化 学 势 . 
如 所 周知 ,所谓 应 力 张 量 wx 可 以 最 完全 地 描述 介质 内 的 作用 力 . cx 与 矢量 
j 的 分 量 用 下 列 关系 式 联系 起 来 : 





дс 


fe (80. 15) 


为 了 把 公式 (80. 13) 变换 到 这 种 形式 ,首先 将 它 改写 如 下 


ЭР Тс, д дє суЕ 
f= а, Ро? і (200) тр 6) (кг) } < 
ре 910) 
СОЕ А, ЕРА КАЖУЯ Й С,). 前 两 项 已 具有 所 要 求 的 形式 . 第 三 
项 写 为 


4т 
将 函数 多 ,(r,r') 对 第 一 个 宗 量 和 第 二 个 宗 量 的 微 商 分 开 , 在 计算 最 后 ,使 r= 
г. 我 们 利用 下 列 方 程 [ 见 (79. 8)] 进 行 计算 


АЕ 


. 318 . 第 八 章 电磁 涨 落 





Аи, (г.г) = 468 (л-г), 
А’. (г,г’) = -4m5.8(r -mr)， 
此 处 
А 
А, = @607)д, того, = (207) би + 0 вА. 
гах, 
结果 我 们 得 到 等 式 ( 当 r= 关 ) 
= 01-2 [291 +91 -起 94 
应 力 张 量 最 终 有 下 列表 达 式 : 
oa= -PBs -3 У [вы [olin) -p 


9=( 14, ,г) 
ЕБ: 
азго) ta, т) (Дт) - 
89106) + FAL} 


(80.16) 
然而 ,得 到 的 公式 还 不 具有 直接 的 物理 意义 .因为 ,函数 ДЕК 


一 一 的 形式 趋 于 无 限 大 [借助 于 方程 (79. 8) 容 易 相 信 这 一 点 ]， 这 个 发 散 性 


Ir-r’l 
是 大 波 矢量 (4~1/1r -r'1) 贡 献 的 ,而 且 只 与 方程 (79.8) 不 适用 于 ka 的 情况 
有 关 . 如 果 不 明显 地 引信 在 大 处 的 截断 ,这 个 困难 可 以 避免 . 为 此 我 们 注意 到 ， 
短波 涨 落 与 我 们 感 兴趣 的 \ 跟 介质 非 均匀 性 相 联系 的 效应 无 关 . 此 涨 落 在 物体 的 
各 给 定点 对 热力 学 量 的 贡献 ,无 论 是 均匀 介质 或 是 在 该 点 仍 有 相同 e(r) 值 的 非 
均匀 介质 来 说 ,都 是 相同 的 . 为 了 赋予 公式 唯一 性 的 意义 , 即 实际 上 不 依赖 于 截 
断 性 质 ,因此 在 公式 中 应 当 引 进 相应 的 减 除 ,就 是 说 格林 函数 F(Z,;r,7) 应 当 
理解 为 差 值 的 极限 

lim{ (br,7) - бы (зг) Е, (80. 17) 


此 处 多 ,是 均匀 无 界 的 辅助 介质 的 格林 函数 , 它 与 真实 介质 在 该 点 r 有 相同 的 电 
容 率 ;这 个 极限 已 不 发 散 . 在 书写 公式 时 ,为 了 避免 不 必要 的 复杂 性 ,仍然 保持 以 
.前 的 形式 ,但 公式 中 的 多 已 经 理解 为 差 值 (80. 17). 此 时 ,P,(p,7) 是 无 界 的 均 
匀 介 质 中 在 p 和 7 给 定时 的 压强 . 
无 论 在 公式 (80. 16 ) 还 是 在 确定 格林 函数 多 ,的 方程 (79.8) 中 ,介质 的 性 质 
都 只 以 电容 率 (这 ) 作为 虚 频率 的 函数 而 出 现 . 我 们 联想 到 ,这 个 函数 在 实 频率 
时 与 电容 率 的 虚 部 ,以 下 述 简单 关系 相 联系 : 


2 f° wlme(w) 
e(i) =1+= |, СИТА dw (80. 18) 
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( 见 第 八 卷 $ 82) .因此 可 以 说 ,在 材料 介质 中 ,确定 范 德 瓦尔 斯 力 的 唯一 宏观 特 
性 量 , 归 根 到 底 乃 是 它 的 电容 率 的 虚 部 . 

公式 (80.16) 在 形式 上 ,精确 地 对 应 于 宏观 电动 力学 在 恒定 电磁 场 内 麦克 
斯 韦 应 力 张 量 的 著名 公式 ,此 时 已 和 瓦 分 量 的 平方 组 合 ,用 相应 的 函数 - 多 4% 和 
-多 4 来 代替 . 然而 ,这 种 类 比 并 无 太 深 刻 的 意义 : 它 绝 不 表示 交 变 电磁 场 也 有 
吸收 介质 中 应 力 张 量 那样 的 一 般 表 达 式 (其 中 作为 介质 的 特性 量 只 是 电容 率 ). 
在 这 种 情况 下 ,我 们 遇 到 的 不 是 任意 的 电磁 场 ,而 是 介质 中 处 于 热平衡 的 固有 涨 
落 场 . 
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我 们 应 用 上 一 节 得 到 一 般 公 式 去 计算 固体 间 的 作用 力 . 这 里 唯一 应 该 满足 
的 条 件 ,是 两 固体 表面 接近 的 微小 距离 必须 大 于 固体 中 的 原子 距离 . 正 是 这 个 条 
件 , 人 允许 用 宏观 的 观点 把 被 研究 的 物体 看 做 连续 介质 ,它们 的 相互 作用 看 做 借 涨 
落 电 磁场 实现 的 . 此 时 重要 的 涨 落 是 其 波长 达到 问题 的 特征 线 度 一 “物体 间隙 
宽度 的 数量 级 0. 

我 们 用 标号 1 和 2 表征 两 个 固体 的 量 ,而 标号 3 是 其 间隙 (2 
(图 17) 的 量 . 设 间 阶 是 平面 平行 的 ;x 轴 垂 直 于 平面 ( 因此 物体 -人 j= 
1 和 物体 2 的 平面 是 x* =0 和 x=1i 的 面 ,此 处 1 是 际 宽 ). 作用 在 
单位 表面 积 (例如 物体 2) 上 的 力 ,可 以 当做 通过 这 表面 流 往 物 
体 的 动量 流 来 计算 . 动量 流 由 间 阶 x =! 处 电磁 应 力 张 量 的 o, 分 
量 给 出 . 在 真空 中 e = 1, 表 式 (80. 16) 归结 为 @ 

Е =o.,.(l)= 





= DD + EG) DELI D) + 


к) +96.) - (4,1) |. (81.1) 
(本 节 用 字母 п 表示 求 和 下 标 ). 
由 于 问题 在 y 和 z 方 向 上 的 均匀 性 ,函数 多 , (5;r,r') 只 依赖 于 差 y-y' 和 
7-z 人 [在 (80.1) 中 没 写 出 宗 量 y-y 和 z-z'] ;多 (Y,,q;x,x') 是 按 这 些 变 量 展 
开 的 傅 里 叶 分 量 . 则 


(фуги) = |0, т бт. 


对 函数 9, (.,4;х,х’) ,方程 (79.8) 取 如 下 形式 (矢量 4 方向 沿 y 轴 ) 


(81.2) 


Ф $81, 582 的 结果 属于 E. M. Лифшиц( 1954 ) 
© ”中间 的 计算 取 有 =1,c =1. 
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а 
(~ т = -4m5(z -zx)， 
а 


2 
(~ -Ф 0) 9,68) Я, (а) = -418(х-д’), 


g riod ， 
w 07,,(х,х') +9 0929) =0, 


w D(x,%') Я, (а) = -415(х-д’), 


Жо = (501 +9), в==(5,) ,而 x' 起 参数 作用 (分 量 多, = 多 ,=0, 因 为 它们 
的 方程 是 齐 次 的 . ). 解 这 个 方程 组 归结 为 只 解 两 个 方程 : 





2 
(ааа, = -4т8(х-х/), (81.3) 
人 И _4mo 

人 -i )=- ей ӧ(х-х'), (81.4) 


ЖЕ, 2, н РЕ 
D(z) = ии 008,5) 
9, (х,а) = МЧ (ли) Ти и) (81.5) 
ш ах w 
此 时 应 该 考虑 到 ,由 于 (79.5) ,多 ,(r,r') = 久 ,(r',r) ,因而 
2,.045х,х') =D,( -gx ,x). 
与 电磁 场 强度 切线 分 量 连续 性 相对 应 的 边界 条 件 , 归 结 为 9,9, а, 


多 4 的 连续 性 或 者 多, ,2 „то, 9, „гон, i 量 的 连续 性 . 
利用 (81.5) 的 第 一 等 式 ,得 出 


я, 4 д, 84 
2, 0. 9. 9, (81.6) 


在 分 界面 上 必须 连续 . 

因为 考虑 到 只 在 间 际 区 域 计算 应 力 张 量 . 所 以 立即 认为 0<x' <L 在 0 <x< 
1 区域 ,函数 9, М 9, Не=1,ш=ш, = (0 +4) О (81.3 -81.4) 确 定 .在 
ХМ 1 (х <0) 和 区 域 2(x >0) ,这 些 函 数 仍然 满足 将 s,w ВИ в, ,zw 和 8,w 的 
那 两 个 方程 ,此 时 方程 的 右 侧 均 为 零 ( 因 为 在 此 x 关 x'). 

根据 (80. 17) ,所 需要 的 减 除 ,应 归结 为 从 间 际 区 域 中 的 所 有 函数 07, 0 2 
这 些 函 数 在 s, ==, =1 之 值 . 从 而 ,特别 是 ,可 以 略 去 (81.5) 的 第 二 等 式 右边 的 
第 二 项 ,于 是 在 间隙 区 域 


or =-Н За, 9.--М 19. (81.7) 
> 
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在 解 方 程 之 前 ,还 要 做 一 注 记 . 方程 (81. 3 一 81. 4) 的 一 般 解 的 形式 是 
Г (а-я) +/* (x+x'). 利 用 方程 (81.3 一 81.4) ,(81.7) 和 函数 多 4% 及 多 4 的 定 
义 , 可 以 证 明 :与 x+x' 之 和 有 关 的 那 部 分 格林 函数 i 和 多 ,对 于 力 的 表达 式 
(81. 1) 没 有 任何 贡献 . 在 此 我 们 不 讲 这 个 问题 ,因为 这 个 结果 从 物理 考虑 中 早 
已 看 出 :如 在 形 为 /' (x +x’) 的 解 中 取 *=x’, 在 间 队 内 我 们 就 会 得 到 与 坐标 有 
关 的 动量 流 一 一 这 与 动量 守恒 定律 相 了 矛盾 . 因此 ,今后 在 结果 中 我 们 只 引用 与 
x +x' 无 关 的 那 部 分 格林 函数 多 的 表达 式 . 

现在 我 们 来 求 函数 9, 它 满足 方程 ; 


(< 0) 9.08.) =0, 50, 
ах 
2 . 
(аз). =0, 51, (81.8) 
ах 


. 
(< -13] 9.6.) = 416 (а -xz ),0<x<L 


由 此 得 到 
®, =Ае"", х<0, 8). = Ве", х>1. 


= Сует + С,е-* 2 ен са 
“у 


在 最 后 表达 式 中 已 考虑 到 :由 于 (81.8) 第 三 方程 中 的 微 商 49./dx 在 * =x' 处 有 
等 于 4 的 跃 变 . 因 多 .和 49. /4х 需要 连续 的 边界 条 件 来 确定 4,B,C, ,C,(x' 的 
函数 ) ,之 后 我 们 得 到 

2 te 


9. = ooh (х7) 27 ох 
此 处 
зы (и, +1, ) (ws +з) 
(wi = ю,) (ш. -wa) 
减 去 9。 在 w =, =w,( 此 时 1/4 =0) 的 值 .最 后 我 们 有 


49; ъй 
8, = де х, (х-х'). 


类 似 地 解 多 ,的 方程 ,我 们 得 到 ( 减 除 之 后 ) 


А=1-е 


Ка 





4т: К ( й) 
ўў BA ш,(х-х’), 


др зн) (вю, +) 


(етш, =) (езшу za) ' 


并 利用 (81.7) 得 
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5, =, = -sinh ws (4—%'), 





4тф , 
а cosh w(x —x’). 


现在 算出 函数 多 % 和 9,9 (81.2) ,将 他 们 变换 后 ,代入 (81. 1) ,我 们 得 





到 
к= Уа „(2 +) 


最 后 ,根据 9 =Z Vp -1 ,变换 到 新 的 积分 变量 p, 并 返回 通常 单位 ,我 们 得 到 作 
用 力 F 的 最 终 表 达 式 , 即 作用 于 被 宽度 为 1 的 间隙 隔 开 的 两 物体 中 每 一 物体 的 
单位 面积 上 的 力 : 


мо р “ее зе) -1] + 








(si +ре,) (з, -pes) 2. Б 

[е реу) ($, -pe:) | ) jw， 
ЖЖ з = Ves 1 +р ‚5, = /es 1 + ,ё, =2тпТ/ћ,є,,=, 是 虚数 频率 о = 这 。 
的 函数 ;联想 到 (这 ) 是 正 的 实 值 , 它 从 # =0 时 自己 的 静电 值 e 单调 减少 到 
$= 时 的 19. 的 正 值 对 应 于 物体 的 吸引 力 . (81.9) 的 每 一 求 和 项 的 被 积 式 都 
是 正 的 ,并 且 对 每 一 给 定 p 和 的 值 ,都 随 1 的 增长 而 单调 减少 四 ,由 此 得 出 ， 
>0,dF/di<0, 也 就 是 由 空隙 分 开 的 物体 ,以 随 距 离 增加 而 单调 减少 的 力 吸 
引 着 . 

一 般 公式 (81. 9) 是 很 复杂 的 . 然而 ,通常 由 于 温度 对 相互 作用 力 的 影响 完 

全 不 重要 ,故此 公式 可 以 大 大 简化 @. 问题 是 ,由 于 在 (81.9) 中 的 被 积 式 中 存在 
指数 函数 , 故 在 求 和 中 只 有 《~ сИ # п ~ СВИТ 的 项 起 主要 作用 . 这 样 一 来 ,在 
人 TVch <<1 的 情况 下 ,大 n 值 才 是 重要 的 ,因此 在 (81.9) 中 ,可 以 从 求 和 过 渡 到 
按 dn = 245/21 Т 的 积分 . 此 时 ,温度 从 公式 中 消失 ， ик Rs 

в "Г 231: +Р) ($ +p) 

Р з re {ee [22 а] + 


(в: -Р) (5, р)" 


(81.9) 





Ф 推导 公式 (81.9) 时 ,假设 两 个 物体 是 各 向 同性 的 . 因此 , 它 对 晶体 的 应 用 与 可 以 忽略 电容 率 的 各 
向 异性 有 关 . 虽然 在 大 多 数 情 况 下 这 是 完全 允许 的 ,但 应 注意 到 ,一 般 来 说 , 物 休 的 各 向 异性 ,还 导致 特殊 
效应 一 -出 现 使 物体 趋 于 相互 转动 的 力矩 

Ф 只 要 指出 ,对 于 s=(s -1+p?)""( 此 处 p>1), 当 s>1 时 ,有 不 等 式 ep >s>p, 就 容易 相信 这 一 
я. 

Ф ”在 讲 到 温度 影响 时 ,我 们 不 考虑 电容 率 本 身 与 温度 有 关 的 方面 . 


$82 固体 间 相 互 作 用 的 分 子 力 极限 情况 “323. 





ара) бен Дан 1] "ара 7 (81.10 
ева фо (81.10) 


据 上 所 述 ,此 公式 适用 于 ! << ch/7 的 距离 ;在 室温 下 此 式 给 出 的 距离 甚至 达到 
- 10 “ст. 公式 (81.10) 在 两 种 极限 情况 下 还 可 进一步 大 大 简化 . 


$82 固体 间 相 互 作用 的 分 子 力 . 极限 情况 


首先 我 们 讲述 “小 "距离 的 极限 情况 ,这 个 “小 ”距离 ,意味 着 它 比 给 定 物 体 
的 吸收 谱 的 特征 波长 Ло 小 . 至 于 讲 到 凝聚 体 的 温度 ,在 任何 情况 下 它 都 小 于 在 
此 起 作用 的 hw。( 例 如 ,在 可 见 谱 段 ) ,因此 关于 a 的 不 等 式 显然 是 满足 的 . 

由 于 被 积 式 的 分 母 有 指数 函数 因子 ,在 按 dp 积分 时 重要 的 是 Kie ~1 的 区 
域 . 此 时 ,p >> 1, 所 以 在 确定 积分 的 主要 项 时 可 设 s, =, = р. 在 此 近似 下 ， 
(81. 10) 花 括号 中 的 第 一 项 变 为 零 . 第 二 项 在 引入 х =2pll/c 的 积分 变量 后 给 出 

ћ 到 af (=, +1) (=, +1), 
т |, (2-1) (2-1) 
(在 此 近似 下 dx 积分 的 下 限 用 零 来 代替 ) О. 

在 此 情况 下 力 与 距离 的 三 次 方 成 反比 ,不 过 ,我 们 期 望 ,这 对 应 于 两 个 原子 
间 范 德 瓦 耳 斯 力 通常 的 规律 ( 见 324 页 的 底 注 ). 函数 se( 这 ) -1 НЕ 的 增加 而 单 
调 减少 并 趋 于 零 . 因此 ,从 某 个 上 《 ~ 如 开始 ,上 值 在 积分 中 就 不 再 提供 主要 的 贡 
献 :! 小 的 条 件 表 明 必 须 有 1 << с/о. 

我 们 证 明 :如 何 能 由 宏观 公式 (82. 1) 过 渡 到 真空 中 的 个 别 原子 之 间 的 相互 
作用 . 为 此 ,我 们 形式 地 假设 两 个 物体 都 足够 稀薄 . 从 宏观 的 观点 来 看 ,这 意味 着 
它们 的 电容 率 接近 于 1 ,也 就 是 差 a, -1 和 е, -1 都 小 . 则 从 (82. 1) 得 出 所 需 精 
度 的 公式 








е" ај ака (82.1) 





н ей ee (el -1) (в, - 1) 48 = 


верна [eg 00690) - 14 
在 实 轴 w 上 将 e( 这 ) 通 过 Ime(w) 表 达 出 来 ,根据 (80. 18 ) 得 


Ф 当 4 由“ 变 到 1 时 ,下 述 积分 

РА 

2 Јо ае' -1 
的 变化 不 大 :由 1 到 1.2. 因此 实际 上 可 以 足够 精确 地 将 公式 (82. 1) 写 为 下 列 形式 
ha 一 ре [el(t)-1][ex( 这 ) -1] 
987 5 Та ОР tilted) +1" 


量 名 对 于 两 个 物体 的 吸收 谱 来 说 起 着 某 种 特征 频率 的 作用 . 





F= 
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в wiwIme, (wi )Ime,(w,) 
-sr (о +0) (оз +07) 





до до, = 
В рва (о) те, (оз) 
Гы = 


ао доз. (82.2) 


这 个 力 相 当 于 原子 以 如 下 的 能 量 相互 作用 着 ， 


ЗВ [22207180260 
оу +0, 


О(г) = - 





ооз. (82.3) 


Зт‘лул,г° 
此 处 "是 原子 间 的 距离 ;mn ,mn 是 两 个 物体 的 原子 数 密度 @. 这 个 公式 与 普通 微 
扰 论 应 用 于 双 原 子 偶 极 相互 作用 而 得 出 的 著名 的 量子 力学 伦敦 公式 一 致 ( 见 第 
三 卷 $ 89 ,习题 ). 在 对 比 中 应 考虑 到 e(w) 的 虚 部 与 “振子 力 ” 的 谱 密 度 f(w) 有 
如 下 的 关系 

ть) 

(e,m 是 电子 的 电荷 和 质量 ; 见 第 八 卷 $62) ;振子 力 用 已 知 的 方法 通过 原子 偶 
极 矩 的 矩阵 元 的 平方 来 表述 [ 见 第 三 卷 (149. 10) ] . 

我 们 来 研究 相反 的 “大 "距离 情况 :1 >> Ло. 然而 ,此 时 我 们 认为 距离 仍然 不 
致 大 到 打破 不 等 式 1T/hc <<1 的 程度 . 

在 公式 (81. 10) 中 重新 引入 新 的 积分 变量 * = 2p&/c, 但 作为 第 二 个 变量 的 
不 是 ,而 是 p. 则 в, 和 =, 是 宗 量 这 = іхс/2рі 的 函数 .但 由 于 在 被 积 式 的 分 母 中 
存在 。 ,在 按 dx 的 积分 中 ,有 意义 的 是 x ~1 的 各 值 ,因为 p>1, 则 在 大 值 /情况 
下 ,函数 е 的 宗 量 在 变量 的 一 切 重要 区 域 都 接近 于 零 . 与 此 相应 ,我 们 可 以 简单 
地 将 es: 以 它 在 《=0 的 值 ,也 就 是 用 静电 电容 率 s1。, ss。 来 代替 . 这 样 一 来 ， 


最 后 
“РИ (Сю +р) (зо +р) 。 Б 
Рев], | ea eh А 
раа ы +280), _ 


а 
82.4 
C510 рео) (вю РЕ) у ев. а) 


зо = Yen ГР, sm= Меш ГР. 
ЈИЕ АТ (Ап 07) ТИТ О ЖА , Е ТЕЛ АЕ Т АР 188 ОНО 
力 因 计 及 推迟 而 减少 的 规律 ( 见 下 面 ). 





wIme(w) = 








0D” 如 果 原 对 1 和 原子 2 的 相互 作用 势能 是 U(r) = -ar-, 那 么 科 宽 为 1 的 空 了 所 分 开 的 现 个 半空 
间 中 ,所 有 原子 的 成 对 相互 作用 总 能 量 等 于 Us = 一 
和 (82.3) 的 对 应 关系 . 


dUg ammima 


-本 = 一 六 这 就 是 公式 (82.2) 





. 力 是 下 = 


$82 固体 间 相 互 作用 的 分 子 力 . 极限 情况 < 325. 





当 两 物体 是 金属 时 ,公式 (82. 4) 归 之 为 十 分 简单 的 表达 式 . 对 于 金属 , 当 
《一 0 时 ,函数 e( 这 ) 一 o ;因此 ,对 于 金属 应 认为 so = ®. Ж ео = =® ,我 们 
得 到 





ћс > [* _х’ар4х т? вс 
5 = 82.5 
16° |, ], р^ (е -1) 240 ( ) 


(Н. В. С. Сазітіг, 1948). 这 个 力 根本 与 金属 的 种 类 无 关 [ 这 性 质 在 小 距离 处 不 
出 现 , 此 处 相互 作用 力 不 仅 在 =0, 而 且 在 所 有 《上 值 的 情况 下 都 依赖 于 函数 
e( 这 ) 的 行为 ]. 

图 18 是 函数 gu(eo) 的 图 ,此 函数 确定 两 个 相同 电介质 (eie = ex = so) 之 间 
的 引力 . 公式 (82. 4) 的 形式 如 下 














ле? с [ eo -1 2 
ое (2 11) Ф680) (82.6) 
я 
Ф) 

1.0 

0.8 „АІ. 

0.6 
ІМ 

0.4 

0.2 








在 这 个 图 上 还 给 出 函数 Ф. Е. 此 函数 根据 下 列 公 式 @ 确 定 电介质 和 金属 
(so 250,6 = ® ) 之 间 的 引力 . 
т? вов, -1 
Р дов, 5199080): (82.7) 
类 似 于 以 前 (82. 1) 所 做 的 ,我 们 在 (84.4) 中 ,过 渡 到 个 别 原子 间 的 相互 作 
用 . 在 2, - 1 很 小 的 情况 下 ,我 们 有 


Ф 当 so 一 1 时 ,函数 由 和 mm 值 分 别 趋 近 于 0.35 和 0.46. 这 与 极限 规律 (82.8) 以 及 本 节 习题 (1) 
式 相对 应 . 当 воо 时 ,两 个 函数 趋 近 于 与 公式 (82.5) 相应 的 数值 1. 
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50 -1 Е 4 
ар, 59 Ре о р ( P+) 
积分 (82.4) 取 下 列 形式 


Fiat(e0 -Don 1) Ре [| ЕАБР, 
由 此 得 
- 2. (6 1) (6-1). (82.8) 
这 个 力 相当 于 两 个 原子 以 能 量 
U(r) = - 3а, (82.9) 
4тг 


相互 作用 ,此 处 a ‚а, 是 原子 静 极 化 系数 (so。 =1 +4тпа). 公式 (82.9) 和 量子 电 
动力 学 在 足够 大 的 距离 上 ( 此 时 推迟 效应 已 其 为 重要 ) ,对 两 个 原子 间 引 力 的 计 
算 结 果 相 一 致 ( 见 第 四 卷 $ 85). 
最 后 ,我们 研究 使 不 等 式 ГИА >> 1 成 立 的 大 距离 ,这 与 可 能 忽视 温度 影响 
的 要 求 相反 . 在 此 情况 下 (81.9) 的 所 有 求 和 项 中 只 需 保留 第 一 项 . 然而 ,其 中 不 
可 一 开始 就 取 =0, 因 为 这 要 产生 不 确定 性 :( 因 子 3 变 为 零 ,但 对 dp 积分 是 
发 散 的 ). 如 果 开 头 就 用 新 的 积分 变量 x = 2р 1/с 来 代替 p, 这 个 困难 就 可 避免 
(从 而 因子 С 消失 ). 然后 取 上 。=0 ,我们 得 到 
和 20 (вю +1) (ею +1), 
Я ВЫ (ew -1) (еъ -1)° 
这 样 一 来 ,在 足够 大 的 距离 上 ,引力 减 小 得 慢 了 ,又 重新 出 现 规 律 1"*. 但 系数 与 
温度 有 关 [ (81.9) 求 和 中 的 一 切 后 续 项 都 随 1 增 大 而 作 指数 衰减 ]. 条 件 1T/ic 
>>1 本 质 上 是 经 典 性 的 条 件 (jiw <<7T, 此 处 w ~ сл). 因此 ,自然 地 ,(82.10) 中 
Же к. 





-中 dx (82. 10) 





> м 


试 求 原子 与 金属 壁 在 “大 ”距离 上 的 相互 作用 规律 . 

解 :单个 原子 与 凝聚 体 的 相互 作用 ,只 要 将 其 中 一 个 物体 ( 设 为 物体 2) 看 做 

是 稀薄 的 介质 就 可 得 到 . 如 认为 ea -1 很 小 ,并 取 se = % ,从 (82.4) 得 到 
_ je(ex -1) р а ар 3hc(ew -1) 

Ё зэл? ета ж 327?“ 0) 


Ф 981, $82 得 到 的 公式 ,能 够 推广 到 固体 间 阶 内 充 以 液体 的 情况 ,以 及 在 固体 表面 上 有 注 液 膜 的 
Я Я: Л И. Е. Дзялошинский Е. М. Лифшиц, Л. П. Питаевский, УФН ,78 ,381, 1961 ( Soviet physics Uspe- 
КЫ 4.153, 1961; Advances in Phys. ，V.10,P.165,1961. ) 


$83 液体 中 关联 函数 的 渐 近 行为 “327. 





如 果 原 子 与 壁 之 间 的 相互 作用 能 U= -ч 一 (了 是 原子 和 壁 之 间 的 距离 ) , 则 在 

靠 壁 空隙 1 的 半空 间 内 ,原子 之 间 的 相互 作用 能 为 Us = - ап, 2 Е = 

40, /41 = ап/Ё ,因此 ,得 到 的 下 值 对 应 于 单个 原子 与 壁 以 如 下 能 量 相互 吸引 : 
U(L) = -Зо,ће/8т1^ (2) 

(Н. В. С. Casimir, D. Polder, 1948). 

同 理 , 对 于 原子 和 介 电 壁 的 相互 作用 ,可 得 下 列 结果 

Звса, (е5 -1) 

8mL (ew +1) 

其 函数 由 1 如 图 18. 当 sio 一 1 时 ,此 函数 趋 近 于 与 公式 (82. 8) 相应 的 值 23/30 = 

0. 77. 


$83 液体 中 关联 函数 的 渐 近 行为 


长 波 电 磁 涨 落 也 使 均匀 液体 密度 涨 落 的 关联 函数 具有 某 些 特殊 性 质 . 
我 们 记得 ( 见 第 五 卷 $ 116) ,关联 函数 x(r) 定 义 于 :在 空间 两 点 粒子 数 密度 
n 的 涨 落 乘积 的 平均 值 为 
(ёп(л, )ӧп(ғ,)) =п8(г) + iiv(r), 

Pr=P -г,. (83.1) 
关联 函数 与 粒子 间 的 相互 作用 有 关 ,该 函数 在 大 距离 上 的 渐 近 行为 ,由 这 个 作用 
的 远程 范 德 瓦尔 斯 部 分 所 决定 . 因此 >(r) 和 范 德 瓦尔 斯 力 一 样 , 随 距离 增加 而 
按 窒 的 规律 减 小 (J. Enderby, Т. Gaskell，N. Н. March ,1965 ) . 

当然 这 也 反映 在 关联 函数 传 里 时 分 量 (К) = (К) 的 性 质 上 . 如 果 液 体 粒 
子 间 的 相互 作用 只 是 作用 半径 数量 级 为 原子 线 度 a 的 力 , 那 么 函数 v(7) 将 随 距 
离 按 指数 为 ra 的 指数 函数 规律 减少 Q. 在 传 里 叶 分 量 的 术语 中 ,这 意味 着 ， 
v(#) 是 Ка 的 正则 函数 , 它 在 ta << 1 的 情况 下 是 按 ia ХЕ. 远程 力 
在 k~1/Ao( 而 不 是 k~1/a) 的 区 域内 ,在 v(k) 中 已 经 有 明显 变化 的 项 [以 
и (Е) ЖЖ] В, АЕ ло 是 液体 谱 中 的 特征 波长 (A。>> a). 在 ва <<1 的 区 域 
内 ,参数 以。 可 小 可 大 ;函数 wm (上) 在 这 区 域内 具有 奇异 性 质 . 

为 了 计算 关联 函数 ,我 们 利用 此 函数 与 物体 自由 能 对 其 密度 的 二 阶 变 分 微 
商 的 关系 . 按 定义 ,这 个 微 商 是 自由 能 的 变化 与 密度 涨 落 ( 当 温度 给 定时 ) 的 关 
系 式 中 的 p: 


ШІ) = - 








Фи (=) 








Ф ”这 里 所 讲 的 情况 是 液体 处 在 温度 了 ~ ® (®- 加 /a 是 液体 的 " 德 拜 温度 " ) 并 且 远 离 临界 点 . 在 
临界 点 附近 ,关联 半径 是 无 限 增长 的 ( 见 第 五 卷 $ 152, $ 153) .在 7 << (的 低温 下 ,关联 半径 也 能 增长 到 
hu/T 的 数量 级 ( 见 下 面 的 &87) . 
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вет есі 7,1) dn(r,) 8п (г, ) ах, д, (83.2) 
这 个 函数 的 传 里 叶 分 量 p(k) =p(k) 与 待 求 函 数 v(k) 的 关系 为 
ЕТЕ 62 
xD = ~! (83.3) 


[ 见 第 五 卷 (116. 14) ]. 我 们 强调 指出 ,这 个 公式 假设 涨 落 是 经 典 的 , 它 要 求 
hiw << Т. 此 处 о 是 波 矢 为 的 振动 频率 . 取 о ~ 妃 (此 处 “是 液体 中 的 声速 ) ,我 
们 得 到 条 件 
Ћи <<Т, (83.4) 
这 与 距离 7 >> hu/T 相对 应 . 
与 短程 作用 力 有 关 的 函数 p(k) 的 “正则 "部 分 ,是 按 丰 的 寡 展 开 的 第 一 项 
( 当 ka <<1) 并 用 6b 来 表示 它 , 可 写 出 
p(k) =Б+ф, (К), (83.5) 
此 处 p,(k) 是 我 们 感 兴趣 的 函数 p(k) 的 “奇异 "部 分 2. 由 于 范 德 瓦尔 斯 力 比 较 
弱 ,pi(k) <<6, 因 此 ,将 (83.5) 代 入 (83.3) ,结果 可 表 为 如 下 形式 





了 了 
О О (83.6) 
因为 v(%) 跟 p,(k) 是 线性 关系 ,所 以 函数 v(7) 在 大 距离 上 就 是 
z(r) = (0). (83.7) 
nb 


(83.6) 中 的 第 一 项 (不 依赖 于 上 ) 对 应 于 短程 作用 力 ( 忽 视 其 作用 半径 时 ) ,是 形 
如 const， 8(r) 的 坐标 函数 . 
我 们 从 自由 能 变 分 的 公式 (80. 11) 出 发 ,来 确定 pg,(7). 在 公式 中 写 出 


500) 


де(1,,п) = 一 一 一 Sn(r). (83.8) 


我 们 看 出 ,表达 式 
де а) 
- 423 р атту 
乃 是 自由 能 对 密度 的 一 阶 变 分 微 商 . 同 ИИ 
вжо 

0). 


= 25 > CED (V7)— (83.9) 


Ф ЖИ 092) 来 表示 ( 见 第 五 卷 8152) 


© 只 有 对 函数 2 变 分 . 变 分 函数 e 在 w(r) 中 将 出 现 与 远程 作用 力 无 关 的 , 形 如 const + 8(r) 的 项 . 


$83 液体 中 关联 函数 的 渐 近 行为 “329 . 





СК НИ да 7702 (79. 8): 


2 
- 5,4 2.0], атт) = -4т}ӧ,8 (л-г), 
с 





9х, ду 
(83. 10) 
而 ый 函数 的 变 分 方程 : 


вабо), = веб) lbsrr), 





(83.11) 
只 要 根据 (83. 10) ,注意 到 "“ 非 微 扰 " 格林 函数 多 ,就 是 这 个 方程 的 格林 函 
数 ,方程 (83. 11) 的 解 便 可 立即 写 出 ;因此 ， 


Вии) = Be DE sr атт) е 
тйс 


[在 此 也 用 了 2,0) = 9, (,г) ]. 最 后 ,将 (83.8) 代 入 此 式 ,然后 与 (83.9) 
一 起 ,我 们 得 到 二 阶 变 分 微 商 
ох [И] lr sm). (83.12) 
(ле Im 7,1). 4 г >> iu/T 时 这 个 公式 连同 (83.7) 给 出 待 求 的 关联 函数 v(7) 
的 普遍 表达 式 (M. П. Кемоклидзе,Л. М. Питаевский ,1970). 
前 面 所 取 波 矢量 的 条 件 (83.4) 等 价 于 距离 的 条 件 r >> Аи. 与 这 个 条 件 同 
时 如 果 再 限定 r 值 的 上 限 : 
hc/T >> г >> hiu/T, (83.13) 
那么 ,在 求 和 中 大 * 值 将 是 重要 的 ,因此 对 离散 “频率 "i, = 2m7s/ 声 求 和 ,可 用 对 
ds = 14/217 的 积分 代替 : 





1 as( 9 
о = о [2 8200р стт) 8. (88.4) 
在 (77,6) 做 w 一 这 的 代 换 ,就 得 到 函数 包 . 进行 微 商 并 且 平 方 ,我 们 得 到 
52? _2№ 226 ЛЕА 
енот): 
w= (0с. (83.15) 


№ (83. 15) (КЛ. (83. 14) ,得 出 相当 复杂 的 表达 式 . 然而 在 两 种 极限 下 它 可 以 
简化 . 
在 “小 "距离 的 情况 (r << Ло. 对 比 § 81) ,在 积分 中 ~ c/Ae 的 区 域 是 主要 
ВО НАТ, п/с <<1, 因 此 在 (83. 15 ) 中 可 以 用 1 代替 指数 函数 因子 ,而 在 括号 中 
仅 保 留 最 后 一 项 , 则 得 
ЗАТ 


0) =, л 20 | [00] -过 200’ "<<. (83.16) 
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这 个 函数 的 传 里 叶 变换 式 @ 为 А 
(К) = 全 4 ， ВА, >> 1. (83. 17) 
在 相反 的 “大 "距离 情况 (r >> Ло). НЯ $ ~ с/т <<c/A。~ wo 的 区 域 是 主 
要 的 . 因此 ,可 以 用 静电 值 s。 代替 ci 并 且 可 以 将 人 2] 从 (83. 14) 的 积分 号 


下 提出 来 . 此 后 积分 就 简单 了 [此 时 (83. 15) 的 一 切 项 都 给 出 同一 数量 级 的 贡 
献 ]. 结果 得 到 





_B p 23h7 1aeo 
00) =, | 加 Аа, (83.18) 
这 个 函数 的 傅 里 时 变换 式 为 
v(k) = ЗВЕНА, kAo <<1. (83.19) 


$84 电容 率 的 算 符 表达 式 


本 节 我 们 用 电荷 密度 算 符 的 对 易 子 得 出 介质 电容 率 的 有 用 表达 式 (P，No- 
гіетеѕ, Ю. Ршез, 1958). 这 个 公式 与 考虑 到 电磁 场 特性 的 久保 公式 相似 . 

我 们 所 研究 的 均匀 介质 ,其 电容 率 不 仅 有 时 间 色 散 而 且 有 空间 色散 . 这 就 意 
味 着 感应 强度 D(+,r) 不 仅 与 以 前 各 时 刻 的 \ 而 且 与 空间 其 他 点 的 场 强 E(1,7) 
的 数值 有 关 . 这 样 的 依赖 关系 可 以 表 为 一 般 形 式 : 


D7) =Е ат) + Ст) Е тот) dd. (84.1) 


ЯР Е, О exp[i(k*r-wt) ] 的 单 色 场 ,这 种 关系 归结 为 
0, =є,(о,Ҝ)Е,, (84.2) 
此 处 


ea(wk) 8, + |лСтт)е аат (84.3) 


我 们 所 研究 的 介质 不 仅 是 均匀 的 、 各 向 同性 的 而 且 不 具有 天 然 光学 活性 . 其 
电容 率 成 为 仅 由 波 矢量 大 组 成 的 张 量 . 这 种 张 量 的 一 般 形 式 为 


Ф 在 上 空间 的 球 坐 标 内 ,直接 积分 可 得 
= о ee ai ФЕ, Lt2)sin( nw/2) 
Е Ы (2т)° 21?" * р 


为 核对 公式 (83. 17) 所 需 的 积分 是 .而 为 核对 公式 (83. 19) 所 和 需 积分 的 计算 则 是 > =4 ЕТА 
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ЕК 
И, нео, ю(ь = |. (84.4) 


标量 函数 2, 和 =, 分 别称 为 纵向 电容 率 和 横向 电容 率 . 如 果 场 E 是 有 势 的 ,E = 
-Vp, 则 对 于 平面 波 ,E 平 行 于 波 和 撩 (E = -ikgp) ,因而 D = eiE. 如 果 场 是 有 旋 
的 (Y .至 = 这 ' 互 =0), 则 已 垂直 于 波 矢 , 因 而 也 =e,E. 

我 们 注意 到 (比较 第 八 卷 103) ,这 样 描述 介质 的 性 质 时 ,把 微观 电流 密度 


的 平均 值 59 ( 是 电荷 密度 ) 分 成 两 部 分 :二 和 cevaM 已 经 失去 意义 . 此 处 是 

电极 化 强度 ,而 M 是 介质 的 磁化 强度 . 换 句 话说 ,麦克 斯 韦 方程 可 写成 如 下 形式 
с ot Е с Е 

(在 磁感应 强度 B 一 微观 磁场 强度 的 平均 值 之 外 ) 不 必 再 引入 矢量 Н. 微观 电 

流 平均 结果 所 出 现 的 各 项 ,都 假定 包括 在 定义 刀 = 已 +4P,P9 = Рац. 


在 应 用 中 ,更 感 兴趣 的 是 纵向 电容 率 . 我 们 通过 考察 系统 对 (由 系统 外 源 产 
生 的 ) 有 势 电 场 E = -Vp 的 响应 ,来 引信 纵向 电容 率 的 算 符 表达 式 . 

系统 与 此 场 的 相互 作用 算 符 可 写 为 

ўе [есе Ст). (84.5) 

此 处 p(t,r) 是 系统 中 的 电荷 密度 算 符 . 将 此 公式 与 一 般 公 式 (75.8) 相对 照 ,并 将 
9# 看 做 “广义 力 "f 根据 (75. 9 一 75. 11) ,我 们 立即 得 到 平均 电荷 密度 按时 间 的 
传 里 叶 分 量 : 

Р.(г) = -二 [е“оа, г) 200,7) -pO Pr) (т) ат. 


在 此 ,也 过 渡 到 按 空间 的 传 里 叶 分 量 并 考虑 到 系统 的 均匀 性 ,因而 对 易 子 的 平均 
值 仅 依赖 于 差 r -rr' ,我们 得 到 


Р =а(ш,К) gt, (84.6) 
此 处 
а(ш,К) = -+[ ее? ооп) 0,0) -000,0)# (к,г) аха. 
(84.7) 


电荷 的 平均 密度 与 介质 极 化 矢量 的 关系 为 万 = - V. P( 见 第 八 卷 $6). 其 
传 里 叶 分 量 由 此 得 出 


Б Е в -1 
Ра = - Р, = -i Вы. 


另 一 方面 ,Apy = -4тр» ,此 处 p 是 产生 外 场 的 电荷 密度 . 感应 强度 D 与 此 电 
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荷 密 度 以 方程 Vy . D = -4тр, 相 联系 . 从 这 两 个 方程 得 出 


最 后 ,将 此 表达 式 代入 (84. 6) ,我 们 得 到 待 求 的 纵向 电容 率 的 表达 式 


1 ,4 
о 108090): (84.8) 


严格 说 来 ,(84.7) 中 的 (1,r) 应 理解 为 系统 中 所 有 粒子 一 一 电子 和 核 的 电荷 密 
度 算 符 . 然而 ,通常 在 w 和 上 值 的 一 切 重要 区 间 , 对 电容 率 的 贡献 主要 来 自 电 
子 ; 因 此 P 可 理解 为 e( 交 -7) ,此 处 i 是 电子 的 密度 算 符 ,而 元 是 它 的 平均 值 . 

公式 (84. 7 一 84. 8 ) 还 可 以 进一步 变换 ,将 其 通过 算 符 5 的 傅 里 叶 分 量 的 矩 
阵 元 来 表示 . 为 此 ,预先 将 (84. 7) 改写 为 下 列 形式 


a(w,k)= -让 上 ©" (6,00) .,00) -6.,(0)р,(#)) 91, (84.9) 
(V 是 系统 的 体积 ). ЖЕНА, (0) МЕН ЕЕ ВЕ ЕН 
(р, (0) )„ =е® (рь) „ 


来 表述 . 按 和 矩阵 乘积 规则 将 算 符 之 积 展开 后 再 根据 (31. 21 ) 进行 积分 ,最 后 我 们 
得 到 





1 4т 2 1 1 
ов 1 ару У 10065 обоев} (8410) 
此 处 下 标 0 表示 所 求 电 容 率 的 有 关 状 态 . 


$85 简 并 等 离子 体 


我 们 研究 完全 电离 的 等 离子 体 . 它 的 离子 构成 经 典 玻 耳 兹 曼 气 体 ,而 电子 成 
分 是 已 经 简 并 的 . 为 此 ,温度 应 当 满足 如 下 条 件 
Hi <<Тэи.. 
亦 即 hen/m, << Т п? /т,. (85.1) 
(р. р, 是 等 离子 体 中 电子 和 离子 的 化 学 势 ;m,,m, 是 它们 的 质量 ;n 是 粒子 数 密 
度 ;在 估算 中 对 n。 М п, 不 加 区 别 ). 此 时 ,还 认为 等 离子 体 是 弱 非 理想 的 .为 此 ， 
两 个 粒子 在 1~n- 了 的 距离 上 的 库仑 相互 作用 能 ,应 小 于 它们 的 平均 动能 e, 对 离 
子 ~ 了 7 了 ,而 对 电子 e ~j。 ~ п /т.. 由 此 得 到 条 件 
т.е? /Re << п!” << Т/е?. (85.2) 
在 第 五 卷 $ 80 中 已 经 证 明 ,在 这 些 条 件 下 等 离子 体 热 力学 量 修正 (对 比 理 
想 气体 的 这 些 量 值 ) 的 根源 乃 是 电子 的 交换 作用 ;这 个 相互 作用 能 (对 等 离子 体 
单位 体积 而 言 ) 是 егп“, 简 并 等 离子 体 中 关联 修正 (经 典 等 离子 体 的 主要 修 
Е) ЛРУ ТЕ, НН т", НА у= теп!" <<1. 但 是 ,对 于 简 并 等 离 
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子 体 , 它 的 计算 具有 方法 论 的 意义 并 且 给 出 应 用 图 技术 的 有 益 例证 . 
等 离子 体 粒子 间 库 仑 相互 作用 算 符 可 写成 


р Bod 

此 处 下 标 а,Ь 记述 粒子 的 种 类 一 一 电子 和 不 同 种 类 离子 ;ze 是 粒子 的 电荷 (对 

于 电子 zx = -1). 取 松原 绘 景 中 的 少 算 符 ,我们 就 得 出 该 绘 景 的 相互 作用 算 符 . 

然后 ,建立 计算 平均 值 (六 ( 按 吉 布 斯 分 布 ) 的 图 技术 , 便 用 普通 的 方法 过 渡 到 松 
原 算 符 的 相互 作用 绘 景 . 最 后 得 出 的 微 扰 论 级 数 乃 是 (六 按 е 寡 的 展开 式 . 

表达 式 (85.3) 不 包括 “自由 ”变量 ( 按 此 变量 不 能 进行 积分 ). 这 种 情况 在 图 

技术 中 表明 , 微 扰 论 级 数 (六 的 各 项 用 没有 自由 端 线 的 图 来 表征 . 约定 这 些 图 的 


虚线 [4 维 动量 为 = (2,4) ] 对 应 于 因子 

-9(9) = 7 (85.4) 
(ЖЖ 5.). 亦 即 取 单位 电荷 场 势 p(r) 的 反 号 傅 里 叶 分 量 . 现在 还 必须 用 粒 
子 种 类 的 下 标 a 来 标记 实 线 [与 4 维 动量 P= (Z,,p) 共 同 标记 ]. 每 条 实 线 对 应 
于 因子 一 9C9(P) 一 一 自由 粒子 e 的 反 号 格林 函数 . 此 时 ,图 的 实 线 组 成 封闭 的 
轿 , 每 个 轿 图 包含 的 部 件 都 标 以 相同 的 记号 (例如 a). 图 的 每 个 顶点 (一 条 虚线 
和 两 条 a 类 实 线 的 交点 与 一 个 补充 因子 ге 相对 应 . 每 个 费 米 圈 带 一 个 补充 因 
子 ( -1). 按 此 规则 建立 的 图 能 给 出 量 


2,2 
(从 (85.5) 


的 展开 各 项 . 分 母 中 的 因子 V 是 系统 的 体积 ;出 现 这 个 因子 是 因为 级 数 每 一 项 
的 积分 式 只 与 坐标 之 差 有 关 . 因此 ,一 个 对 dx 的 积分 便 给 出 体积 V. (85.5) 的 
负 号 是 按 规则 (85. 4) 定 义 虚 线 , 即 由 于 p(g) 前 是 负 号 的 结果 . 因子 2 是 将 
(85.3) 的 因子 1/2 返 到 等 式 左 侧 的 结果 . 

在 一 级 微 扰 论 中 有 两 种 类 型 的 图 它们 带 有 一 切 可 能 的 a Я Б. 


6 (7. (85.6) 


(а) (5) 


Ф ”本 节 后 半 部 取 #= 1,c=1, 而 e 代 表 基 本 电荷 (ec>0). 
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(85.6(a) ) 型 的 图 ,是 由 于 在 空间 一 些 相同 点 少 算 符 收缩 的 结果 . 这 样 的 图 对 应 
于 空间 均匀 分 布 的 粒子 a。 和。 的 直接 库仑 相互 作用 :这 些 图 的 贡献 由 于 等 离子 
体 的 电 中 性 而 相互 抵消 ( 按 全 部 a,b 粒子 成 对 求 和 ). (85. 6(b) ) 型 的 图 ,是 由 于 
不 同宗 量 少 算 符 的 收缩 结果 ,并 对 应 于 该 类 粒子 a 的 交换 作用 . 计算 这 个 图 导 
致 第 五 卷 $ 80 得 到 的 结果 . 

在 下 一 级 微 扰 论 中 有 下 列 类 型 的 图 : 


(85.7) 





(а) (5) (с) (4) (е) 
图 (85.7a 一 b) 是 对 图 (85.6a) 的 修正 ,并 由 于 同样 原因 在 对 所 有 a,b,c 取 和 时 
相互 抵消 . 图 (85.7c 一 d) 是 对 交换 作用 能 的 小 修正 ,在 此 意义 不 大 
图 (85.7e) 由 于 相应 的 积分 发 散 而 显示 出 “反常 的 大 ”. 这 个 发 散 是 因为 图 
中 两 条 虚线 有 相同 动量 4 而 产生 的 (明显 的 原因 在 于 顶点 必须 动量 守恒 ). 因 
此 , 当 9 很 小 时 ,图 中 含有 对 二 发 散 的 积分 | g/g 


在 以 下 各 级 的 近似 中 ,除了 修正 型 的 图 外 ,还 有 更 强 发 散 性 的 新 的 “ 圈 " 图 
出 现 , 例 如 动量 4 相同 的 三 条 虚线 的 三 级 图 





<>. 

уй 

b he ё 
含有 按 9 发 散 的 积分 | 9…d. 


总 的 说 来 ,级 团 图 是 由 m 条 虚线 连结 的 二 个 实 圈 所 组 成 并 按 9 ”发 
散 的 . 

对 无 限 序列 的 圈 图 求 和 ,可 以 看 到 ,在 微小 量 级 为 。 的 g 值 处 会 导致 发 散 性 
的 有 效 截断 ;因此 所 有 这 样 的 图 ,共同 给 ( 门 以 微小 量 级 为 (e*)"/e” = е? 的 贡 
献 ,此 贡献 在 图 像 上 由 下 列 骨架 图 ( 按 粒子 的 种 类 ) 之 和 来 表征 : 
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са 
ЬІ (85.8) 
Ке, 
b 
此 处 粗 虚线 是 线形 图 
а b 
Ee < (85.9) 


的 无 穷 集合 之 和 ,其 中 每 个 线形 图 都 有 不 同 数目 的 实 圈 . 

由 于 细 虚 线 表征 孤立 电荷 的 库仑 场 势 p, 现 在 就 用 粗 虚线 表征 被 周围 等 离 
子 体 极 化 所 扭曲 的 场 势 ;此 势 用 Ф 表示 . 所 以 ,(85. 8) 的 全 部 贡献 便 给 出 等 离子 
体 的 平均 相互 作用 能 中 所 求 的 关联 部 分 . 

我 们 引入 一 27 ($,,4)/4т 来 表征 各 类 粒子 的 简单 实 圈 之 和 ,并 用 图 中 的 小 
圆圈 表征 这 个 量 : 


2-5 =O (85. 10) 
我 们 注意 到 ,不 论 粒 子 a 遵守 何 种 统计 法 ,这 个 函数 的 宗 量 !, 均 取 “偶数 ” 
值 4 =25тТ. 实际 上 ,在 顶点 由 于 频率 守恒 定律 ,这 个 宗 量 等 于 两 条 实 线 的 频率 
ЗЕ. 无 论 “ 偶 数 ”项 的 差 或 “奇数 ”项 的 差 , 这 个 频率 差 都 是 “偶数 ”. 
利用 记号 (85. 10) ,以 一 个 骨架 图 表述 求 和 式 (85.8) : 








0 а (85.11) 
о 
粗 虚线 本 身 满足 图 方程 : 
一 一 一 =------+----O--- (85. 12) 
[完全 类 似 于 方程 (14.4) 和 (79. 13) ]. 这 个 方程 的 解析 形式 为 
-B69) = а) 0 Фс). 
由 此 得 
Ф(4,,9) аа (85. 13) 


为 了 与 $79 的 图 建立 联系 ,最 好 从 另外 的 观点 来 考察 这 些 公式 . 因为 ,电荷 
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之 间 的 库仑 相互 作用 可 以 看 做 交换 虚 光 子 的 结果 . 然而 ,此 时 不 利用 规范 
(75. 1) 而 利用 所 谓 “ 库 仑 "规范 ( 见 第 四 卷 $ 76) 更 为 方便 ,在 库仑 规范 中 , - Du 
恰好 等 于 库仑 势 的 傅 里 叶 分 量 . 在 此 规范 中 ,空间 部 分 Da 描述 推迟 的 和 磁 的 互 
作用 ,因而 在 非 相 对 论 等 离子 体 中 可 以 忽略 它 . 因此 可 以 认为 图 (85. 11) 中 的 虚 
线 相当 于 松原 函数 Go ,而 函数 不 是 别 的 ,恰好 是 极 化 算 符 的 分 量 R, ,所 以 根 
据 (79.18) 可 写 为 HY,,q) = -gq[ei(ilt,1,4) -1][ 容 易 看 出 ,在 有 空间 色散 
的 情况 下 在 (79. 18) 中 包含 纵向 电容 率 sj] .将 此 式 代 入 (85.13 ) ,我 们 得 到 
4т 
Ф(,,9) иту (85.14) 
也 就 是 应 得 到 的 介质 中 单位 电荷 势 的 傅 里 叶 分 量 . 
NA 将 图 (85. 11) 分 解 后 ， ee 
(Dum = - иу [2 ФС, .4) 
FP ({.,4) Фа 
о ,4)1 (2T) 
下 面 我 们 将 看 出 ， же 0 项 起 主要 作用 ,此 时 相应 的 积分 由 小 4 区 域 
来 确定 . 因此 ,计算 (85. 15) ,实际 上 只 要 知道 在 4 一 0 时 200,4) 的 极限 值 就 足 
够 了 . 这 个 量 甚 至 不 按 图 (85. 10) 进行 直接 计算 而 从 简单 的 物理 考虑 便 可 容易 
地 确定 . 

在 纪 =0 时 ,函数 w(0,4) 是 等 离子 体 中 单位 电荷 静电 场 势 6(r) 的 傅 里 叶 
变换 式 . 非 微 扰 势 (r) 满足 右 侧 为 8 函数 的 泊 松 方程 :Ap = -4т5(г). ЖФ 
等 离子 体 极 化 将 被 扭曲 ,其 方程 可 将 等 离子 体 电荷 密度 在 场 影响 下 的 变化 5p 加 
到 右 侧 而 得 到 ， 





а тт. 





(85. 15) 


АФ = -4т[5(г) +5р]. (85. 16) 
另 一 方面 ,在 g 一 0 时 ,我 们 涉及 的 是 等 离子 体 体积 内 缓 变 的 场 . 此 场 内 下 列 热力 
学 平衡 条 件 是 合理 的 ， 

р. +е:.Ф = const =и®, (85. 17) 
此 处 /一 一 是 “类 粒子 的 化 学 势 .上 "一 在 无 场 时 它 的 值 . 由 此 条 件 得 出 粒子 
密度 n。 的 变化 


从 而 得 出 电荷 密度 的 变化 


у= У ев - У (=. 
将 此 表达 式 代入 (85. 16) ,我 们 得 到 方程 





9! 
ха) Ф. 
дш.) rr 


$85 简 并 等 离子 体 +337 - 





АФ -k= -4тӘ(ғ), (85.18) 
在 此 引入 了 记号 


к 4те У (3), . (85. 19) 
由 公式 (85. 18) 看 出 ， 二 是 等 离子 体 中 场 的 德 拜 屏 珊 半径 ( 见 第 五 卷 578). 最 
后, 对 方程 (85. оунан, тим 
Ф(4) =, 
9 +к 


将 此 表达 式 和 (85. 13) 比较 ,给 出 : 





FP(0,g) | = -ҝ (85.20) 
现在 以 此 多 值 在 (85. АЕ 我 们 得 出 
414: 44 Ё: _ УТк 





{Ри = "50у Гас +) 8т ° 58.20) 


首先 我 们 注意 到 ,积分 在 下 限 收敛 ,其 中 gq ~x 起 主要 作用 . 对 于 等 离子 体 的 非 简 
并 高 子 成 分 ,我 们 有 了 = m]T, 而 对 于 电 


(85.2)k<m ,因此 ,有 9 << п”, 1/9 大 于 粒子 间 的 距离 . 这 就 证 明了 利用 
平衡 条 件 (85. 17) 的 合理 性 . 为 了 证 明 在 (85. 17) 中 除了 s = 0 项 外 ,所 有 项 都 可 
忽略 ,我 们 指出 : 当 频 率 不 等 于 零 时 ,根据 (85. 14) 由 电容 率 s,(w,g) 来 描述 等 
离子 体 的 极 化 . 根据 熟知 的 渐 近 公式 ,在 大 频率 时 el(w) = 1 - 4тп,е/т,о?, 
因此 





ЕЕ атт, 

И, ЛЖ $78). 由 于 条 件 (85. 1 一 85.2) Е $, =25тТ >> 
(nee /me) "2 „ЩЕ ВОН ВТ № (114,1) =1, 亦 即 等 离子 体 无 极 化 并 
Н 多 很 小 . 

公式 (85. 21) 可 通过 热力 学 变量 Т,У, р, 表征 . 因此 ,等 离子 体 热 力学 势 2 
能 够 直接 从 如 下 等 式 的 积分 中 得 到 


30) 109 
(28), =. (85. 22) 
[ 见 第 五 卷 (80.4) ]. 结果 对 于 2 的 关联 部 分 ,得 到 如 下 表达 式 (通常 单位 ) 
fxm = -Me -2 [х (23) (85. 23) 


(А. А. Веденов,1959). 根据 小 附加 量 的 普遍 定理 ,通过 别 的 热力 学 变量 表征 的 
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这 个 公式 ,可 给 出 其 他 热力 学 势 的 修正 . 





对 于 非 简 并 等 离子 体 , И =п,/Т, Е Я (85. 23 ) 变 为 对 自由 能 的 
修正 : 
2VTVe’ 2 \зљ 
Fam = г Уу) (85. 24) 


这 与 第 五 卷 的 (78. 12) 一 致 
在 等 离子 体 中 电子 强烈 简 并 情况 下 (7 <<.) МИ п/а, << вт. М 


在 (85. 23) 的 对 a 求 和 中 完全 可 以 忽略 电子 项 ,因而 我 们 重新 得 到 公式 
(85. 24). 所 不 同 的 ,只 是 其 中 求 和 仅 对 等 离子 体 中 的 离子 各 种 类 进行 . 这 样 一 
来 ,在 强烈 简 并 下 电子 根本 不 会 影响 屏蔽 半径 以 及 等 离子 体 的 热力 学 量 的 关联 
部 分 . 





第 九 章 
流体 动力 学 涨 落 





$86 流体 动力 学 形状 因子 


第 五 卷 $ 116 所 研究 的 密度 涨 落 关联 函数 ,是 更 一 般 函 数 的 一 种 特殊 情况 ， 

这 种 一 般 函 数 不 仅 将 空间 不 同 点 而 且 将 不 同时 刻 的 密度 涨 落 联系 起 来 . 在 经 典 
理论 中 ,此 函数 定义 成 如 下 的 平均 值 . 

по (157, ,г,) = (6n(t, г, )6п (а, ,г,)), (86.1) 


在 此 1=4 -4; 从 定义 o 中 提出 的 因子 元 = 站 是 平均 粒子 数 密度 对 于 均匀 的 各 


向 同性 介质 (液体 ,气体 ) ,函数 (86. 1) 仅 仅 通过 两 点 距离 r = Ir, — , 1 而 依赖 于 
г, 和 r, ,以 后 我 们 正 是 这 样 假定 的 . 
在 量子 理论 中 ,类 似 的 函数 是 用 与 时 间 有 关 的 ( 海 森 伯 ) 密度 算 符 的 对 称 化 
乘积 来 定义 的 : 
nd(t,r) = 1080 71) 8 (а, ,г,) + A(t ,Tr)d A(t ,r)). (86.2) 
[与 第 五 卷 中 按 (118.4) 定 义 的 一 般 方法 相对 应 ]. 然而 ,在 此 情况 下 , 非 对 称 的 
定义 
no(t,r) = (8A(t ,7 )d A(t,,r,)) (86.3) 
更 有 某 些 优越 性 ,此 定义 仍 用 记号 a(1,r) 中 .与 函数 5(1,r) 相 反 ,函数 o(1,7) 不 
是 时 间 :的 偶 函 数 ;显然 ， 


F147) об) +0( -0n)]. (86.4) 
函数 e(t,r) 按 时 间 和 坐标 的 傅 里 叶 变换 式 


Ф 恰恰 这 个 函数 是 直接 的 观测 量 ,例如 ,在 液体 中 的 中 子 非 弹性 散射 一 一 见习 题 . 


< 340 - 第 九 章 流体 动力 学 涨 落 





oa(wk)=o(w,k) = ПСС (86. 5) 


称 为 介质 的 动力 学 形状 因子 . 由 于 函数 9(4,7) 的 各 向 同性 , 它 只 依赖 于 波 矢 的 
绝对 值 . 从 (86.4) 得 出 ,S(1,r) 的 侍 里 叶 变 换 式 为 


900,0) = 二 [oo +o( -0,0)1. (86.6) 


液体 密度 涨 落 纯 空 间 的 关联 由 上 =0 时 的 函数 (86.1) 定 义 :g(r) =o(t=0， 
т) =5(:=0,г). 此 函数 与 第 五 卷 $ 116 中 引入 (并 在 本 卷 $ 83 中 利用 过 ) 的 函 
(т) сп) =ь(г) +8(r) 相 联系 ;它们 的 傅 里 叶 变换 式 为 (Б) = (Е) +1. 
函数 о (К) (К) 称 为 液体 的 静 力学 形状 因子 . 函数 go(w,k) 与 o(k) 之 间 以 积 
分 关系 


oi) = О "ge| = Г. сое (86.7) 
相 联系 . 
薛 定 兽 密度 算 符 (不 依赖 时 间 ) 由 对 介质 中 所 有 粒子 的 求 和 式 
fi(r) = У 5(r-r) (86.8) 


给 出 ;粒子 的 坐标 7 起 着 参数 的 作用 [ 对 比 (24. 4) ]. 今后 我 们 需要 此 算 符 对 坐 
标的 健 里 叶 展开 的 分 量 


ћ = Јадете = Уе". (86.9) 
按 一 般 规则 过 渡 到 与 时 间 有 关 的 ( 海 森 伯 ) 算 符 
f(t,7) = ехр(1НИ В) (г) ехр( -1ЙЫ®). (86.10) 


ЖА АИА ТЕ, ,这 个 算 符 可 以 用 (86. 8—86. 9) КЗ НИИ Ӯ, (1) 
取代 7。* FF.(1) 是 粒子 坐标 的 海 森 伯 算 符 . 
根据 统计 学 的 基本 原理 ,平均 (…) 可 以 有 不 同 的 解释 ,这 要 看 结果 必须 用 

什么 热力 学 变量 来 表达 . 例如 ,如 果 函 数 e 是 在 系统 的 总 能 量 和 粒子 数 一 定 时 
确定 的 ,那么 ,平均 将 按 给 定 的 定 态 (т 态 ) 进 行 , 亦 即 取 相 应 的 对 角 矩 阵 元 . 对 
于 均匀 系 (液体 ) , 算 符 8 i(t,r) 的 矩阵 元 对 时 间 和 坐标 的 依赖 关系 由 下 式 给 
出 ， 

(тіё й(#,г) 11) = (т15 #(0) 11) exp[ iwt -kos * л]. (86. 11) 
2545 (8.4) ЖИС ЕЛЕЕ 5 п (Г) ЛЕГ =0 的 矩阵 元 ). 计 及 此 公式 ， 
我 们 写 出 

Fr(br) = У (тё (г, П) (NSA(,,r,) 1т) = 
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= > 1(т18 (0) 11) ?exp[i(wt Ж, * г) ]. 
此 函数 的 傅 里 时 变换 式 为 
No(w,k) = (2т)* У 10т18 (0) 10) 1°5(о -om)5( 天 一 Ko)， 


(86. 12) 
这 些 式 中 的 求 和 ,是 在 给 定 粒子 数 ( N。) 情 况 下 按 系统 的 全 部 状态 进行 的 . (因为 
算 符 8 有 (0) 不 改变 此 粒子 数 ). 
如 果 我 们 希望 通过 温度 和 液体 的 化 学 势 来 表示 形状 因子 ,那么 公式 
(86. 12) 还 应 当 按 吉 布 斯 分 布 进行 平均 : 
поо) = 09)“ У ее 


Тя 


02-Е, -AN, 
Т ) 
.1(ml5h(0)1)12 - ё(о о, )8(-,). 
(86. 13) 

(此 时 在 一 切 求 和 项 中 N = М). 再 对 or( -wo, -Е) =о( -w,k) 写 出 同样 的 公 
式 , 互 换 式 中 的 求 和 指标 1 和 m, 并 在 指数 因子 中 代入 ЕЕ, + fiw。 = Е. + 
(后 面 的 等 式 是 存在 6 函数 的 结果 ) ,我 们 得 出 

o( -wk) =o(w,k)e №7. (86. 14) 
然后 ,根据 (86.6)， 


б(,К) = а жет) (ш,Ё). (86. 15) 


注意 到 ,从 (86. 13) (或 (86. 12) ) 得 出 ,对 于 e 的 一 切 宗 量 的 值 , 函 数 r(w， 

№) >0. 又 从 关系 式 (86. 14) 得 出 ,在 零 温 度 时 
o(w,k) =0， 当 w<0,7=0. (86. 16) 

在 宏观 极限 下 (比值 YY 给 定时 У #1 У» ) , (86. 13) 中 的 各 8 函数 的 “ 栅 
栏 " 变 得 平滑 而 成 为 连续 函数 ,但 在 对 应 于 不 衰减 的 元 激发 w =w(k) 处 仍 保留 
着 co(w,k) 中 的 6 函数 峰 (通过 类 似 于 §8 的 讨论 就 会 得 出 ). 然而 ,仅仅 对 于 粒 
子 数 不 变 的 激发 才能 发 生 这 样 的 峰 D. 

我 们 来 证 明 ,液体 的 形状 因子 怎样 才能 和 涨 落 耗 散 定理 一 般 公式 中 所 表述 
的 量 相 联系 (D. Pines Р. Nozikres ,1958) . 

设 在 液体 每 个 粒子 上 都 作用 某 一 外 场 ,给 粒子 以 势能 U(1,r) , 则 作用 在 液 
体 整 体 上 的 微 扰 算 符 是 


Ф 例如 ,在 费 米 液体 中 ,a(w,k) 在 w= kuo 处 (uo 是 零 声 的 速度 ) 有 8 函数 的 奇异 性 . 但 对 应 于 能 谱 
的 费 米 支 没有 这 种 奇异 性 , 见 $91- 


. 342 . ялж 流体 动力 学 涨 落 





V(t) = fan Un) в, (86. 17) 
将 此 式 中 所 有 的 量 都 对 时 间作 传 里 叶 展 开 ,我 们 将 系统 的 响应 ( 即 微 扰 引起 的 
密度 变化 的 平均 值 ) 表 为 如 下 形式 
бп) = - Гао, 1л, -rl) Uw) ә (86. 18) 
此 处 函数 a(w,r) 起 着 广义 感应 率 的 作用 . 关联 函数 (е, г) 对 时 间 的 伟 里 叶 分 
量 5(w,r) 用 涨 落 - 耗 散 定理 中 的 表述 方法 是 
Nd(w,r) = (8п(г,)5п(г,))„, r=r, -г,. 


根据 这 个 定理 ,此 函数 通过 广义 感应 率 可 用 下 列 公式 表述 
пб. (ш,г) = hcoth Ima( ,7). (86. 19) 


通过 al(w,k) 也 可 用 此 式 将 对 坐标 的 傅 里 叶 分 量 了 (ww,k) 表 述 出 来 ,然后 ,根据 
(86. 15) ,我 们 得 到 动力 学 形状 因子 : 


no(w,k) = na( wh). (86. 20) 

这 些 公式 的 重要 性 ,首先 是 由 于 它们 将 动力 学 形状 因子 与 已 知 的 (对 变量 о 

的 ) 一 般 解析 性 质 联系 起 来 ;对 于 函数 a(w,k) 的 这 些 性 质 阐 述 于 第 五 卷 $ 123 
中 .这 些 性 质 也 允许 应 用 普遍 公式 [对 比 (75.11) ] 来 计算 形状 因子 . 根据 此 公式 


a(w,k) = ее асо, Aa,0) 00,0) (0л) ) 442%. 
4 


(86.21) 
如 用 少 算 符 表征 密度 算 符 (i = 多 旬 ) ,可 以 将 此 式 写 成 双 粒子 格林 函数 的 形 
式 ,计算 后 者 要 用 到 图 技术 . 
习 题 
试 通过 动力 学 形状 因子 来 表征 慢 中 子 在 同 种 原子 组 成 的 液体 中 进行 非 弹 性 
散射 的 概率 (G. Placzek ,1952). 
解 :根据 履 势 方法 ( 见 第 三 卷 $ 151) , 慢 中 子 散射 可 以 描述 成 以 势能 
U(r) -2", аб) (1) 
相互 作用 的 结果 . 此 处 h(r) 是 密度 算 符 (86.8):M 是 原子 和 中 子 的 折合 质量 ja 
是 慢 中 于 在 单个 原子 上 的 散射 长 度 ( 即 散 射 幅 极限 值 的 反 号 ). 液体 加 中 子 的 系 
统 在 某 区 间 dy 内 从 莱 初 态 (i) 到 终 态 (/) 的 跃迁 概率 是 


di ае Ui(Dat 





2 
4; (2) 
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[ 见 第 三 卷 (40,5) 1; ТОТ) ФЗТ ЖХ, [1 可 以 写成 8 让 来 代替 让 中 子 
(动量 已 和 能 量 e) 的 初 态 波 函数 归 一 成 在 体积 只 中 有 一 个 粒子 ,而 终 态 (动量 
P' 和 能 量 e') 波 函数 归 一 成 为 p/2T 的 8 函数, 则 др, = Фр’/(2т#)*, Е 
阵 元 为 

27а 
MYV 
ЖА АЕ = 己 -已 ,jio ==-5'. 而 Snh(tr) 是 对 于 液体 波 函 数 的 矩阵 元 . 将 此 式 代 
入 dw ,将 跃迁 概率 按 液体 的 一 切 可 能 的 终 态 求 和 . 此 时 积分 的 模 平方 可 以 写成 
双重 积分 的 形式 ( 按 ааах х) Ф а] 


У 8тл(1,г) ти (7,7) = У ӧл") бп, (1,г) = 
у Т 


= (18 (27,7) 5 (л) 11) =по (Е г, -г) 
(此 时 gq 表 为 i 态 液体 总 能 量 的 函数 ). 按 d(1' -1)d (x' -x) 积 分 给 出 g(w,k)， 
还 有 一 个 积分 (比如 对 dtd:x) 恰 好 给 出 体积 了 和 总 的 时 间 间 隔 夺 去 掉 因 于 上 之 
后 ,结果 得 到 单位 时 间 的 散射 概率 
4т в, dp (3) 





Ui(t) = Готе оаа, 





当然 ,再 按 吉 布 斯 分 布 平均 一 一 亦 即 当 形 状 因子 通过 温度 来 表征 时 ,此 公式 仍 保 
持 其 正确 性 . 

我 们 指出 ,形状 因子 的 性 质 (86. 16) 能 够 应 用 到 中 子 散射 ,表明 这 样 的 事 
实 : 在 了 =0 时 液体 仅 能 获得 能 量 ,而 不 能 放出 能 量 . 关系 式 (86. 14) 代表 细致 平 
衡 原理 ,因为 转移 能 量 和 动量 (w,k) 和 ( -w, -kk) 的 两 个 散射 过 程 是 互 为 逆 的 . 
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动力 学 形状 因子 满足 一 定 的 积分 ( 按 频率 w) 关 系 一 一 即 求 和 规则 . 

其 中 一 个 规则 的 导出 是 基于 算 符 庆 (1) 和 如 (+) 的 对 易 关 系 . 同一 时 刻 海 森 
ЧЕ Я АЖ ЕЕ Я, 和 让 的 对 易 关 系 是 相同 的 . На, 由 公式 
(86.9) 定 义 ,并 且 所 需 的 对 易 关 系 由 下 式 给 出 

Ва - Ир, (87.1) 
此 处 т 是 液体 粒子 的 质量 Q@. 
函数 o(1,r) 只 按 坐 标 展开 的 佬 里 叶 分 量具 有 表达 式 


中 ”这 个 对 易 关系 的 计算 与 在 第 三 卷 $149 中 为 导出 求 和 规则 (149.5) 所 进行 的 计算 一 致 ;现在 用 
液体 总 粒子 数 N 来 代替 电子 数 Z. 
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поба.) = ете mY Сват) ва) 92 (а, а), 


由 此 出 发 ,鉴于 被 积 式 仅 依赖 于 m -7,, 我 们 用 对 ахаа, 的 积分 代替 对 
4*(х, -x ) 的 积分 ;在 平均 号 内 进行 积分 . 我 们 得 出 


CD =, (6). (87.2) 





我 们 计算 ! ов НСС рд оо, 仅 依赖 于 差 4= ц, 


所 以 


90.0) (2-2) 


因而 将 (87.2) 代 和 人 此 式 后 得 


LAL LT Ви) LINE 


此 式 两 项 中 的 每 一 项 都 仅 依赖 于 矢量 的 绝对 值 ; 据 此 在 第 二 项 中 以 -大 代替 
к 然后 取 t= ЖЖ ‚= ,我 们 发 现 角 括号 中 的 两 项 差 与 (87. 1 ) 中 的 
对 易 关 系 一 致 . 这 样 一 来 ,我 们 得 到 
до (t,k) от 
д: 1-0 2т 
另 一 方面 ,将 o(t,k) 表 为 对 频率 的 储 里 叶 积 分 ,我 们 得 出 
rc A A 
对 比 两 个 微 商 表达 式 , 便 得 出 待 求 关 系 式 . 
Г шс (окуйа. = В 
35 2T 2т 
(С. Placezek, 1952) .我们 强调 指出 ,对 于 任何 大 此 式 都 是 正确 的 . 为 了 将 这 关系 
式 过 渡 到 经 典 极限 (#-*0) ,应 当 将 它 左 边 的 积分 写成 


Г шестью Је, 
о т 
根据 (86. 14) ,其 中 再 代入 
o(wh) -ol -wk) (в). 
然后 等 式 两 侧 的 声 因子 便 相 消 , 于 是 留 下 
[ оо ет. 
о т 


将 公式 (87.3) 应 用 到 了 =0 的 玻 色 液体 ,并 考察 小 上 值 的 区 域 . 在 20 时 对 
积分 的 主要 贡献 来 自 形 状 因子 a(w,k) 的 6 函数 峰 . 而 后 者 在 (86. 13 ) 中 是 由 于 


р 








(87.3) 
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产生 一 个 声 子 的 跃迁 而 出 现 的 (因为 在 液体 基态 没有 声 子 , 所 以 在 7=0 时 不 存 
在 潭 没 一 个 声 子 的 跃迁 ). 这 项 的 形式 为 48(w -uk). 此 处 ик 是 声 子 能 量 (u 是 
声速 ). 将 此 项 作为 a(w,k) 代 入 (87.3) ,我 们 得 到 系数 4 ,结果 

mhk 


ow,h) = (о-и). (87.4) 

按 (86.7) 积 分 此 式 ,给 出 静 力学 形状 因子 
о = 种 (87.5) 

ти 


(В.Р. Feynman,1954) 中 .因为 这 个 公式 是 关于 的 小 值 区 域 的 ,所 以 它 的 伟 里 
叶 反 演 给 出 在 大 ~ 时 关联 函数 的 渐 近 公式 


и(г) = - ћ 


2т°тш* 
(为 了 检验 这 个 公式 ,参阅 330 页 注释 中 引用 的 积分 ). 在 7=0 时 公式 (87.6) 在 
任意 大 的 距离 都 是 正确 的 . 在 低 而 有 限 的 温度 时 ,直至 + ~ hu/7 的 距离 它 都 是 对 
的 ,在 此 距离 的 涨 落 已 经 不 再 是 纯 量子 的 了 . 在 更 大 的 距离 上 规律 (87. 6) 为 指 
数 衰减 律 所 代替 (如 果 忽 略 范 德 瓦尔 斯 力 的 贡献 , 见 § 83)@. 

一 个 求 和 规则 ,可 以 从 $86 中 建立 的 形状 因子 与 某 个 广义 感应 率 
а(о,Б) 的 关系 中 得 到 . 这 个 关系 由 公式 (86. 20) 给 出 , 它 在 7=0 时 归结 为 (对 
w>0) 


(87.6) 


fa (о „К) =2hIma( wk). (87.7) 
根据 Kramers - Kronig 公式 [ 见 第 五 卷 (123,15) ] ， 


Rea(w， ю=1р|, теа. -do Ж 
在 此 , 取 w=0 并 计 及 a(0,k) 是 实 量 ®， анчы 
(0,8) == || лпа, = (87.8) 


Ф щение тек) ек) ЕРЕ НЕ О ЭС (87. 5) „БАЕК 时 才 是 严格 正确 的 . 
在 上 值 增加 时 产生 几 个 准 粒子 的 跃迁 ,对 o() 的 贡献 起 着 越 来 越 大 的 作用 . 如 果 忽 略 这 些 贡献 ,可 以 认 
为 ,这 个 公式 给 出 了 形状 因子 与 玻 色 液 体 中 准 粒子 能 量 之 间 的 关系 . 并 且 当 ~1/a 时 (a 是 液体 中 原子 间 
的 距离 )o 具有 极 大 值 ,这 对 应 于 曲线 e(t) 上 “ 旋 子 "的 极 小 值 . 

Ф 关联 函数 (87.6) 与 取 正 值 的 理想 臻 色 气体 的 相反 ( 见 第 五 卷 $ 117) ,是 负 值 (与 粒子 间 的 斥 力 
相对 应 ), 与 此 有 关 , 我 们 记得 ( $25) , 弱 非 理 想 臻 色 气体 能 谱 仅 在 上 << mu/ 有 (并 且 h/mu >> a) 时 才 有 声 


子 型 , 相应 的 距离 十 >> imu, 所 以 过 渡 到 理想 气体 (u 一 0) 时 ,公式 (87.6) 的 应 用 范围 推 延 到 无 限 


远 . 
图 由 广义 感应 率 的 一 般 性 质 可 知 a(w =0,r) 是 实 的 . 因此 传 里 叶 分 量 a( w = 0,k) 的 实数 性 可 由 
а(о,ғ) г АВ. 
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在 60 的 极限 有 下 列 关系 
(87.9) 


它 的 得 出 ,是 由 于 在 空间 做 慢 变 的 静 弱 场 中 发 生 人 + 0 = const 的 平衡 条 件 . 所 以 
施加 外 场 等 价 于 化 学 势 变化 - О. 因此 ,在 极限 К—0 时 ,从 (86. 18 ) 我 们 有 


ап = – 80. и або, т) 0 а) = -Ua(0,k=0), 
дш 


由 此 得 到 (87.9). 

将 得 到 的 公式 (87. 7 一 87.9) 汇 集 起 来 ,我 们 便 得 到 7 =0 时 液体 形状 因子 
的 如 下 求 和 规则 : 

==, о(о,00) 40 = 5 (87.10) 
(р. Ріпеѕ , РЬ. Могбгез, 1958). 
Я 题 
1. ЖЕД ТТ, в, гет ЖО об). 
解 : 待 求 的 关联 部 数 ,由 上 ~ 二 三 T/hu <ТНИЯЖИТЯХ. 在 此 条 件 下 


液体 的 能 谱 是 声 子 型 的 . 当 了 天 0 时 在 ga(w,k) 中 有 对 应 于 吸收 声 子 的 8(w+ 
刀 ) 项 ,同时 还 有 放出 声 子 的 8(w – ku) 项. 这 些 项 的 系数 可 借助 于 (86. 14) 和 
(87.3) 来 确定 : 

mhk 








оф.) Те мт] (ohu) +e 8(w+ hu)|. (1) 
积分 此 式 ,我们 得 到 
Mh ju 
o(k) = тц ЭТ: (2) 
然后 
Зе Т7 ФВ [” аа ku 
(г) = fe oh 7) er) "kcoth т 


在 复数 上 的 上 半 平 面 ,用 无 限 远 的 半圆 封闭 dk 的 积分 围 道 , 积 分 归结 为 对 极点 
的 留 数 (分 布 在 虚 轴 上 ) 求 和 . 当 r >> hu/T, 积 分 的 主要 贡献 来 自 于 ju/2T = 
处 极点 的 留 数 : 
BY = - 281. ep 人 ="): (3) 
тит 


在 aT/jiu <<1 ЖТ, АЖ о(г) Жж Нз АХ РАТИ. Е 
此 原子 距离 上 与 原子 的 直接 作用 有 关 的 效应 减弱 了 ,此 时 在 公式 (3) 中 重要 的 
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АДАМА, НЕМЕНХИЛЯЕТИД. 我 们 指出 ,在 推导 中 我 们 忽略 了 
范 德 瓦尔 斯 力 的 贡献 . 正如 从 $ 83 的 结果 中 得 到 的 ,此 贡献 具有 紧 的 特征 ,因此 
在 足够 大 的 距离 上 就 成 为 主要 的 了 . 应 该 由 (3) 过 流 到 (83.16) 的 这 些 距离 , 决 
定 于 系数 间 的 具体 关系 ,但 当 温度 足够 低 时 总 有 公式 (3) 的 适用 区 域 . 因为 在 适 
用 区 域 的 边界 , 当 7~ ju/T 时 ,根据 (3) ,vx 人 ,而 根据 (83.16) ,voxT. 

2. 在 玻 色 超 流体 中 凝聚 体 波 函 数 有 涨 落 , 试 求 在 大 距离 上 此 涨 落 关联 函数 
的 极限 形式 . (P. С. НоћепЬегв,Р. С. Martin ,1965)@ 

解 :在 长 波 极限 ,最 强 的 涨 落 属于 凝聚 体 的 波 函 数 ФИАН 
观 超 流 运动 的 较 小 能 量 . 对 液体 (体积 V 并 有 给 定 的 了 和 凡 ) 总 热力 学 势 人 的 相 
应 贡献 为 


50= Га, 24720, | су Ф)?ау. 


将 8 Е 
8Ф= У ӘФ,е", PD..=69, 
т 
我 们 得 出 
т 2 
80 = ар. У, LA 
因此 , 均 方 涨 落 为 


(18Ф,1?) = Tm /Vi?p,k?; (4) 
与 第 五 卷 8 146 的 计算 完全 类 似 . 此 涨 落 对 同时 关联 函数 
G(r) =(88(0)8=(г)) 
的 贡献 是 С(г) =т(8Ф(0)5Ф(г) > = Tnom /Anhp,r. (5) 
因此 C(r) 在 大 距离 上 按 晨 的 规律 下 降 . 凝聚 体 密度 涨 落 mo 的 贡献 ,在 这 里 
按 指数 规律 减 小 . 在 r ~r。 处 此 二 贡献 相差 无 几 . 在 距离 r<<r.. 温度 于 入 点 附 
近 , 它 们 共同 遵守 下 列 规律 ; 
С(г) er tn, (6) 
这 里 是 恰当 临界 指数 . 关联 半径 r。 可 以 定义 为 这 样 的 距离 ,在 其 上 能 够 用 (6) 
代替 渐 近 形 (5) ， 
пр, ть. 
借助 于 临界 指教 B 和 z[ 这 些 临界 指教 ,根据 (28.1) #2 (28.3) №3 п, 和 Fr 对 温 
度 的 依赖 关系 ] ,我 们 求 出 
p(T – Т)", 


Ф 本 题 是 Pergamon1980 英文 版 增加 的 ,我们 将 其 加 到 中 文 版 内 . 一 一 译 者 注 . 
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利用 临界 指数 qa,B,v,Y 间 热 知 的 关系 式 ( 见 第 五 卷 8 148,， 8$ 149 ) ,我 们 容易 看 
出 ,此 结果 与 (28.4) 是 一 致 的 . 
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在 前 几 节 ,我 们 研究 了 在 任意 频率 w 和 任意 波 矢 上 时 液体 密度 的 涨 落 . 此 
时 ,在 一 般 情况 下 ,当然 不 能 求 出 关联 函数 的 具体 形式 . 然而 , 当 涨 沙 波 长 大 于 微 
观 特征 线 度 (液体 中 原子 间距 离 ,气体 中 的 自由 程 ) 时 ,在 流体 动力 学 极限 下 就 
可 作 到 这 一 点 . 

在 静止 液体 中 ,不 需要 特殊 研究 对 密度 、. 温 度 .速度 等 涨 落 的 同时 关联 函数 
的 计算 :利用 适 于 任何 热平衡 介质 的 通常 热力 学 公式 来 描述 这 些 涨 落 ( 经 典 的 ， 
即 非 量 子 极限 ). 在 空间 不 同 点 , 涨 落 的 同时 关联 在 原子 距离 数量 级 的 长 度 上 传 
播 ( 此 时 ,我 们 忽略 了 弱 的 远程 作用 的 范 德 瓦 尔 斯 力 ). 但 是 ,此 距离 在 流体 动力 
学 中 是 看 做 无 限 小 的 . 因此 ,在 流体 动力 学 极限 下 ,不 同 地 点 的 同时 涨 落 是 不 相 
关联 的 . 形式 上 ,这 个 论断 可 以 从 热力 学 量 一 一 实现 涨 落 所 需 的 最 小 功 Ri, 的 可 
加 性 中 得 到 . 因为 涨 落 的 概率 正比 于 exp( - К„„/Т) ,所 以 将 Rs。 表 为 与 各 个 物 
理 无 限 小 体积 有 关 的 各 项 之 和 的 形式 ,我 们 便 发 现 ,这 些 体积 中 的 涨 落 概 率 是 相 
互 独立 的 . 

根据 这 个 独立 性 ,可 以 立刻 将 热力 学 量 在 空间 给 定点 的 涨 落 均 方 值 的 著名 
公式 ( 见 第 五 卷 $ 112) ,改写 成 关联 函数 公式 的 形式 . 例如 ,根据 体积 了 中 温度 
涨 落 公式 








КЕС: 
((%Т)?) = ре 
(p 是 密度 ic. 是 介质 单位 质量 的 热 容量 ) ,首先 写 出 
(8T(7,)87(7,)) = Тв, 
pc。 


此 处 涨 落 分 属 两 个 小 体积 V。 和 VV, ,然后 当 体积 趋 于 零 时 ,我 们 得 到 @ 


(37(7)87(7,)) = аб л) (88.1) 
另外 的 热力 学 量 的 涨 落 ,用 类 似 的 方法 可 以 写 出 公式 ; 
《ap(rn)ap(m)》 =2Т(35) sn -һ), (88.2) 


Ф ”此 式 以 及 气体 情况 下 同时 关联 的 以 下 公式 ,对 于 波长 仅 大 于 分 子 间距 离 ,但 不 一 定 大 于 自由 程 
的 涨 落 是 正确 的 . 但 是 ,后 一 个 条 件 ,在 流体 动力 学 近似 中 对 于 不 同时 关联 函数 是 不 可 缺少 的 (因为 在 气 
体 中 微 扰 传播 的 微观 机 制 恰好 由 粒子 的 自由 程 所 决定 ). 
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《SP(r)5P(m)》 =) в -һ) = 


р 
=pTu’8(r, -г,), (88.3) 
(в), = 280 2). (88.4) 


(P 是 压强 ;s ХЛАМА ЖАНА); ШУ, НЕ р, Т 的 涨 落 是 相互 独立 的 (P， 
s 也 是 如 此 ). 还 可 以 写 出 液体 宏观 速度 "( 平 衡 时 等 于 零 ) 的 涨 落 公式 : 


(ёол) вв (т, ) > = Тат =). (88.5) 


涨 落 的 时 间 关 联 以 及 运动 液体 中 的 涨 落 是 流体 动力 学 中 独特 的 问题 . 这 些 
问题 的 解决 要 求 考虑 液体 中 的 耗 散 过 程 一 一 粘 滞 性 和 热传导 . 

流体 动力 学 中 建立 涨 落 现 象 的 普遍 理论 ,归结 为 构造 涨 落 量 的 “运动 方 
程 ”. 在 流体 动力 学 方程 中 ,用 引入 相应 的 附加 项 的 方法 , 便 可 以 做 到 这 一 点 (I. 
Д. 朗 道 ,E. М. ##% 1957). 








写成 如 下 形式 的 流体 动力 学 方程 ， 
Bry. (po) =0, (88.6) 
о 98 ет о (88.7) 
РТ +29: (ов) У: 4 (88.8) 


对 于 应 力 张 量 o'% 和 热流 矢量 а 的 形式 ,没有 特定 的 要 求 ,这 些 方程 不 过 表示 质 
量 守 恒 动量 守恒 和 能 量 守恒 而 已 . 因此 ,此 形式 的 方程 对 任何 运动 ,其 中 包括 液 
体 状 态 的 涨 落 变 化 ,都 是 正确 的 . 此 时 р, Р,о 应 理解 为 基本 运动 的 量 值 pu,P， 
Vo,"… 与 其 涨 落 振荡 So ,8P,8v ,… 之 和 ( 当然 ,对 后 者 的 方程 总 可 以 线性 化 ). 

相应 地 将 应 力 张 量 和 热流 通常 的 表达 式 与 速度 梯度 及 温度 梯度 联系 起 来 . 
在 液体 的 涨 落 中 ,也 会 发 生 与 上 述 梯度 无 关 的 局 域 自发 应 力 和 热流 ;用 sa 和 8 
表示 它们 并 称 之 为 “随机 " 量 . 这 样 一 来 ,我 们 写 出 





д, до, РА 
а - 369 50) +089 59 +, (88.9) 


а= -кУТ+а (88. 10) 
(п, 是 粘 灌 系数 ;k 是 导热 系数 ). 
现在 的 问题 是 在 定义 ss 和 8 的 关联 函数 时 确定 它们 的 性 质 . 为 简单 计 ,一 
切 讨论 都 是 对 流体 动力 学 非 量 子 涨 落 的 自然 情况 进行 的 ;这 意味 着 ,假设 涨 落 振 
荡 频 率 满足 条 件 по << Т. 此 时 粘 滞 系 数 和 导热 系数 将 不 认为 是 色散 的 , 亦 即 不 
依赖 于 振荡 频率 . 


а". =" 
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在 涨 落 的 普遍 理论 中 (第 五 卷 $ 119 一 $ 122) ,是 研究 涨 落 量 x, ,x,,… 的 离 
散 序列 ,然而 在 此 我 们 处 理 的 是 连续 序列 (液体 每 一 点 的 p,P,…). 把 物体 体积 
划 成 小 而 有 限 的 区 域 AV, 并 在 每 一 个 区 域内 研究 量 的 若干 平均 值 ,我 们 就 能 避 
开 这 个 非 本 质 的 困难 ;在 最 后 公式 中 再 过 滤 到 无 限 小 体 元 . 

我 们 要 把 公式 (88. 9 一 88. 10) 作为 准 定 态 涨 落 普遍 理论 [ 见 第 五 卷 
(122.20) ] 的 方程 





&,= 一 х У.Х, +. (88.11) 


来 研究 ,此 时 选取 每 一 区 域 AV 中 的 张 量 r 心 和 矢量 4 的 分 量 值 , 作 为 *.; 于 是 sw 
和 8 便 是 量 y。: 
Рае Ч (88. 12) 
У.—*а, Bi 
ЖЕНИХ, ИЖ ЛИ 5 变化 速度 公式 的 方法 来 解释 . 借助 
于 方程 (88. 8 一 88. 10), 用 普通 方法 (对 比 第 六 着 §49) 我 们 得 到 





д; АСД АУТ 
$= И (2. Е аа (88.13) 
о к 
$=- У #,Х, 
比较 ,我们 得 到 
дъ, д 1 97 
Киа, ты АУ (88. 14) 
现在 容易 求 出 系数 y。 ,根据 公式 
(у. (и )уь (в) = (уж + ум) dt -t,) (88. 15) 


[ 见 第 五 卷 (122. 21а] ) ,这 些 系数 便 可 直接 确定 待 求 的 关联 . 

我 们 首先 注意 到 ,在 公式 (88. 9 一 88. 10) 中 没有 o', 与 温度 梯度 相 联 系 的 
项 ,也 没有 4 与 速度 梯度 相 联 系 的 项 . 这 就 意味 着 相应 的 系数 y。 = 0, 因 而 根据 
(88.15) 有 

(sa(tisr) g(t ,r)) =0, (88. 16) 
Вр з а 的 值 彼此 完全 不 关联 . 

其 次 ,如 这 些 量 取 自 不 同 的 小 区 AV, 那 么 联系 9 和 值 ( ДУ/Т?) . 97/9x, 的 
系数 等 于 零 , 如 果 它 们 取 自 同一 小 区 ,那么 等 于 y。 = КГБ, В НАК 
(88. 15) 用 这 些 y. 值 ,过 渡 到 Ar 一 "0 的 极限 ,我们 得 到 

(gi(ti ri) g(t г.) ) =2кТ2 8,8 (7, 一 疡 )8( 2). (88. 17) 

用 类 似 的 方法 ,可 得 出 关于 随机 应 力 张 量 的 关联 函数 公式 

{а( 71) sin(t ,Tr )) = 
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=27[7C8i8 +60 (0-2) ав, Јол rs) а). (8в, 18) 


公式 (88. 16—88. 18) 原则 上 解决 了 所 提出 的 在 任何 具体 情况 下 计算 流体 
动力 学 涨 落 的 问题 . 解决 问题 的 过 程 是 这 样 :将 sx 和 8& 看 成 是 坐标 和 时 间 的 给 
定 函 数 ,如 考虑 到 必要 的 流体 动力 学 边界 条 件 ,我 们 便 形 式 地 对 于 量 ap,3o ,… 
求解 已 线性 化 的 方程 (88. 6 一 88. 8). 结果 我 们 得 到 的 这 些 量 , 是 表达 成 ss 和 g 
的 某 些 线性 泛 函 的 形式 . 相应 的 ,5p ,8v ,… 的 任何 平方 量 , 均 可 通过 sa ,g 的 平方 
泛 函 来 表征 . 然后 它们 的 平均 值 便 用 公式 (88. 16—88. 18 ) 来 计算 ,因而 在 解答 
中 不 再 出 现 辅助 量 va,8. 

我 们 再 将 公式 (88. 16—88. 18) 写 出 对 频率 的 传 里 叶 分 量 式 , 并 可 立刻 将 此 
写成 量子 涨 落 情况 的 推广 形式 . 根据 涨 落 - 耗 散 定理 的 一 般 规则 ,用 引入 附加 因 


Засан ВСЕ А ВЕЙ hw << 了 下 变 为 1) 的 方法 , 即 可 完成 此 推广 . 当 粘 潜 性 


和 热传导 有 色散 的 情况 下 , 量 7n,z ,wx 是 频率 的 复 函 数 ;此 时 在 涨 落 的 公式 路， 
С.к 代 之 以 这 些 函数 的 实 部 : 
(507417) =0 (88. 19) 


Се) = ва, г, ) hoTeoth №0. 


т` Rek(w)， (88.20) 


(209092) = Вов ( г, г, со 18 x 
х [ (5484. + B84 ~ 38,6.) версо) вав, Ret(wo)]. (88.21) 
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这 一 节 我 们 研究 静止 的 无 限 液体 中 的 流体 动力 学 涨 落 . 这 个 课题 当然 可 用 
上 节 讲 述 的 方法 解决 . 然而 ,我 们 在 此 用 另外 方法 做 此 问题 ,以 演示 求解 流体 动 
力学 涨 落 课题 可 以 任 选 一 种 方法 . 

这 个 方法 ,是 在 引入 随机 力 以 前 的 早期 阶段 ,便利 用 准 定 态 涨 落 的 一 般 理 
论 . 我 们 回忆 起 与 此 有 关 的 一 般 公 式 ( 见 第 五 卷 §122). 

设 

t= — У Ал (89.1) 

是 描述 系统 非 平衡 态 (于 平衡 态 全 部 *。=0) 的 一 组 量 x,(1) 的 宏观 “运动 方程 ”， 
如 果 量 x。 大 于 它们 的 平均 涨 落 (但 同时 又 是 足够 小 ,以 致 允许 将 运动 方程 线性 
化 ) , 则 可 断定 , 涨 落 关联 函数 满足 (在 :>0 时 ) 同一 组 方程 


(Dr.(0)) = - У А, ( (1), (0) ) ,>0. (89.2) 
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下 列 等 式 
Гбх, (0)а,00)) 1...0 = (жх,) (89.3) 

可 做 为 这 些 方程 的 起 始 条 件 АК Сах ВЕБЕ ОТИ ГАЈ Е ЛЕВА. 关联 函数 
按 规则 

(x(t)x.(0)) = =(х,(-1)х.(0)) (89.4) 
延 拓 到 1<0 的 区 域 , 式 中 上 面 的 符号 用 于 两 个 量 x。 和 д, 都 是 时 间 反 演 的 偶 函 
数 (或 都 是 奇 函 数 ) 的 情况 ,而 下 面 的 符号 用 于 两 量 中 一 个 是 偶 函 数 另 一 个 是 奇 
函数 的 情况 . 方程 (89.2) 的 带 附 加 条 件 (89. 3) 的 解 ,可 用 一 侧 侍 里 叶 变 换 的 方 
法 求 出 :给 方程 乘 以 e” ,并 由 0 到 对 :积分 (方程 左 侧 进行 分 部 积分 变换 ) 我 
们 得 方程 组 





(дя) = — У Ав (я, + xv). (89.5) 
其 中 的 量 (频率 函数 ) 为 
(zx,) 5 = е (х, (1), (0) ) de (89.6) 


关联 函数 通常 的 传 里 叶 分 量 , 通 过 量 (89. 6) 可 根据 
ба) = ||. (Da(0))d= 


= (а) = [ (2.4) 1] "= 
= (ль)? + (vr) (89.7) 
表征 出 来 . 此 处 符号 + 对 应 于 (89.4) 中 的 符号 . 
现在 转 到 所 提 的 静止 液体 的 涨 落 问题 上 来 ,首先 将 (88. 9 一 88. 10) #0 с’ П 
4( 略 去 最 后 项 ) 代 入 流体 动力 学 方程 (88. 6 一 88. 8) 并 使 之 线性 化 . 取 p = po + 
5p,v = 8v ,… 并 略 去 非 线性 项 ,我 们 得 到 


8 (89.8) 
9: 
po = -УзР+тА» + [+1 Сусв), (89.9) 
аг 3 
а-в 
аё 77 (89.10) 


(线性 化 之 后 我 们 略 去 常量 po,… 的 下 标 0). 在 方程 (89. 8—89. 10) 中 ,最 好 根 
据 定义 
о =0 +0, (89.11) 
Vv =0, ух =0, 
立刻 将 速度 分 为 有 势 的 (“纵向 的 ") 和 有 旋 的 (“横向 的 ”) 两 部 分 "和 v 10 ТЕ 
(89.8) 中 只 剩 下 纵向 速度 : 
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了 ap rp ov" =0, (89.12) 
而 (89.9) ,分 解 为 两 个 方程 
а о MAD. (89.13) 
дг р 
Br "= vip+ (+3n) vv"). (89.14) 
Ро 3 


横向 速度 的 方程 独立 于 其 余 的 方程 . 与 此 对 应 , 它 的 涨 落 关联 函数 有 一 个 

方程 

Eo пол) 00,0)) - вби (an) (0,0) =0 (89.15) 
(ЖЖ у = т/р 是 运动 学 粘度 . 对 它 进行 一 侧 侍 里 叶 变 换 后 ,我 们 得 到 

-iw (oo (г) (075 А Cr) (0)) = 

= (019 (r)v" (0)) 

(公式 右边 是 同时 关联 函数 ) ,或 变 到 对 坐标 的 传 里 叶 分 量 : 
(009209) - О), ри ), 
ук’ – ію 

速度 涨 落 的 同时 关联 函数 ,由 公式 (88.5) 给 出 ;对 它 取 传 里 叶 分 量 , 并 分 出 横向 
部 分 后 ,我 们 有 


ГИС Т 
99), (в, - 
将 此 代入 前 式 ,最 后 得 到 中 
и нове о «а, ә) и (89,17) 


对 于 剩余 的 变量 ,我 们 有 互相 联系 的 方程 组 (89. 10), (89.12), (89. 14). 然 
而 该 方程 组 ,在 大 频率 或 小 频率 的 极限 情况 下 可 以 简化 . 事实 是 ,纵向 速度 的 微 
扰 和 压强 的 微 扰 在 液体 中 以 声速 4 传播 ,而 炳 的 微 扰 是 按 热 传导 方程 传播 的 . 后 


者 的 机 制 ,要 求 在 ~ 十 距离 上 传播 微 扰 的 时 间 为 8 (х = Кирс, 是 介质 的 导 温 
系数 ). 因此 ,对 于 满足 条 件 


(89. 16) 


kk 
a 








Xk << ~ hu (89. 18) 
的 频率 ( 波 矢 之 值 给 定时 ) „АГА о, — ЕВЕ Яо ОЯТ Р 在 涨 落 . 相反 ,在 
х ~ w << ku (89. 19) 


Ф 容易 看 出 ,将 公式 (89.17) 按 dw/2m 积分 ,理应 回 到 同时 关联 函数 . 
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В}, В ЗЫ 9 а НЕВЕ. 
我 们 首先 研究 前 者 , 即 高 频 区 (89. 18) ,并 确定 ,例如 ,压强 的 涨 落 . 
改写 关联 函数 的 方程 (89. 14) 为 下 列 形式 


269 (09 ,7)5Р(0,0)) = -Y(3P(Lr)5P(0,0))+ 


(з) Су + (0 (09 ,ғ)8Р(0,0))), 


而 " ”和 8P 的 同时 关联 为 零 ,可 以 作为 上 式 的 起 始 条 件 . 进行 对 时 间 的 一 侧 傅 
里 叶 变换 和 对 坐标 的 全 变换 后 ,得 出 


тарб» ФБР): = (аР)? [еек Vap) 





(89.20) 
其 次 ,在 方程 (89. 12) 中 我 们 写 出 
ap = (Е вр + (2) = 18Р -pi Е 5, 


将 方程 (89. 10) 写成 下 列 形式 


用 来 表达 38s/at( 根 据 条件 Xi La 比较 , 右 侧 的 Ais 项 可 以 忽略 ). 这 
就 导出 方程 


工 9sp_kpfa7y 
а ав); AsP+pV .om =0. 


在 此 分 别 以 (SP(tr)3P(0,0) ) Ж (9 < (1,г)5Р(0,0) ) К ӘР 和 v , 便 重 新 
得 到 与 关联 函数 相应 的 方程 . 而 它 的 起 始 条 件 是 (88.3). 傅 里 叶 变 换 后 ,该 方程 
给 出 


[ -将 Е этар) роко ару р, (89.21) 


进行 一 些 变换 后 ,从 两 个 方程 (89. 20—89. 21) ,我 们 得 到 
рти“ (i+2yrw/uk’ ) 


в о 
(38P?)。 =2Re(8P2) 人 28 тории) (89.22) 

在 此 ， 
Ут Е т (89.23) 


Ф 不 等 式 Xk* << hu 在 流体 动力 学 范围 总 是 满足 的 . 例如 ,在 气体 中 上 -ur 和 x ~ orl, 在 此 т 是 粒子 
的 平均 热 速度 ,而 /是 其 自由 程 . 因此 不 等 式 Xk <<u 等 价 于 条 件 << 1 
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是 介质 中 声 的 吸收 系数 ( 见 第 六 卷 $79) ,而 yr 是 此 系数 中 与 热传导 有 关 的 
部 分 . 对 于 w = + ku 值 附近 (此 处 涨 落 特别 大 ) 的 频率 区 域 ,我 们 写 出 最 终 
答案 : 

Ти? 
(оки)? + uy 
此 式 在 lw 二 kul 三 wy0 情况 下 是 正确 的 . 

在 (89.19) 的 低频 范围 内 ,已 经 讲 过 ,忽略 压强 涨 落 ,只 考察 炉 涨 落 已 足够 
了 . 这 意味 着 在 方程 (89. 10) 中 可 取 
87~ (57) as = 
( 热 容量 c, 是 单位 质量 的 ). 因此 ,对 于 待 求 的 关联 函数 有 与 (89. 15) 同型 的 方 
程 ,而 它 的 起 始 条 件 由 表达 式 (88.4) 给 出 . 结果 得 出 


(ә) 22А, (89. 25) 


(ӘР?) „= (89. 24) 


з а 
1. ЖИ ЖЕДЬЕТиНА Хи. 
解 :溶质 粒子 数 密度 nn 满足 扩散 方程 


дп DAn 
ot 


(D 是 扩散 系数 ). 在 弱 溶 液 中 ,密度 在 空间 不 同 点 的 同时 值 是 互 不 关联 的 (类 似 
于 理想 气体 中 不 存在 同时 关联 ) ;所 以 同时 关联 函数 为 
《sn(m)sn(r)》=FS(r -г,). 
类 似 于 公式 (89. 25 ) ,我 们 得 到 
21° 

在 此 解 中 我 们 忽略 了 热 扩散 ,因此 nn 的 涨 落 可 以 认为 与 温度 涨 落 无 关 . 

2. 求 出 液体 的 压强 涨 落 关 联 函 数 , 该 液体 具有 大 的 、 色 散 的 第 二 粘 兆 系 数 
(о) (与 某 个 参数 缓慢 弛 琼 有 关 ). 

解 :缓慢 弛 冬 过 程 的 存在 ,导致 出 现下 列 形 式 的 第 二 粘 滞 系 数 


《(o) = ТР (из -ш), 
1 - ют 
АТД и 是 平衡 声速 度 iu。 是 在 弛 和 障 参 数值 不 变 时 的 声速 ( 见 第 六 


(ёп?) = 


Ф 我 们 记得 ( 见 第 六 卷 $79) ,流体 动力 学 的 声 吸收 系数 在 气体 中 总 是 小 的 (可 自动 从 条 件 М << 1 
中 得 出 不 等 式 y << f) ,并 且 在 无 明显 声色 散 的 液体 中 也 是 小 的 . 
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卷 $81) .方程 (89. 20 一 89.21) ,以 及 (89.22) 在 有 色散 时 也 是 正确 的 . = 
(о) ЖЕ тек, тИ] 

2Ттрио (и? - из) 
(шо)? +о?т (и о)? 





(ӘР?) 1 = 


$90 动 理学 系数 的 算 符 表述 


可 以 给 予 $ 88 中 得 到 的 公式 (88. 20—88.21) 以 新 的 看 法 ,这 只 要 “从 右 向 
左 " 读 , 即 可 将 其 看 成 导热 系数 和 粘 洛 系数 的 表达 式 . 此 时 等 式 左边 的 关联 函 
数 ,根据 它们 的 定义 ,可 以 通过 具有 微观 意义 的 一 些 量 的 算 符 来 表征 . 结果 ,通过 
这 些 算 符 可 表述 液体 的 动 理学 系数 . 

首先 需要 考虑 ,在 空间 不 同 地 点 ,能 量 和 动量 的 “随机 ” 流 涨 落 之 间 不 存在 
关联 ,( 公 式 (88.20 一 88.21) 中 的 8 函数 8(r -г,) ) 乃 是 流体 动力 学 的 近似 结 
果 ; 这 种 近似 只 在 波 矢量 取 小 值 时 才 正 确 . 为 了 将 此 条 件 表 为 显 形式 ,我 们 将 公 
式 按 空 间 坐 标 展 为 传 里 叶 分 量 [这 归结 为 用 1 代替 8(r -r,) 因子 ] 并 过 渡 到 上 
一 0 的 极限 . 例如 ,将 一 对 指标 г, нА 20) 


(gg )。=38(ri -7,) hoTcoth 29 27 Rer(w) 
写成 如 下 形式 


ћо 
Век(о) з Ttanh 27 27Flim(e Ја» (90.1) 


容易 看 出 ,这 样 描写 时 ,在 此 公式 中 可 以 用 @ 表征 的 总 能 流 代替 “随机 " 热 
流 g. 从 流体 动力 学 知道 ,0 由 对 流 迁 移 能 流 和 热流 g 所 构成 : 


2 
Q=( 守 +w)or +4=ршу -kVT+8 (90.2) 


(w 是 液体 单位 质量 的 热 函数 ;最 后 表达 式 中 忽略 了 速度 o 涨 落 的 高 次 备 项 ). 但 
在 小 天 时 ,真实 物理 量 (9 ,7,p 等 等 ) 的 涨 落 比 随机 流 涨 落 , 多 包含 k МЕХ, 
Ш, ЛЕ 0 的 极限 时 ,g 的 涨 落 与 8 的 涨 落 一 致 . 这 一 点 从 下 列 事实 中 立即 明 
了 , 即 在 流体 动力 学 涨 落 的 运动 方程 式 (88. 6 一 88.8) 中 , 流 g 及 sa 只 在 空间 微 
商 下 出 现 ,而 上 述 真实 物理 量 也 以 对 时 间 微 商 的 形式 出 现 ;因此 , 变 成 传 里 叶 
分 量 后 ,对 空间 微 商 的 傅 里 叶 分 量 与 对 时 间 微 商 的 伟 里 叶 分 量 之 比 的 数量 级 
为 k/w. 

与 8 不同 ,总 能 流 Q 是 有 直接 力学 意义 的 量 ,因而 , 它 对 应 于 用 介质 粒子 的 


动力 学 变量 算 符 所 表征 的 、 确 定 的 量子 力学 算 符 Q(t,7). 回忆 以 相应 量 的 ( 海 森 
Е Ан 于 是 ,我 们 获得 下 列 公 式 


Rek(w) = hx 


$91 费 米 液体 的 动力 学 形状 因子 .357 . 





х7 еко (0(1,г)0(0,0) +0(0,0)0(1,г) ) аа? 


(90.3) 
(М. $. Стееп 1954). А 
然而 ,如 果 利 用 相应 算 符 对 易 关 系 表 述 的 关联 函数 公式 ,就 能 为 函数 k(w) 
得 到 更 合适 的 表述 法 . 
如 果 x。(7) ,x, (7) 是 两 个 涨 落 量 (在 平衡 态 等 于 零 ,并 且 在 时 间 反 演 中 的 行 
为 相同 ) ,那么 它们 的 关联 函数 ,根据 (76. 1) 和 (75. 11) ,可 以 表 为 如 下 形式 


СРР). = eoth Ме [7 е 1а, (еол) (0..4, 
此 处 括号 1.…| 表示 对 易 子 . 按 坐 标 + =r, л, 进行 传 里 叶 展 开 后 ,我 们 得 到 公式 


(xuxs ) к = coth Я + в [т (4, (2,ғ) ,2,00,0) |) @а°х. (90.4) 
将 此 式 应 用 到 关联 函数 (@”) „ЗЕ Л (90. 1) 后 ,我 们 得 到 


Век(о) = тве [0 10(#.г) ,0(0,0) 1) ааа. 
此 公式 的 左边 和 右边 在 Re 号 后 都 有 о 的 函数 . 此 函数 当 оо 时 趋 于 零 ， 
并 且 在 复 变量 о 的 上 半 平 面 无 奇 点 . 在 о 的 实 轴 上 从 这 些 函 数 的 实 部 相等 中 得 
出 这 些 函 数 本 身 是 相等 的 ,因而 我 们 得 到 最 终 公 式 : 


x(w) Wz nt 10(в,г) ,0(0,0)1) dx (90.5) 


为 了 得 到 导热 系数 的 静态 值 , 还 应 当 过 渡 到 0-0 的 极限 . 

用 类 似 的 方法 可 以 变换 公式 (88. 21) ,于 是 得 出 粘 沾 系 数 的 算 符 表达 式 . 

如 果 引 入 总 动量 流 cs = - P84 +07, 088.9) 0 oa] ,那么 在 k 一 0 的 极 
限时 , 除 sa 外 的 一 切 项 的 涨 落 都 趋 于 零 , 所 以 在 此 极限 可 以 用 (oo ) и КЗ 
联 函数 (sxsm ) д. 结果 我 们 得 出 公式 


76 (564. + BoBu ~ F820.) + С) ad. = 


=] е ра (1,г) „бы (0,0) |)? (90.6) 


此 处 Sa(47) 是 动量 流 密度 算 符 (H. Мон,1958) ,将 此 等 式 按 两 对 指标 i,k 和 1， 
ті, т 缩 并 ,我 们 分 别 得 到 相应 于 9¢ 或 10m +35 的 独立 表达 式 ， 
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些 公式 时 假定 只 存在 元 激发 谱 的 声 子 支 (w 和 都 小 ). 对 费 米 液体 也 不 能 应 用 
$88, $89 建立 的 流体 动力 学 涨 落 理论 : 它 要 求 满足 的 条 件 Ы <<1(1 是 准 粒 子 
的 自由 程 ) ,显然 在 费 米 液体 中 已 被 损坏 . 因为 1x 7“ 在 70 时 趋 于 无 限 . 因而 
计算 费 米 液体 的 形状 因子 应 当 使 用 动 理学 方程 . 
此 时 最 好 从 公式 (86. 17—86. 20) 人手 ,这 些 公式 将 形状 因子 与 液体 受 某 一 场 U 
(er) 作 用 时 的 广义 感应 率 联系 起 来 . 定义 (86. 18) 也 可 写成 按 坐标 的 傅 里 叶 分 量 
Hn(w,k) = -а(о,Ҝ)0,,, (91.1) 
我 们 限于 7=0 的 情况 , 则 动力 学 形状 因子 根据 下 式 
2та(ш,К) ш>0, 
Мы. В А о <0 
通过 a(w,k) 来 表征 . 
密度 的 微 扰 5(w,k) 可 借助 于 动 理学 方程 来 计算 ,此 时 式 中 可 以 忽略 碰撞 
积分 (在 T=0 时 ). 这 些 计算 与 $ 4 中 对 零 声 计算 所 不 同 的 只 是 对 准 粒子 能 量 附 
加 了 一 项 


(91.2) 


(ег) = Ише“ ro， 
相应 的 ,在 微 商 de/ar(4.3) 中 附加 一 项 aU/ar = 达 避 ,而 在 动 理学 方程 (4. 8 ) 的 左 
侧 附加 一 项 


es 
= "vyUS(e- er). 


求 出 动 理学 方程 的 解 如 下 : 
Sn(p) = п. (р)е 


КЕ. гы) 


2.2 
бп (р) = - 802-6) ТИ (п), пер, (91.3) 
2т' pr р 


这 是 准 粒子 的 动量 分 布 微 扰 的 傅 里 叶 分 量 , 待 求 的 总 准 粒子 数 密度 (与 真实 粒 
子 数 密度 一 致 ) 的 变化 ,由 如 下 积分 给 出 
6 А 20р sa do . 
Bo 人 = в р = о Јн) И 
(91.3) 中 定义 的 函数 X(n) 与 (4.9) 中 定义 的 v(n) 不 同 之 处 在 于 归 一 化 系数 . 
在 此 选取 归 一 化 系数 ,可 使 公式 (91.2) 取 如 下 形式 : 
Яо’, =Im [x(n) 30, w >0. (91.4) 
函数 Xx(n) 本 身 由 下 列 方程 得 到 : 
; ор 
(w -vk nx(n) +0, + nf FOB)Cn') de = -К.п р. 





(91.5) 
此 方程 的 右 侧 不 同 于 (4. 1). 
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方程 (91. 5) 不 显 含 虚 量 . 因此 解 xX(n) 中 出 现 的 虚 部 仅 和 求解 过 程 积分 的 
极点 绕 法 有 关 . 这 些 围 道 规则 要 求 从 := - 开始 , 浸 渐 地 给 体系 施加 场 Ux 
e ;为 此 ,应 当 进行 ow + i0 的 频率 代 换 . 

解 的 具体 形式 依赖 于 准 粒子 相互 作用 函数 的 形式 РО). 我 们 演示 求解 过 
程 , 并 以 最 简单 的 函数 Р = consts Р, 为 例 说 明 解 的 性 质 . 

在 这 种 情况 下 ,方程 (91.5) 的 解 具 有 下 列 形 式 


оп 





X(R) = C 一 -一 一 一 一 一 ， (91.6) 
ок п-ю-Ю 
在 此 C 是 常数 . 将 表达 式 (91.6) 代 回 (91.5) 以 确定 C, 于 是 给 出 
C(1 +1F,) = Ре. (91.7) 
тћ 


к-п ао’ 








这 里 и, сю: 
被 积 式 仅 依赖 于 "与 上 НИЗ Я ,进行 显然 的 代 换 后 ,我 们 得 到 
А = ТУА 
О er ра я 18) 
0, з>1, 





此 处 :=w/o;[ 积 分 的 虚 部 可 按 (8.11) 的 规则 分 离 出 来 ]. 

将 (91.6 一 91.8) 中 解 出 的 函数 xX(n) 代入 (91. 4) ,我 们 得 到 动力 学 形状 
因子 
2m” ps I(s 
in Te 
(А.А. Абрикасов, И. М. Халатников, 1958). 根据 (91.8), 当 s<1 即 所 有 的 
w <, 时 ,此 形状 因子 不 为 零 . 

如 果 F。> 0, 则 在 费 米 液体 中 可 能 有 以 速度 um 传播 的 零 声 , u 由 方程 
(4.15) 来 确定 








Nog(w,k) = (91.9) 


1 + Fl(s0) =0, зу = ш/о. 

з 值 接近 % 时 ,表达 式 (91.9) 取 
1 
$ 一 50 

的 形式 ,并 且 如 上 所 述 ,s = о/о, 应 当 理 解 为 *+i0. 这 意味 着 在 co(w,k) 中 还 有 
形 如 сопз + 8(s -so) 的 8 函数 项 ,或 有 

с(о,К) =const* kd(w - kuo) (91.10) 
这 项 是 费 米 液体 能 谱 零 声 分 支 对 形状 因子 必须 提供 的 贡献 ; 它 完 全 类 似 于 声 子 
对 玻 色 液 体 的 形状 因子 所 做 的 贡献 (87.4) . 

当然 ,这 一 项 的 存在 与 是 否 假定 = const 无 关 , 而 且 是 可 能 传播 零 声 的 费 





сопзі "Im 
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米 液体 的 普遍 性 质 . 与 准 粒子 相互 作用 定律 有 关 的 只 是 (91. 10) 中 的 常 系数 值 . 
方程 (91.5) 右 侧 为 零 便 和 零 声 方程 一 致 ;因此 非 齐 次 方程 的 解 在 w/k = we 处 有 
极点 . 

从 方程 (91.5) 的 形式 看 出 , 它 的 解 仅 以 比值 wo 做 的 形式 依赖 于 w 和 天 所 以 
动力 学 形状 因子 就 是 此 比值 的 函数 . 于 是 静 力 学 形状 因子 

c(D = [ов 
将 有 如 下 形式 
ao(k) =const + К (91.11) 

这 意味 着 在 费 米 液体 中 ,在 7 =0 时 ,密度 涨 落 的 同时 空间 关联 函数 遵守 >(r) 
<r 规律 ( 玻 色 液体 中 也 是 如 此 ). 

最 后 ,我 们 注意 到 ,用 Po 一 0 的 极限 过 渡 方 式 ,可 以 从 (91.9) 得 到 理想 费 米 
气体 的 动力 学 形状 因子 . 


o(w,k) = 0<w <. 
此 时 静 力 学 形状 因子 
oD = [осо іо е Р 


2т (2тв)т 
(与 第 五 卷 $117 中 习题 1 的 结果 一 致 ). 





ж 9 





半 金 属 ( Полуметаллы ) 239 

标 势 旋转 ( Потенциальное врашение) 102 

玻 色 激 发 的 衰减 ( Затухание возбуждений бозевских) 123 一 125 
ЖЕ 3 Ж ( Компенсированные металлы) 239 

ЖЕ 1 (Неполные вершины) 116 


с 


超 导 配 对 波 函数 ( Волновая функция сверхпроводяших пар) 158 ,165 
З ЗЕ ( Сверхпроводяшая шель) 151 

超导体 中 的 涡 线 ( Вихревые нити в сверхпроводниках) 184 
超 流 液体 中 的 杂质 (TIpuMmecu в сверхтекучей хидкости) 86 
#4 Ж ( Перенормировочная постоянная) 35,77 

传导 电子 ( Электроны проводимости) 237 

穿 透 深 度 ( Глубина Проникновения) 167 ,173 ,204 

磁 活性 体 ( Магнитоактивные тела) 299 

磁 击 穿 ( Магнитный пробой) 224 

磁 矩 的 涨 落 ( Флуктуация магнитного момента) 277 
ВОН 7 (И ( Квантование магнитного потока) 168 

НР (Магнитные подрешетки) 235 


р 
ЯЕ РЕ ( Уравнение Дайсона) 55 


Ф ”这 个 索引 不 重复 目录 ,而 是 其 补充 .索引 包括 目录 中 未 直接 反映 出 来 的 术语 和 概念 . 


* 362 . ж 引 





等 离子 体 的 关联 修正 (KoppenaunoHHan поправка в плазме) 333 

电介质 中 的 电子 和 空 穴 ( Электроны и дырки в диэлектрике) 257 
ЯП ХНУ ЖИ (Электронные и дырочные Ферми - поверхности) 238 
电子 和 空 穴 的 轨道 (3rekrpoHHbte и дырочные траектории) 225 

动力 学 形状 因子 ( Динамицеский форм - фактор) 341 


Е 


额定 磁化 系数 (HomnHanpHan намагниченность) 276 
二 维系 统 的 超 流 ( Сверхтекучесть двумерных систем) 130—135 


Е 


МУЖИ ( Аномалые функции Грина) 112 

反 铁 磁 共振 ( Антиферромагнитный резонанс) 292 

ЗА ЖИ ( Поверхности Ферми) 237 

ЖЕНИЯ ( Экстремальные сечения Ферми - поверхиости) 246 
费 米 激发 的 衰减 ( Эатухание фермиевских возбужцений) 36,76 
ЗЕК ВО Е Е ( Устойчивость ферми - жидкости) п 


с 


骨架 图 ( Скелетная диаграмма) 51,59 

关联 函数 的 渐 近 行为 ( Асимптотика корреляционной функции) 327,352 
Г ХЕ) ( Квазиимпульс обобшенный) 220 

规范 不 变性 ( Калибровочная инвариантность) 165,171 


H 


РАТ ЕЎ ( Гейзенберговский Гамильтониан ) 280 
自 旋 的 , 反 铁 磁 态 ( Спинновый , Аптиферромагн итное состояние) 293—296 
ЕЕ Ж № ( Циклотронная масса) 224,246 


J 


1% 169.43 Поляризационный оператор) 312 

Ў (Экситоны) 256 

伽利略 变换 (TammtmreeaBckoe преобразование) 69 ,82 
交换 积分 ( Обменные интегралы) 280 

金 效 堡 - 朗 道 参数 (Tlapamerp Гинзбурга – Ландау) 173 


жо 35 * 363 + 





静 磁 能 ( Магнитостатическая энергия) 272 
静 力 学 形状 因子 ( Bopm - фактор статический) 340 


K 


9: ( Диамагнитные домены) 249 
25 |1] НХ ( Пространственная дисперсия) 330 
ЖАУ (Эффект Купера) 207 


工 


入 点 (入 -rodka) 84,99 

朗 道 次 能 带 (Homsoarr Ландау) 227 

11 Я: ( Критическое поле) 171 
上 临界 场 和 下 临界 场 ( Критическое поле верхнее и нижнее) 180 
ЛИН 7 Я ( Критическое поле пленки) 175 
第 三 临界 场 (Tperse критическое поле) 183 
球 临界 场 ( Критическое поле шара) 183 

Luttinger 定理 (Teopexa Латтинжера) 238 

临界 速度 ( Критическая скорость) 105 

077 ( Лондоновское уравнение) 166 

伦敦 情况 ( Лондоновский случай) 167 


M 


迈 斯 纳 (Meissner) 效 应 (3 由 ekr Мейсснера) 166 
密度 矩阵 ( Матрица плотности) 29,30,96 


М 


凝聚 体 ( Конденсат) 90,94,110 
能 带 ( Энергетические зоны) 211 
一 维 情况 的 能 带 ( Энергетические зоны в одномерном случае) 215—218 


Р 
皮 帕 德 (Pippard) 情况 ( Пиппардовский случай) 167 
及 


溶液 中 的 浓度 涨 落 ( Флуктуация концентрации в растворах) 355 


* 364 - ж я 





5 


散射 幅 的 重 整 化 (IIepegopwMapoBka амплитуды рассеяния) 20 
散射 长 度 ( Длина рассеяния) 19 

声 在 金属 中 的 吸收 ( Поглошение звука в металлах) 255 

顺 磁 体 的 磁化 强度 (HawaraqeHHocre парамагнетика) 284 

顺 磁体 的 磁化 率 ( Восприимчивость парамагнетика) 283 
松原 算 符 (Mamy6apoBsckue операторы) 141 

随机 流 ( Случайные потоки) 349 


T 


铁 磁 共振 ( Ферромагнитный резонанс) 273 
推迟 格林 函数 (3anasnbprBalouran функция Грина) 136,298 


Ww 


Я Ж (вихревые кольца) 105 

ЯНИС ( Колебания вихревой нити) 106 

ЗЕ ЕЛЕ Я ( Теорема Вика) 43,115 

无 能 隙 半导体 ( Бесшелевые полупроводники) 264 
无 能 际 超 导 性 ( Бесшелевые сверхпроводники) 206 


х 


ЯН Ж Л (Сила взаимного трения) 104 
形变 势 ( Деформационный потенциал) 249 
ЖЕ (Ротоны) 79 


У 


НИЯ 8 (Эффективная масса) 6 
液 氮 的 表面 张力 (TlosepxHocTHOe натяжение жицкости гелия) 85 
原子 与 金属 表面 的 相互 作用 ( Взаимодействие атомов с металлической 


поверхностью ) 326 
7 


涨 落 耗 散 定理 ( Флуктуационно ~ диссипативная теорема) 302 
中 子 在 液体 中 的 散射 (PaccaHwe нейтронов в жидкости) 342 


жо 5 


- 365 . 





质量 算 符 ( Массовый опратор) 50 
纵向 和 横向 电容 率 ( Продольная и поперечная проница емости) 
#Е 5 ( Квазиимпульс) 212 

Г ХЕ ( Обобшенный квазиимпульс) 220 
МЮУ Н Е (Функция взаимодействия квазичастиц) 


7 


332 


